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北海道大学工学部研究報告

第76う馨・（t三和50年）

Bulletin　of　the　Faculty　o’f　Engineering，

　　Hokkaido　University，　No．　76　（1975）

密度ゆらぎによる表面弾性波の減衰理論　悌1報）

中山恒義　　佐久間哲郎

　（1沼和49年12月26日受理）

Theory　of　Damping　of　Elastic　Surface　Waves
　　　　　　by　Density　Fluctuation　（1）

Tuneyoshi　NAKAyAMA　Tetsuro　SAKuMA
　　　　（Received　December　26，　1974）

Abstract

　　The　purpose　of　this　paper　is　to　investigate　theoretically　the　damping　rate　of　elastic

surface　waves　due　to　density　fluctuations　on　solid　surfaces．　A　formulftc　for　the　damping

rate　is　presented　by　means　of　Green’s　function　method．　The　frequency　and　correlation

length　dependence　of　the　rate　is　calculated　from　the　formula．　The　results　show　a　quite

different　frequency　and　correlation　length　dependence　from　that　of　the　bulk　phonon　case

investigated　previously　by　Ziman．

1．　序 論

　　表面弾性波の励起素子の進歩にともない，最近その減衰に関する基本的な問題に興味がもた

れるようになってきた。ここで蝉性表面波というのは，主にRayleigh波を意味しており，その

特徴は照々表面から一波長の深さに，そのほとんどのエネルギーを集中させて伝播することであ

る。従って，特に絶縁体においては表面波が伝播するとき固体表面に存在する欠陥の効果をうけ

やすい。また入力パワーが比較的小さくともエネルギー密度が大きくなり，弾性エネルギーの非

調和項の効果をうけやすいことがその特長といえる。この非調和項による弾性表面波の減衷の問

題は，古典論が成立するωτ＜1の領域でMarisi）およびKingとSheard2＞により独立に与えられ

た。一方，量子論が成立するωε＞1なる領域で，しかも入射してやる袈面波の波長規と熱フォ

ノンこの波長福との問にλ1£》編が成立する条件のもとではMaradudinとMills3＞およびKing

とSheard4）により与えられた。また著者らはMaradudinとMills3）およびKingとSheard4）に

よる結果をも，特殊例として含むような一般論を展嗣した5）。

　　ところで，一般的に固体表面は決してなめらかなものではなくて，不純物が吸着していたり，

また固体表面の凹凸等による密度の不均一さが存在する。これに起因する表面波の減衰の問題も

弾性エネルギーの非調和項にもとずくものに劣らず重要である。独立な散乱体として考えられる

ほど希薄に閲体表面に分布した質墨欠陥による表面波の散乱の理論的研究は，最低次の摂動を考

慮することによりStegとKlemens6＞，高次の摂動項を含みRayleighモードだけを考慮すること

によりNakayamaとSakuma7），またすべて悶有モードを考慮することによりSakuma8）にょっ

工業数学講座
Department　of　Engineering　Science，　Faculty　of　Engineering，　Hold〈aido　University，　Sapporo



14e 中山恒義・佐久間哲郎 2．

てこれまで報告されてきた。しかしながら，このような現実に質量欠陥が希薄に固体表面に分布

している確率は小さく，むしろクラスターを作りながらお互いに強い相関関係をもって分布して

いるモデルが必要となる。本論文であつかうのは，このような強い相関関係をもって密度ゆらぎ

が存在する媒質の中を，表面弾性波が伝播するときの減衰に関する理論的問題である。絶縁体に

おける表面波の減衰の理論的問題は，著者らの一連の報告5）および本論文で完成される。以下

Ezawa9）によって与えられた表面フォノンすなわちサーフォンの理論にもとづいてGreen関数の

方法を用いることにより議論を進めていこう。

2．　密度関数と相互作用ハミルトニアン

　　等方的な蝉性体と真空が二分して作る無限平面の境界上を表面波が伝播する場合を考えよ

う。これから問題とするのは，吸着原子などにより固体表面に密度の不均…がある場合である。

！GHzの表面波の波長が約！04　Aであること，また現在までに得られている表面超音波の最高周

波数が数GHzであることから考えて，これらの波長からみた密度の変化は位置に関する連続関

数であることに注意しておこう。いま半空間における弾性体のエネルギー密度は，つぎのように

あらわされる。

　　　　　　　　　　ω一・・（・）（寄ア＋須畿＋辮弓（讃　　（…）

　　ここでρ（r）は密度関数で，2とμはLamさの定数である。　uは変位ベクトルで，　Ezawa9）の

サーフォンの固有関数でつぎのように展開される。

　　　　　　　　　　　　　・（・，・t）一苓》蒲卿贈　　　（・・2）

ここで

　　　　　　　　　　　　　　　so」r（t）　ts＝　aJe－iW」’一i一　aL’　．一ei‘”J’‘　（2．　3）

また」は，サーフォンの量子数をあらわし，kは飾〃平面での2次元波数ベクトル，戸は圃体の

平均密度，ω」は」モード・サーフォンの周波数，ρはX－y平面の座標ベクトルである。α」および

α1＞ぱBose粒子の交換関係をみたす」モード・サーフォンの消滅，生成演算子である。

　　吸着原子による密度ゆらぎ，あるいは結晶成長の初期における密度ゆらぎは，固体表「痴に局

在していると考えてよいので，我々ぱ密度関数ρ納をつぎのように選ぶ。

　　　　　　　　　　　　　　　　p（r）　一：：　，o十X；，o（dP）　（S　（x）　〈2．　4）

　　ここで，」ρ回は平均密度からのずれであり，デルタ関数により，それは固体表面に局在し

ていることを示している。これは考えている表面波の波長にくらべて，密度ゆらぎが存在する深

さが充分小さい場合に適用される。またゴρ（ρ）は位置ベクトルasに依存した確率変数であり，つ

ぎのような性質を持っているとする。

　　　　　　　　　　ぐd・（・）〉一・・〈・・（・）t・…　〈p，）戸御（監勾　　（・・5）

　　ここでく…〉は確率変数Aρ（0）に対する集団平均をあらわし，」ρは密度ゆらぎの幡，1、，は相

関長であ・・ゆ・ぎの欄緻w（1ρ一ρノI　／c）は・つぎの・・地質を二つの葵餅糊・てい・・

すなわちZ、，→o，いわゆる白色雑音となる場合にwr（睡一瓢μ、，）＝＝　6（es　一ρノ）となる。また1。M’・。の

ときにはW（1ρ一酬μ、，）一〇となる性質を持っている。すなわち，相関長が充分長くてWGρ一ρ’1／1。〉

が1より充分小さくなるとき，あるいはAp2がρにくらべて充分小さいときはくdρ（ρ）tiρ（ρり〉は
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小さくなり，この項を摂動としてあつかうことが出来ることを示している。

　　いま（2．4）と（22）を（2．1）に代入し，

と4ρ（ρ）からなる摂動ハミルトニアンをつぎのように得る。

　　　　　　　　　　　　　　　　璃謬鰯＠の＋s）

　　　　　　　　HiXΣV」，」・（αノ8…ωブーαし8ω」う（a」・ビω〆τ一αt」，6・〆う

　　　　　　　　　　　」，」ノ

　　ここでτは虚の時間で，結節関数VJ，．rtは

　　　　　　　　　τ伽一努正∬d，・・d・…（・）・ガ（・）ei・／・・・…）・…A・（嫌）

となる。また，」’についての和はつぎのように定義される。

　　　　　　　　　學蜘癖∫碗（k，6刃，R）㌔駄熟読偶感

141

半空間で積分すると戸からなる無摂動ハミルトニアソ

（2．　6）

（2．　7）

（2．　8）

〈2．　9）

　　ここでノπはモード指標，6は速度をあらわし，／㌦はそれぞれサーフォンのモードで定義さ

れた速度Cの領域で積分することを意味している。

　　　　　　3．　密度ゆらぎによる表面弾性波の減衰のGreen関数による取扱い

3．1　Green関数による減衰の一般論

　　ここではGreen関数の方法10）を用いて表廟弾性波の減衰率に関する一般公式を導びくこと

にする。浴空間における」モード・サーフォンに対する二次のグリーン関数ぱ，摂動の最低次を

考えると

　　　　　　　　　　S…（〃ω・）一⑤・o・（・Jl，・i（ti，）ぐ／1・1・（・11，　i（vl）〉⑤・o・（必爾　　　（3・・）

ここで
　　　　　　　　　　　　　　　e）i　一’　一；？ET‘一（…　t3　m‘’　（letsT）一i　（3．　2）

であり，1は整数，隔はBoltzmann定数である。　D（。）¢ガω∂は自由な」『モード・サーフォンの

Green関数でありく”（1）（，f，　i（Vg）〉は，」モード・サーフォンの自己エネルギー関数で，確率変数

Aρ（r）で集団平均をとったものである。二次の摂動まで考慮したGreen関数を第1図に示してお

く。第1図で第一項のグラフは，エネルギーシフトだけにきいてくる。第工項は，つぎのような

自己エネルギー関数を含んでいる。

　　　　　　　　　　　〈ノz‘’〉（・f・…e）i）〉一一・ぐ多肪〃｝2騨々ゆ

で与えられる。ここで自由なJrモードのGreen関数は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2（o

魍幽願鷹■■顧鳳ww■■曝　　　二二

　　〇（J，‘ω物）

⑤（。）（必ごω諺一

B箱ガ

　r　十　k．｛O）　，Alo）　十
鴻で・孔こ鱗）

2次の補正まで考慮したGreen関数（運動量表示）

　　　　㌦’
　　　？
　　　：
　　　；

　　　；

』‘。｝　戒吻

飛

（3．　3）

　（3．　4）

i馴2

第1図

　　　’　、
　　　’　　、
　　　’　　、
　　’　　　、
　　’　　　　、
　　’　　　　　　、
　　ノ　　　　　　　

護切四㊥　凶色メ
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で与えられる。

　　いま，　集団平均をとった漁己」f：一ネルギー関数

く1ノ（1）（」；妨）〉において虚軸上に存在する離散的な点・ia）1

をxでおきかえることにより，第2図のようにx平面へ

解析接続すれば，実変数ωに対してつぎの公式を得る。

〈／l（i＞（」，　（ti＋is）〉　＝　d」（（ti）＋’i／］J（w）
（3．　5）

　　ここで1’1，1（ω）は」モード・サーフォンの三吟係数で

あり，ゴノ（ω）はそのエネルギーシフトである。

　　（3．3），（3．　4）および（3，5）から減衰率ノ㌻（ω）に対して

つぎのような関係式を得る。

く

しω　辱・

‘ω3

‘妙・

：曾＼．ω　　　　　●

‘四
一1

亀り鮭ユ

ζωL3

し畦集

第2図　自己エネルギー関数　ll（」，　iωn）

　　からfl（必ω十四への解析接続

　　　　　　　　／”J（a））　＝　i　1，1　〈一？，s一’　2’　6〈（v3，　一　e）？，）　（，）J（t）lt　1　u’　〈o）　・　rz”　（o）　iZ　・　1　，o　（k　一t一　k’）

（3、6）において，密度相関関数のFourier変換ρ（k＋勧は，つぎのように定義される。

i2・1

〈　　　　　2ρ（k＋lcり〉一∫塵押り一く・・（・）・・（④

12＞

（3．　6）

（3．　7）

ここでく」ρ（ρ）・」ρ（ρり〉は差ρ一ρノのみの関数であるのでρ一ρ’⇒ρおよびρ＋ρノ→2Rとおいて積

分してやると

くp（k＋k’）12＞　＝＝　s／dp　e’i〈k＋k）’p〈A，o　（p）・・（・）〉
（3．　8）

となる．5はRに関する積分により生ずる規格化面積である。以下，我々は公式（3．6）を用いて

意味のある物理的考察によって，波動関数uJ’（0）および相関関数Wを選ぶことにより減衰率を

計算できることになる。

3．2　密度ゆらぎによる表面弾性波の減衰

　　この節では前節で求めた公式（3．6）に実際の波動関数を用いて表面弾性波の減衷率を，解析

的に求めることを自的とする。いま相関関数LI・”（1r－r’i／1．）として第2章で述べた極限の性質を同

時に含み，最も一般性のあるものとしてGauss型の糊関関数を選ぶことにする。他にもExpo－

nential型，　Lorentz型等も相関関数の候補として考えられるが，減衰率1’J（ω）の周波数依存性

および相関長依存性を問題にするかぎりにおいて本質的でない。密度相関関数としてつぎのよう

なものを用いる。

　　　　　　　　　　　　　　　〈A，・（e）　d，o　（O）〉轟〆1跨　　　（3・・）

　　ここでρは二次元位置ベクトル，1，は相関長，α，bぱディメンションをあわせるパラメー

ターとして選ぶことにする。（3．9）を（3．8）に代入することにより，その二次元Fourier変換はつ

ぎのようになる。

　　　　　　　　　　　　〈1，0（k＋k’）i2＞一一Ct／Zll．£，：一liitiStS2，一ic2L‘’g：iY一・’，2’i2　（，．）

　　以上のような彬関関数を用いて表面波すなわちRayleighモードの減衰率をもとめることに

する。従って公式（3．6＞において」はRayleighモードをあらわし，また密度ゆらぎは固体表面に

局在するので（3、6）における！は，独立な5個の固有モードのうちRayleighモードだけを考慮
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すれば充分である。Rayleighモードの波動関数π働輪は

　　　　　　　　　　　・卵一今樹β（沸「等漣）・

　　　　　　　　　　　・鞠謬（長）1／2（・一一鴇・・一）・　　（・…）

　　　　　　　　　　　疎）一・㈲℃丸了転落

　　ここで

　　　　　　　　　　　　・一［・一（cn／　ct）・］v2，・：・一4［・一（C／iゾ・・）・］1！2　　　（・・2＞

および

　　　　　　　　　　　　　　　K一　（r一’o）　（r－Jo÷2rr22）／2rr／2　（3．　13＞

ここでγおよびηは弾性定数によって定まる正の数（Siでは7諏0．86，　T7　＝＝O．38）である。　ClとCtは

バルク波の縦波と横波の速度であり，CJ、1はRayleigh波の速度で次式の解として定められる。

　　　　　　　　　　　　　（2－c」2E，・／c？）‘　一一　！6　（1－c」2［e／c3＞　（1－ci2B／c2）　（3．　iL　4）

（3．！1）より高周波のRayleigh波は指数関数のためにその振幅が悶体内部に入るに従い急激に減

少することに注意しよう。（3．11）を用いて公式（3．6）にあらわれるスカラー積lu（n＞（0＞・u（fi’）（0）1は，

つぎのようになる。

　　　　　　　　　　　luCie）　（O）一u（R・’）　〈O）1　＝　kf，・，　fe，re，（一cos　O・．fl十］’2f2）2　（3・　15）

ここで

　　　　　　　　　　　　　　　　か麦（・一葺鍔

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．　16）
　　　　　　　　　　　　　　　　f・一一k（・一磨げ

0は波数ベクトルkノ、1とk．irtとの間の角度である。（3，6）と（3．10）および（3．！5）により減衰率∫’」（ω）

の解析解としてつぎの式を得る。

　　　　　f”・・（（ti）」潔驚歴陣職（・））一4・・Af，　li　（x）＋・把伽）］（3・・7）

　　ここで

　　　　　　　　　　　　　　　　　謬珂、，2ω2／26発

でまたfi，ノ1は（3，16）で与えられる。またIn（x）はlt次の変形Bessel関数でxが大きいところ

での漸近形はつぎのようになる。

　　　　　　　恥羨一菰（一・膿÷一『諜竺禽器　　（・・18）

　　　　　　　一遡雛鯵鍵一蠕謁岡

このようにxが大きいところでは（3．！8）の箆一項の指数部と（3．17）の指数部がお互いに消去しあ

うことに注意しよう。従ってxが大きいところでは（3．18）においては第一項の分母が主な役割を

はたすことになる。このように（3．17）により表面波の密度ゆらぎによる減衰率の解析解が得られ
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　　第3図　（a＞衰漁弾性波の減衰率の周波数依存性

　　　　　　（b）表面弾性波の減衰率の相関長依存性

　　i！．

（“　25b　A）

1000

100

1e

i

たが，この式にはいろいろな物理的性質が含まれている。まず，ゆらぎ幅ゴρが零になれば砺（ω）

は同時に零になることは当然のことである。また榿関長lc→。。では，同様に砺（ω）も零になる。

またZ，，→0ではωの5乗べきになることに注意しよう。このことは，相関長1，，で減衰率砺（ω）の

周波数依存性が強く影響していることを示している。このようにして求められた砺（ω）の周波数

依存性および相関長依存性の数値計算した結果を第3図に示す。

4．　結 論

　　この論文で我々は，強い相関関係をもった密度ゆらぎが固体表面に存在する場の中を，表窟

波が伝播するときの減衰に関する理論を扱ってきた。絶縁体における表面波の減衰の理論的問題

は，弾性エネルギーの非調和項にもとづいた著者らの報告5）および本論文とで完成される。独立

な散乱体として考えられるほど希薄に固体表面に存在する質量欠陥の場合は，その減衰率は周波

数の5乗べきで変化することが知られているが，この論文では強い相関をもって密度の不均一が

固体表面に存在するときは，表面波の減衰は相関長1に強く依存することが示された。

　　つぎに密度ゆらぎによるバルク波の減蓑の問題との関連について述べておこう。バルク波の

現象論的な密度ゆらぎによる減衰の聞題は最初Klemensii＞によって与えられた。その後Zimani2）

は電磁波が屈折率のゆらぎの存在する場を伝播する問題に対するRatclifei3＞による取扱いをフォ

ノンに適用することによりつぎのような結果を得た。考えている音波の波長λと相関長1，，の間に

2》／、，なる条件のもとでは，その減衰率は周波数に依存しないこと，また7．《1，，の場合にはω2に比

鋼することを示した。しかしながらZiman三2＞も指摘しているように，完全な理論はこれらの結果

を同時に含むようなものになるはずである。ところで，本論文での取扱いをバルク波に適用する

とZimanの結果を1剛i寺に含んでいることに注しAしたい。また最近，非晶質状態の物質における熱
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伝導の問題が注目されている14＞が，本論文の方法をこの問題に適用することは興味あることであ

ろう。またバルク波の密度ゆらぎによる減衰の周波数依存性が，周波数の2乗にきいてくること

と表面波のそれがだいたい5乗できいてくることの違いは，表面効果の反映にほかならない。

　　般後に実験との関連について述べておこう。DeVriesとMiller15）はlll三電セラミクス上を伝播

する表衛波の減衰の周波数特性を測定し，20～50MHzの領域で，その周波数依存性として5乗

べきの結果を得た。この結果は，散舌L体が充分希薄に存在し，独立な散乱体とみなせる場舎であ

ろう。またLarson等16）は，　LiNbO3にNe＋イオンを80　keVで加速し注入することによって密

度の不均一さを人工的につくることにより表面波の減衰の周波数特性を測定し，それは周波数の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り2乗べきで減衰するという結果を得た。この場合，Ne＋イオンは固体表面から深さ約940　Aのと

ころに分布しており，直接には本論文の結果とは比較できない。

　　おわりに著者の1人（中山）は，財団法人即行会の研究助成金を与えられていることに感謝す

る。また本研究の数値計箕の部分は，北海道大学大型計算センターFACOM　230－60を使用した。
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