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Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering，

Hokkaido　University，　No．　77　（1975）

A　Geometrical　Formulation　of　Asymmetric

　　　　　　　　　　　　Features　in　Plasticity

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！

　　　　　　　　　　　　　　　　Masaru　SHIMBO＊

　　　　　　　　　　　　　　（Received　March　31，　1975）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　　A　geometrical　formulation　of　asymmetric　features　in　plasticity　is　given　in　the　present

paper．　A　materia1　body　is　assumed　to　be　an　aggregation　of　srna11　material　elements，　each

of　which　can　deform　and　rotate　freely，　so　that　asymmetric　features　must　be　considered．

The　law　of　friction　between　antisymmetric　parts　of　stress　and　strain　is　further　assumed．

The　effect　of　dilataRcy　which　plays　an　important　role　in　soil　mechanics，　seismology，　etc．

can　be　explained　in　connection　with　the　non－Riemannian　theory　of　plasticity．　An　impor－

tant　recognition，　which　is　the　same　conclttsion　in　the　epistemologlcal　analysis　o£　asym－

rnetric　stress　fields　developed　elsewhere，　is　obtained　according　to　which　a　certain　distri－

bution　of　asymmetric　stress　entails　the　gradient　of　volumetric　strain．

1．　lntroduction

　　　　It　has　been　polnted　out　in　regard　to　the　non－Riemannian　strain－incompatibility

con丘gurationi）出at　stress　is　a　transform　of　strain　in　terms　of　a　speci丘。　coordinate

system2）．　This　enables　us　to　treat　asymmetric　features　such　as　asymmetric　stresses

and　couple　stresses，　the　source　of　which　is　given　by　the　antisymmetric　part　of　the

stress3）．

　　　　If　a　material　body　is　composed　of　an　aggregation　of　small　mateyial　elements，　it

can　be　considered　that　such　a　material　is　more　likely　to　allow　the　existence　of　couple

stress　than　other　material．　A　typicai　asymmetr1c　stress　field　may　be　observed　in

granular　materials．　ln　fact，　it　sometimes　happens　that　the　volumetric　change　3s

entailed　by　shear　stress　in　coarse　grain　structure．and　is　called　dilatancy‘）．　lt　is

a　kind　of　mutual　action　between　grains　originated　from　the　antisymmetric　part　of

stress，　and　it　plays　an　important　role　in　soil　mechanics5），　and　seismology6），　etc．　lts

geometrical　bac1〈ground　has　been　shown　in　the　previous　papers7）’8）　in　non－Riemannian

terminology．　However，　the　foregoing　formulation　has　been　made　from　the　episte－

mological　point　of　view　which　has　it　that　the　asymmetric　stress　is　reiated　to　the

strain　and　incompatibility　with　reference　to　specific　coordinates　and　covers　the

known　equilibrated　stress　field　in　periphracticity．　We　shall　attempt　in　the　following

to　obtain　the　same　results　in　another　way　in　which　the　law　of　friction　between　the

antisymmetric　part　of　stress　and　strain　is　taken　into　consideration．　．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．　Material　Space

　　　　A　materia｝　body　is　assumed　to　be　an　aggregation　of　small　material　elements．

The　microscopic　local　configurations　must　be　considered．　A　coordinate　system　is

introduced　in　order　to　describe　the　deformed　and　rotated　state　of　each　material

element．　To　each　point　of　the　material　body，　x‘　（i＝1，　2，　3）　is　labelled　with　refer－

ence　to　a　three－dimensional　orthogonal　coordinate　system，　and　the　material　element，

which　supports　the　dis亡urbances　in出e　material，　is　denoted　byぬ：t。

　　　　Let　the　material　element　dx’i　be　released　from　the　constraint　of　the　surround－

ings　to　an　unstrained　one　（dx）i’．　We　shall　call　this　procedure　naturalization．　lf

small　disturbances　alone　are　considered，　we　can　assume　a　linear　relation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（dx）乞’一躍ぬ乞　　　　　　　　（2．！）

or

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dxi　＝＝　AI，，（dx）i’，　（2一　＝？」）

where　the　transformation　tensor　AS・’　and　its　inverse　A：・，　are　functions　of　x」，　and

EiRsteiR’s　summation　convention　is　adopted　here　with　regard　to　repeated　indices．

By　the　transformation　（2．　1）　or　（？一．　2）　we　have　generally　a　non－holonomic　coordinate

system　（z’），　so　that　the　non－holonomic　object

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9んメ’ゴ’＝／1．委’∠4多’∂［k／3・S・G　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．3）

does　not　necessarily　vanish，　where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂・瓢厩r

and　the　parentheses　［　］　indicate　the　alternating　over　indices，　such　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・、講1一吉（・講一磯）．

　　　　Slnce　the　natura｝ized　length　of　a　materia｝　element　（dx）」’　is　realized　in　the　Eu－

clidean　space，　it　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ds2　＝　o“pm・（dx）‘’　（dx）”’　，

where　o“，・ri，　is　Kronecker　delta．　A　metric　of　the　material　manifold　is　defined　by　the

naturaiized　length　of　the　material　element

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ds2＝g」，　dx‘　dx」　（2．　4）

with　the　metric　tensor

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σガ＝δゴ・がA努ノ巧’．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．5）

Let　the　transformation　tensor　be　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∠4．を’＝δ窪’十εを’，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．6）

which　is　only　slightly　deviated　from　the　Euclidean　condition．　Substituting　（2．　6）　in

（2．5），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gゴi＝δゴz十2ε（ゴの，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．7）
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up　to　the缶st　order　in　magnitude，　wher6

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　εゴi＝ε多’δノ乏∫　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．8）

which　are　also　assumed　to　be　smail，　represents　the　deformed　and　rotated　state　of　the

material　element，　and　the　parentheses　（　）　indicate　the　mixing　over　indices，　such　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・ゴ・「7（…＋・iゴ）・

The　quantity　e（，Ji＞　is　an　ordinary　strain　tensbr．　lt　should　be　noted　that　E，一i　defined

by　（2．8）　is　not　assured　to　be　symmetric　with　respect　to　the　indices　i　and　i

　　　　A　Euclidean　connexion　of　plastic　material　manifold　is　introduced　by　the　paral－

leiism　in　the　naturalized　space9＞．　Consider　two　vectorsが（」じk）andザ（xk＋dxりwhich

are　defined　at　two　points　x‘’　and　x“＋dxk　in　materia｝　manifold　respectively，　and　let

them　be　paralle｝　to　each　other　in　the　naturalized　state．　lt　holds

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が’（vk）一ガ（が＋dxk），

which　leads　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dz，i一一乃加ゴdxk，

where　rthi」　is　the　parameter　of　connection　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　厚ゴdx一Al・4A｝’，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が（が＋dxk）一が＋nd，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AS・’（xlt＋dxk）　＝＝　AS，’＋dAS・’．　（2．　9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．．ハ

It　shou！d　be　remarked　that　aA：・’　depends　not　oniy　on　the　point　xk　but　also　on　the

path　dxk　of　naturalization．　However，　if　dA｝1’　is　uniqueiy　defined　as　function　of

point，　we　have　from　（2．　9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r，i，＝Ag・，a，，As一’．　（2．　lo）

In　this　case　material　space　becomes　a　teleparallelism　one，　where　the　direction　of

a　released　material　element　is　fixed．　For　small　disturbances，　we　have　from　（2．6）

and　（2．　10）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r傾＝∂、εガ，　　　　　　　　　（2．11）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z7姻一σ漁r島．

　　　　A　material　space　is　further　characterized　by　non－Euclidean　concepts　called　the

torsion　tensor　and　the　Riemann－Christoffel　curvature　tensor．　They　are　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε基ノx2円〔准㌧ユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．12）

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R后許＝2（∂［，Tゴ］h・i十17［爵召∬1ブ］li）　　　　　　　　　　　　　　　（2．13）

respectively，　where　indices　to　which　the　process　of　alternation　is　not　to　be　applied

can　be　isolated　by　vertical　bars．　A　general　kind　of　deformation　includes　both　of
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them，　and　the　former　is　responsible　for　the　discrepancy　of　the　location，　and　the

Iatter　for　the　change　of　the　direction．　ln　physical　reality，　they　are　the　invariant

expressions　of　the　crystallographer’s　dislocation　and　disclinationiO）　（and／or　incompati－

bility）　respectively．　For　small　disturbances，　we　have　from　（2．6），　（2．11），　（2．12）　and

（2．　13）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Sko－i　＝al，　kS，＝．i　（2．　14）

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R旛㌔0．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3．　Dual　Regime

　　　　In　the　foregoing　analysis　a　general　．，kind　of　deformation　such　as　strain　and

dislocation　etc．　are　extended　to　asymmetry．　H．　Schaefer　pointed　out　the　analogy

between　the　field　structure　of　the　incompatibi｝ity　tensor　and　that　of　the　stress

tensori’）．　ln　the　latter　space，　stress　tensor　plays　the　role　of　the　Riemann－Christoffel

curvature　tensor　of　a　Riemannian　or　non－Riemannian　space，　which　are　different

from　that　of　strain－incompatibility　configuration．　The　metric　tensor　of　the　dual

regime　is　Beltrami’s　three－dimensional　stress　function，　and　the　torsion　tensor　is　the

so－called　couple　stress，　the　source　of　which　originates　from　the　antisymmetric　part

of　stress．　Many　dual　aspects　are　found　in　plasticity　physics．　Constitutive　equation

arise　from　this　duality　and　dual　yielding　criterion’in　the　strain　space　is　considered

to　be　responsible　for　the　fatigue　fracturei2）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4．　Volumetric　Strain

　　　　．lt　is　nec．essary　to　consider　the　microscopic　rotation　ta，一i　of　a　material　element

in　granular　media，　which　is　independen£｝y　introduced　of　its　neighbours．　We　shall

assume，　without　loss　of　generality，　the　asymmetric　tensor　w」i　to　be　antisymmetric，　i．　e．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　佛一一喝，　　　　　　　　（4ユ）

to　represent　the　rotation　of　a　material　element．　This　is　a　relative　movement　to

surroundings　and　need　not　be　holonomic，　so　that　it　causes　the　discontinuity　along

the　boundary　of　the　material　element，　and　the　local　coordinate　axes　fixed　to　each

material　element　rotate　by　tu，・i．

　　　　Since　the　stress　is　a　quantity　in　the　regime　of　stress－function　and　stress，　and

the　rotation　to，一i，　which　is　associated　with　the　asymmetric　strain，　is　that　of　strain

and　incompatibility　extended　to　asymmetry，　we　introduce　here　a　linear　coupling

relation　between　the　stress　and　the　rotation　tu」i．　We　assume　the　law　of　friction

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ［朗＝A［ラ巧超ω［瑚，　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．2）

where　a」t　is　the　stress　tensor　and　／lsi・k‘　is　the　coeflicient　of　friction．　For　isotropic

material　the　latter　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∠A．ラ詐z＝メ1（δ多δ2一δ1δ多），　　　ノ窪＞0．　　　　　　　　　　　　　　　（4．3）

From　（4．　1），　（4．　2）　and　（4．　3）　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ［ゴi］me／1ωこゴ乞］．　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．4）
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　　　　On　the　other　hand　from　（2．　14）　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S，i，　＝＝　O［，（ti」，一，，　（4．　5）

or　considering　（4．　1）　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Si　＝＝　一一i・S一一〇」tu，，，　（4．　6）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂ゴ諜δブ左∂th

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S，　一：　Sif’　（4．　7）

in　three　dimensions．

　　　　It　should　be　noted　that　the　equation　（4．5）　and　（4．6），　which　are　not　appayently

tensor　relations，　hold　even　in　any　coordinate　system，　so　long　as　we　are　concerned

with　small　disturbances　alone．

　　　　It　follows　from　（4．　4）　and　（4．　6）　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　”
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Si　＝　一itSi4uA　O」a［」・t］，　（4．　s）

which　has　the　same　structure　obtained　in　the　previous　paper8）　within　a　scalar　factor．

The　equation　（4．8）　means　that　the　Si　is　entailed，　if　and　only　if，　there　is　a　non－

divergent　asymmetric　stress．　The　vector　Si　is　related　to　the　gradient　of　the　volu－

metric　strain　along　the　axis　of　xi．
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