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北海道大学工学部研究報告

第77号　（日召和50年）

Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering．

　　Hekkaido　University，　No．　77　（1975＞

有限長変断面棒における弾性波の伝播

台丸谷政志　石川博将　秦　謹一
三橋正信＊小島文明＊＊田代　進＊＊＊
　　　　　絶筆康一辮＊東猴雅文＊＊＊＊＊

　　　　　　　（昭和50年3月31日受理）

Wave　Propagation　in　a　Finite　Length　Bar

　　　　　with　a　Nonuniform　Section

Masashi　DAIMARuyA　Hiromasa　lsmKAwA
Masanobu　MiTsuHAsHi　Fumial〈i　KoziMA

Koh－ich　YAMATsuTA　Masafumi　ToHi〈oH

　　　　　　　　　　　（Received　March　31，　1975）

Kin－ich　HATA

Susumu　TAsHIRo

Abstract

　　The　propagation　of　an　elastic　disturbance　in　a　finite　length　bar　with　continuously

varied　cross－sections　is　studied　by　using　the　method　of　the　Laplace　transform．　The

inversion　iRtegral　is　reduced　to　the　calculation　of　residues　at　the　poles　given　by　the

eigenfunctions　of　the　fixed－free　bar　with　a　variable　cross　section　and　the　propagation

solutions　are　represented　iR　the　form　of　infinite　series．　The　results　of　this　study　can

be　applied　only　to　thin　rods　with　small　changes　of　area　and　to　waves　which　are　long

compared　to　the　radius．

　　Numerical　examples　are　worked　out　for　the　case　of　a　truncated　cone　and　the　propa－

gation　waves　are　shown　for　two　reflections　in　the　bar．　Aiso，　the　strain　waves　vs．　time

for　different　locations　of　tlie　bar　are　measured　and　compared　with　the　theoretical　results．

1．　緒 言

　　弾性波の伝播に関して重要な問題のひとつに断彌積が軸方向に変化する漸変断面棒中のそれ

がある。変断面棒の縦振動問題），特に音響学における各種ホーンの調和波動の伝播に関する研

究2）は数多くなされているが，衝撃負荷による応力波の伝播，構造物の衝撃強さという観点から

解析されているものは少ないようである。これらの問題の厳密な解析には三次元弾性論の適用が

必要であることは自明のことであるが，三次元理論による厳密な解析は非常に困難であり，たと

え軸対称一様断面棒に関しても有限長の場合にはその厳密解が得られていないのが現状である。

したがって今までに発表されているこの種の問題の研究報告も断面の変化を考慮した一次元理

論，いわゆる“Webster”ホーン方程式2）によるものがほとんどである。この一次元理論による
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処理は断面の変化が小さく波長が棒の半径に比べて大きい場合は妥当であることが知られてい

る3）。このような条件のもとに，半無限長変断面棒における弾性波の伝播についての研究はJ．

W．Landon，　H．　Quinney4）以来，幾人かの研究者によってなされており最近では，田中5），　V．　H．

：Kenner6＞，7）等の研究報告がある。しかし有限長棒に関してはT．　Tsui8），　H．　D．　Fisherg）らによる

仮想仕事の原理に基づく解析あるいは摂動法を用いたG，H．　HandelmaniO）の解析，その他，若

干例が見出される程度である。

　　本報では2個のパラメータによって決定される漸変断面を有する有限長棒がその一一端に一定

速度衝撃を受ける場合の弾性波伝播の挙動をラプラス変換法によって解析した。また一例として

獄頭円錐の場合に関して数値計算を行ない実験結果との比較を行なった。

　　劃E岡ω、y／一・鋼7（・）

ここで，tは時間，uぱ回向変位，ρ1よ密度，E（x）x＝o

は縦弾性係数，A（X）ぱ棒の断面積である。ここで

は均質な変断面棒を考え，E（X）一Eとし，断面積は

2個のパラメータによって決定される次式で与えら

れるものとする。’　　　　　　　｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　鋼一A・（が

　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．　解　　　析

　2．1　基礎式および一般法

　　変断面棒の軸をX軸にとり弾性波面は軸に垂直であり，その波長は棒の半径に比べて一卜分

大きいとすれば，変断面棒に関する運動方程式いわゆるWebsterホーン方程式は次式で与えら

れる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L一
　　　∂　　　　　∂u　　　　∂2u　　　　　　　　　　　　　　　　　X＝（1←μう・し

X＃PL

“g－A
r

a＝1

図1　変断顧棒

ここで，1は棒の長さ，n，μは任意定数，　AoはX　＝・　Ptlにおける断面積である。

式（2）を式（1）に代入すれば次式が得られる。

　　　　　　　　　　　　舞＋傷農一÷謬，・イ夢

ここで次の無次元変数を導入し，

　　　　　　　　　　　　　　　　β＿　x　　　　．一一tCot
　　　　　　　　　　　　　　　　ぐ　　　　　　　　　　も　　　　　　　　　　　　　　　　　　　暫　　μ’　　　　μ

初期条件

　　　　　　　　　　　　　　　　　瞬・《劉．。一・

を考慮して，式（3）をラプラス変換すれば次式の常微分方程式が得られる。

　　　　　　　　　　　　　　　　窯＋蘇蜜一包一・

ここで，

　　　　　　　　　　　　　　　　・（9・P）一　s，co　・e（・t・　・〉　e－2）r　dT

いま式（6）において，π一！－2αと置換えて次式のように変形する。

A21ナ

ξ・竪

（2＞

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）
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　　　　　　　　　誰國＋暴（ξ矧〆＋（跡ξ一a・）・・＝　・

式（8）はBesse1の微分方程式であり次の一般解が得られる。

卿）一ξ・
oc・聯＋・・Ka（妙）｝

（8）

（9）

27

ここで，Cl，　c2は積分定数であり，1。，　K．はそれぞれα次の第1種，第2種の変形Bessel関数で

ある。したがってラプラス像空間におけるひずみ，応力の一般解が次式のように得られる。

　　　　　　　　　　　　　1：1：1に髪：1よか（■r／））一ト。21（α＿1（ξρ）｝｝　（・・〉

　ここで，δ（ξ，p），　U（ξ，p）は式（7）と同様に定義されるε（ξ，τ），σ（ξ，τ〉のラプラス変換である。

　　2．2　一定速度衝撃

　　　衝撃の形は種々あるがいずれにしても変断面棒に関しては理論上の境界条件を実験条件とし

　て正確に実現することは非常に困難である。本報では境界条件池ミ簡単な関数で与えられ，かつ近

　似的にしろ実験的に確かめることができる剛体による一定速度衝撃を考える。変断面棒の一端が

　一定速度Voの衝撃を受け他端は自由であると仮定すれば境界条件は次式のように与えられる。

　　　　　　　　　　　　　（劉。が幽・（銑、1．lt、、一・　　（・・）

ここで，H（t）はHeavisideのステップ関数。

　式（11）を式（4）の無次元変数で表わしラプラス変換すれば次式が得られる。

　　　　　　　　　　　　　　a（i，p）　一T一　tY／S一，　一一dd一．tt一　zzv，，p）一〇　（i2）

　ここで，垢漏μ鞠／偽，2，　・1十1／μ

　式（9），（10）および式（12）より積分定数が次式のように得られる。

　　　・一夢面諭（響（鵬τゆ漕一夢聯1瓦（謂細面（・3）

　ここで，v・・＝・cr－1；一（n＋1）／2。よって，式（9），（！0），（13）より本問題に対するラプラス像空間にお

　ける変位，ひずみ，応力が得られ，ひずみに関しては次式となる。

　　　　　　　　　　　即処㍉｛砦謡鋸濫驚1，）｝　　（・4）

　ここで，ラプラス逆変換積分を求めるため

　　　　　　　　　　　　F．〈p）　一　1．（c：p）　K．（ip）一fp（ip）　Kv（g一’P）　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）　　　　　　　　　　　　G．（P）　＝＝　P　（lv＋i〈P）　Kv（ip）＋lv（ip）　Kp＋i（P）］　1

と置いて式（！4）の特異点を調べる。問題はSturm－Liouville系11）であるから，　G。（p）一〇を満足す

る根pをρ＝士fωとおいて式（15）に代入すれば

　　　　　　　　　！．　（£）　＝””　i一”　u71．　（ix）　）

　　　　　　　　　K．（2）　＝＝　一’2！mu　rri”“iHSi’（iz）　，

なる関係式より12）次式が得られる。

Hl”（z）＝姻＋凪勧｝
H52’（Nor）　”＝　」v（2）一iY，（x）　」’　（16）
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　　　　　　　　　濃1重隠淵瓢｝　（・7）

ここで，Jp，　Y，はそれぞtL　v次のBessei関数，　Neumann関数であり，　H51），　H52）はそれぞれレ

次の第！種，第2種のHankel関数である。式（17）よ

り，lim　F。（t　ica）は有限であり，かつ1im　G。（±∫ω）一2v
　　てり　レむ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　くりゆむ

となるから，ρ一〇は式（14＞の特異点でないことがわか

る。またGv（±∫ω）一〇を満足する根ωは無数に存在し

すべて単三である。よってこれらをω1，ω2，ω3，…とす

書しをま1，　式（14）をま

　　　　　p　＝＝ヒfωゴ　　　（ブ＝1，2，3，…　）　　　　　（18）

なる！位の極の無限集合を持つことがわかる。さらに

P→。。とき，

　　禦・e・・r一・［卸←一（ξ一・）｝P］（・9）

であるからJordanの補助定理より，式（14）のうプラ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　図2反転積分路
ス逆変換積分は図2に示される閉路積分に置換えら

れ，式（18）で与えられる極の回りの留数計算に帰着される。すなわち，τ〉ξ一1のとき，

　　　　　　ε（誓L、li7，∫：1：ン灘卿講㎞｛孕謬4暁　（・・）

ここで，Res｛｝は留数を表わす。さらにp一　t　ica」（ブー1，2，3，…）は1位の極であるから留数は

次式で計算される。

Im（ρ）

＼
　●
ｩ1ω旨

＼＼

、

、

、　Re（

ψ

て〉（ξ一1） 　o
|1ω3

　　　　　　　　　　　懸㍑；櫨．物一鵡鵠誹

ここで，G、（p＞のρに関する！回微分G；（p）は式（15＞より次式のように得られる。

　　一2Z；”　Gv　（IS’）　＝　1’　［lv　（1））　Kv　（2P）一　lv　（？LP）　Kp　（IS’））　一　ip　（lv＋i（P）　Kv＋i　（21））一　」，＋i（2L2））　Kv＋i　（P）］

したがって，式（21），（22）および式（16）の関係式より次式が得られる。

　　　　　　lll懸ゴ滋謡忽照臨穿）魎剛蜘）｝

（21）

（22）

（23）

よって，式（20），（23）よりひずみに関する逆変換解すなわち原空間におけるひずみが次式のように

得られる。

　　　　　9g（X！Lg’i）　＝＝2ga・，．：EI．，HEJI．（i」｛g；（E．I」1，一．，g2，”i’i．Ytl’？ig‘Xf），（．，．，？，tD，｝sin（tu」’T）H｛Twa（gE－i）｝　（24）

ここで，ωゴぱ次式を満足する第ブ番目の正根である。

　　　　　　　　　　　　誘＋1（ωゴ）Yv（λωの一」〆λωのY。＋1（ωゴ）＝0　　　　　　　　　　　　　　　（25）

　　式（24），（25）は任意のnに関して成立するが，n・・0（一様断面棒）の特別な場合には式（4）の

無次元変数は，o≦ξ（…　rc／l＞≦／，τ一Co　t／lのように定義される。すなわち，　n－oの場合は一定速
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度衝撃を受ける一様断面棒に関する周知の解となり次式が得られる。

　　　　　　　　　ε（畿τL÷妻湯当…｛（・一ξ）・・｝…（…）H（・一ξ）

ただし，ξ一・　vfl，τ筐Co　4∠，　w6＝IVo／co，ωゴ＝（2ブー1）π／2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0〈n〈2　n＝2

　　　　　　　3．　数値計算および実験

　　断面形状は任意定数μ，πによって決るが，μ＞0

のとき’n＜0であればAo＞A，となり，　lt＞0であれば

Ae＜Alとなる。π＞0の場合の変断面棒形状を図3に

示す。またμは変断面棒の両端の半径（1’）ξ。1瓢プ。，（撰城

；ηを用いて，式（2）より次式のように表わされる。　　　閣3

　　一6
．．liil．．

一5

一4

一・
@3

一2

一1

o

Nx　vo
sx

N．N　g＝1NN
　N　N

　N　X
　N　N
　　N．　N，

　　　X．　’N

　　　N

n＞2

（26）

29

匠

話

　魑～騨、　oﾌ・ゴ＼＝ここ三ミiミ§

一一ﾊ彗

e＝x

11＞0の場合の変断面棒形状

　　　κ・者
　　　　　μて・吉

・ぐ1嵐号

　　　　　kL　NN
　　　　　”N　’S　　　　　　　　　N一一一一．
　　　　　　　　　　　s一一

　＿トμ
e＝v’”

一覧、

g＝1

　　一5

互
　　一4

一3

　ロまロ

ー2’

一1

N
N

s

0

41
1

N

N

K
N

N

N

N

x

（a）0く，uτく2（1st　cycle）

N

mp・3吾

μτ・3麦

　　　μτ・3吉

　　　　　FrC　；　21｝

　　　　　　μτ・2ナ

s N
　　　　　ヘヘ　　　　　　　　　　　　　　　へ

二：：こご含　ここ盛玉一一一一＿＿＿

ξ・竪

ト
　“
　一j
一

　　　（b）2くYτ〈4（．2nd　cycte）

図4　一日速度衝撃を受ける試漕円錐棒＠瓢2，Ft＝1／3＞

　　　を伝播するひずみ波

s＝’1i・iiil，Lf‘
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　pt　＝＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ri／ro）T－1

図3に示されるようにn＝2の場合は戴頭円錐柱となる。数値計算例として，

合のひずみ波伝播に関して数値計算を行なう。

　　n＝2の場合はα一一1／2，レー一3／2となり，またmは正のi整数として

　　　　　鷺㌢：！壽置∵∴；1烈｝

なる半整数次のBesse1関数の関係12）を用いれば，式（24），（25）は次式となる。

ε（

xL・瓢毒
（1十25w3一）　sin　｛（2一，’“）　e）．i｝一（2一．lt）　we・　cos　｛（2－e）　（e」｝

（27）

この戯頭円錐の場

λ（え一1）sin｛（λ一1）ωゴ｝一cos｛（え一1）ωゴ｝

（28）

…｛（・一・）吋一毒

超越方程式（25）あるいは式（30）の根は曲線追跡法

によって求められる。ここでは，二分法13＞によっ

て小数点以下6桁まで求めた。なお式（30）あるい

es・一般的に式（25）を満足するωゴは一端固定，他

端自由な変断面棒の固有振動数である。また級数

解（29）の収束はゆるやかで精度を！％以下の誤差

におさえるためにはブー200前後の歩数が必要で

あった。

　　図4は小径端に一定速度衝撃を受ける戴頭円

錐棒を伝播する各時刻におけるひずみ波で，式

（29），（39＞より計算した理論値である。ただし，棒

の寸法は7－o＝5mm，1－1＝20　mm，したがっ

てμ＝1／3の落合である。図4（a）は！往復

目の波形で，実線で示される波形は無次元

時間。≦τ≦1／μの進行波であり，破線は自

由端よりの反射波を含む！／μ≦τ≦2／μでの

波形である。図4（b）は2往復目の波形で

ある。数値のマイナスは圧縮，プラスは引

張りを表わす。ただし，各波頭の矢印はそ

れらの進行方向を示す。

　　これら理論波形の妥当性を検討するた

めHopkinson　bar形14）の実験を行なった。

使用した蔵頭円錐棒は鋼でその寸法は，棒

Aとして布＝5，r、一12．5，1一一　750（単位は

mm）したがってμ＝2／3，棒Bとして1’o＝

5，7・1＝20，1＝750したがってPt　・＝1／3の2

一2

i
一1

o

sin　（co」T）　H｛T　一　（E　一1）｝

　　　　　　（29）

（30）

図5棒A（”o＝5，ri　＝　12．5，1＝750＞の衝撃

　　端より150mmの位置におけるひずみ
　　波の時間変動

Measured
14

1：㍊　　　　　4　　　　4

　　　　！
@　　！
@　1
@∠　　　　　1∠　　　　　　レ

一一一 ba［culated

I4

@1
@1
@1

μτ

0　　　　1　　　　2　　　　3、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

図6es　A（lz＝2，μ＝2／3）の衝撃端より1／5

　　位置におけるひずみ波の時間変動の実

　　験値と理論値の比較
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種類である。式（11）の境界条件をそのまま実験条件として実現することは困難であるが，上述の

寸法の異なる2種類の戯頭門錐棒の各小径端に半径20mm，長さ750　mmの一様断面棒を衝突さ

せて一定速度衝撃状態が近似的に実現されるように実験を行なった。実験方法の詳細は省略する

が，棒の各点にそれぞれ半導体ひずみゲージを軸対称に4枚ずつ接着しホイートストン・ブリヅ

ジ乙部を通して直接プラン管オシPグラフにつなぎ，ひずみ波形の時間変動を測定した。

　　図5はue　Aの衝撃端より150　mmの距離の位置におけるひずみの測定例である。

　　図6は図5を無次元変数ξ，τで処理したひずみ波の時間変動を実線で，対応する計算値を

破線で示した図である。
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図7　俸B（iZ　＝＝　2，μd／3）の術｝｝聾端より4／15，11／15気概に⊃おける

　　　ひずみ波の時間変動の実験緯と理論僚の比較

　　図7は棒Bの衝撃端よりの踵離200mmおよび550　mmの各位置におけるひずみ波の時間

変動を図6と同様な処理によって示した図である。μτ篇4前後，すなわち波頭の2往復時間範囲

では実験値と計算値は良く一致しており，波頭が2往復する時間ぐらいまでは一定速度衝撃状態

が近似的に実現されていると判断される。したがってさらに大きな衝撃体を用いればさらに長い

時間範囲で実験値が一致することが予想される15）。また図6，7ともに各位概におけるひずみの最

大値を比較すれば計算値が実験値よりも大きくなっている。これは実験的には完全な剛体による

一定速度衝撃でないこと等によるであろう。すなわち，変断面棒に比べてさらに剛体に近い寸法

の大きな衝撃体を用いれば実験値と計算値は定量的にもより一致することが推察される。

4．　万 雷

　　漸変断面を有する有限長櫨を伝播する弾性波の挙動を一定速度衝撃状態を仮定してラプラス

変換法を用いて解析した。逆変換積分は一端固定，他端自由な変断面棒の固有振動数を極とする

留数計算に帰着され，無限級数表示による解が得られた。一例として戯頭円錐柱の場合に関して

ひずみ波形の数値計算を行ないその伝播波形を明らかにした。また変断面棒上の各点におけるひ
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ずみ波の時間変動を測定し，計算値との比較を行なった結果，実験波形と理論波形は定量的にも

かなり良く一致し解析結果の妥当性が確認された。
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