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北海道大学工学部研究報告

第’78・号　（1闇闇151ttt｝

1’）ulletin　of　tlie　1“’Laculty　of　Engineering，

　　　Hokl〈aiclo　University，　No．　78　（．1976）

多次元尺度構成の一手法

佐藤義治＊持田泰昭＊河口至商＊
　　　　　　　　（「｛召荊i5G孟移6月　30　日受迎琵）

A　Certain　Technique　of　Multidimensional　Scaling

Yoshih．aru　SAtro Yasuaki　Nl　（locHri）A　IN4ichial〈i　KAwAGuc．E－ir

（Received　June　30，　1975）

Abstract

　　　The　purpose　of　inu｝tidiniensional　scaling　is　to　asslgn　a　c．ertain　scaling　value　to　each．

object　which　could　not　be　measured　previously　with　any　numerical　scale，　but　however

showed　the　interrelation　among　them，

　　　In　this　paper，　we　have　employed　the　ordinary　real　va！ue　as　the　scaie．　But　since

each　object　can　not　always　be　arranged　on　a　real　line，　we　generally　need　multidimen－

sional　EuclideaR　space　to　represent　each　object　as　the　point　of　its　space，　where　the

number　of　dimensions　of　this　space　is　minimum　for　some　criterion．　And　we　have　pro－

posed　an　iteratlve　method　for　determination　of　the　minimum　dimensional　coordinates　of

each　object．13y　thls　iterative　I孤ethod，　the　number　of　unknown　variables　with　respect　to

be　so｝ved　equation　is　reduced．　Then　we　can　apply　this　technique　to　practic．al　problem

without　relyin．g　on　a　large　memory　of　the　computer　as　compare（1　wl亡h　other　co．rrespoiicl－

ing　techniques．

1．　序 論

　　　多次発尺度構成とは，対象となる個々の事象，あるいは個体の，各相互間に，何らかの基準

によって定められた類似性（similarity＞，又は距離等の蚤が与えられたとき，これらの量に基づ

き，個々の事象を何次元かのユークリッド空間←・般には，他の距離空間であってもよいし，ま

たその方がより妥当な距離関数を用いることができる場合があるが，直観的に，ユークリッド空

間の方が理解しやすいので，ここではユークリッド空間のみ．を対象とする）に配置することによ

り，その構造を解明すると共に，全体の関連を個々に与えられる尺度（座標）によって見ようと

するものである。従ってこの座標をいかにして決定するのかということが，手法の中心をなすも

のである。このときユークリッド空間の次元はできるだけ小さい方がより望ましいのである，、

　　　従来，多次元尺度構成に関する研究は，R．　N．　Shepard．1）・2），」．　B．　Kruska13）一’i），　L．　Guttman5）

およびW。S．　Torgerson．6）等によって研究されているものであるが，これらにある考え方の！つ

は，データとして：得られる類似1生のランクオーダーのみを問題としているものである。この場合

には各イ紺々のイ召窯：灘剣連ぜ生を全・体ドi勺に撰封也するには有’i効であるが，　で圃々の．対＾．．象の僕lj糞を1洋糸田に議言命

＊　工学部情報数理二1二学繁．一・購壇：1一



162 佐藤義治・持眠泰昭・河1コ翌商 2

するには不適当であるように思われる。他方Torgersonの考え方は類似性（あるいは非類似性）

として得られる量をそのまま用いているのではあるが，…一般的に対象となる欄数が多くなる場

合，あるいはその配置を可能にするユークリッド空闘の次元が大きくなる場合には，理論的にそ

の解を得ることは可能であろうが，実際には税在の計算処理能力からすると不可能であるように

思われる（非常に多くの時閥と空問0）使用が許されるならば，可能性はあると考えられる）。

　　従って本論文においては，Torgersoi）の立場に立って，より実用的な手法を提案すること，

及びその応用可能性を示すことを目的とするものである。

　　　　　　　　　　　　　　　　　2．手法の概説

　　対象となるN個の個体（対象とする個々のものを以下個体と呼ぶ）Oユ，02，…，Qvに関して，

すべての2つの個体間に，ある基準によって定められた類似度あるいは非類似度（類似度とは逆

の関係にあるも¢））が与えられているものとする。ここに類似度とは，互いに類似していると考

えられるものは大きな値，似ていないと考えられるものは小さな値をもつものである。ここでは

これらN個の個体をユークリッド空閥に配置しようとするのであるから，その関係をユークリ

ッド距離として表現するために，類似度とは逆の非類似度を用いることにする。さらに各個体間

の関係は対称性をもつものと仮定する。従ってN（N十1）／2個の非類似度を砺＠ブM，2，…，N，

砺一6ゴ‘）によって表わす。

　　この4ηを用いて各個体Oi，をユークリッド空間に配置するのであるが，このとき何次元の

ユークリッド空間を必要とするのかは未知である。ここで述べる手法は，まず1次元に配．置可能

であると仮定して，！次元の配置を求め，それで不十分（以下に述べる基準に従う）であるなら

ば，1次元で説明できる部分を除外して，その残りのものを直交する他の1次元（金体として2

次元）で説明させ，さらにそれでも不十分ならば，以下順次次元を増加させ，最終的な空間配概

を得ようとするものである。

　　各個体αに与えられる1次元の座標6r　ciとするとき，

　　　　　　　　　　　　　　匹喜｛・釜・願一が一越　　　　　（・）

なるW2の値が最小となるようにXi（・i　＝一z＝一一！，　一・一，　IV）を求めるのである。ここにしは定数であり，非

類似度砺は真にユークリッド距離の関係を満たしているとは限らないため，この五によってそ

れを修正しようとするものである。さらにこのW2から得られる誤差分散

　　　　　　　　　　　　　　　　」一WF2／N（N一ユ）

と，4σの分散V2との比，12／V2の値によって配置の良さを表わすものとする。すなわち

　　　　　　　　　　　　　　　　P　＝一　｛1－」2／V2｝2

の値で，得られたユークジヅド空間の紀蔵によってdi．iを何パーヒント説明できるかという基準

を与えることができる。

　　式（！）で与えられるW2の値を最小にする1次元の配置（座標）：1／’ε（西！，…，N＞を求めるため，

W2をlzrfcで偏微分して0とおいた連立方程式

　　　　　　　　　　　　　煮｛・梯一網＠融）一・・（た蹴1，2，…　，N＞　　　　（2）

を解けばよいのであるが，この式をそのまま解くことは困難であるため，つぎのような遂次近似

により各々のViを求める。
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　　各銑に対するある初期値娚を与え，

　　　　　　　　　　　　　　　　a］t＝一＝・一露2（1十∠1；c一　t）　　　（i；漏1，2，…　，N）　　　　　　　　　　　　（3）

なる関係によって銑が得られるものとする。

　　このときのA　Utを式（3）を式（2）の連立方程式に代入し，（dXi）2以上の項を無視して，ゴx“，：の

連二～回線升多プヲ積…式

　　　　　　　｛一酬瀬＋か軌一か一碗（・一・・2，…・N）（・）

により求める。ここに

　　　　　　　　　　　　　　　　・tl．k　i．繍4翫一3（娚一ご認＞2

　　　　　　　　　　　　　　　　曽激・・4観（」ゆト娚）

　　　　　　　　　　　　　　　　凶猛篇＠2一κ呈）3

とおく。このとき，連立：方程式（4）の階数が一一般にN－1となることから，（4）のみの関係ではN

個のti　Viが一意に定まらない。従って，各個体Oiを1次元に配置するとき，その原点は任意で

あるから，Σ瓠銑／N－Oなる条件を付けても一般性は失なわれない。この条件と（3）の関係から

　　　　　　　　　　　　　　　　ムア
　　　　　　　　　　　　　　　　Σ瑠4銑識0
　　　　　　　　　　　　　　　　‘・＝1

なる関係式が得られ，この式と（4）で与えられている連立方程式の任意の（N－！）個の式を組み合

わせることにより各dXiを求める。

　　初期値娚の設定は以下の通り行なう＊。その基本的な考え方は最初に砺ゴと（銑一¢がとの

相関係数が最大となるように苅を決定することである。すなわち，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぎ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ΣΣゐゴ（灘r勘）2
　　　　　　　　　　　　　　　　飽盤華二丁「

　　　　　　　　　　　　　　　　　　西養か・

なるRの値を最大にする銑を求める。ただしここでは条件

　　　　　　　　　　　　　　　節＝0

　　　　　　　　　　　　　　　鳴瀬・…nS・・

を満たすものとする。（一般性は失なわれな：い）従ってこの条件を満たしRを最大にする銑はつ

ぎのような固有方程式における最大の固有値に対応する圃有ベクトルとして求められる。

　　　　　　　　　　　　　　｛一掴罐歩幅噺　　　　（・）
　　　　　　　　　　　　　　　’キ履”雫ル
ただし

　　　　　　　　　　　　　　ノ，ki罵一（dZ，t一ト婿∂謹一2　cl　1・　i．

とする。ここで得られる銑に対して，評価関数（！）が適♪月できるように銑のスケールを以下の式

によって修正する。それは，

　　　　　　　　　　　　　α一翻賜一撫一・・μγ

　＊　林知己夫氏の紛ゴ型の数量化」に相当するものである。
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が最小となるようなK，ゐを求める。すなわちK，ゐは連立方直言

　　　　　　　　　　A一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　』　　　　ぎ
　　　　　　　　　曙（；’”・・　一　‘1；・）2K÷N（N－1）L葉苧41・

　　　　　　　　　ヒΣ（　　　　　　ぎ　　　　　　　　　　　　　　　ぎ灘‘一曲）4K÷ΣΣ（：L’・t／一己）2ゐ一ΣΣd？／ゴ（Xi－xゴ〉・

　　　　　　　　　fキゴ　　　　　　　　　　　　εキゴ　　　　　　　　　　　　fキj

（6）

4

の解として得られるeこのKと（5＞より求められる固有ベクトル；c・i．を川いて初期値調を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　x？　’，＝’　sLKTxt

によって決定する。

　　この初期他を用いて上述の連立方程式（4）よりdlL－iを求め苅；峨1十IXi）として得られる；x・i，

により，72，あるいit　X　！）の纏を計算し，それが設定された基準（例えば，ノ2≦0．05，　P≧0．9）を満た

すならば，そのときの：Viを求める座標とする。もしこの基準が満たされないならば，この銑を

用いさらに（6）よりK，Lを求め，＞k’x，を初期値として1Xi．を計算し以下同様の操作をくり返

す。このとき，くD返しは，ノ2，又はPの値が基準を満たすか又は‘：IXiが0に収束＊した場合に

中EEこする。もしゴ」じ‘が0に収束したとき」2，　Pの値が基準を満たさないならば，　N個の個体Oi．

は1次元に配置することはできないことになるn従ってつぎに謂」から！次元で説明できる都島

を除いたもの，すなわち

　　　　　　　　　　　　　　　　　4岩一鵡一（x一Xj）2

をいま求めた1次元とは直交する他の！次元（全体として2次元）で説明しようとするところが，

本論文で述べる手法の中心をなすものである。計算はこの4器を上述の4むとしていままでと同

様の操作を行なうことになる。ここで求まる座標の値をΨ嘉一！，…，N）とすると，結局4告を

　　　　　　　　　　　　　　　嬬一（銑一煽2一幅一〃ゴ）2－し

なる値が最小となるような2次元（：L’i，：lfi．）の距離関係で説明しようとするものであり，これは

ユークリッド空間の距離関係としては急く自然なものであろう。もし2次元でも，」2，Pの値が

満足できるものでなければ，さらに

　　　　　　　　　　　　　　4鞍一調一（」C’・t　一　：Vゴ）2一（ZXt一Ψゴ）2

とおいて全体として3次元の空間への配置を求め，以下順次次元を増加させて行くことができる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　3．　応　　用　例

　　G．Ekmans＞の行なった実験のデータを用いて14色の色の空間配置を上述の手法によって

求める。Ekmanの実験はつぎのような方法で行ったものである。

　　「被験者は，スクリーンから25m離れたところにいて，スクリーン上の1cm離れた直径

1．5　crnの2つの円形の窓に示される波長が434　mμから674　mμまでの14色のうち2つの色を見

て，その2つの色の似ている程度を判断し，全く似ていないと判断したものにe＊　o，全く岡じ色

と判断したものには4というように0から4まで5段階のscoreを与える。」

　　このscoreは2つの色の類似度をあらわすものであり，ここで述べた手法を適用するために

これを逆（大きさの程度を逆にする）にし，それを［O，　1】区聞に変換して得られたものが次表であ

る、，この非類似度（距離）を1撫・て，ここで述べたf法により得られる14色の色の空間配置を示

したものが次図である。

　＊　実際の計算では，必要な精度に応じてμ媚≦10『3等の適惑な龍を決定する。
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図　　．色の類似性による杢間配難
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　　この結果，視覚にもとづいた色の関連性を示す空間配置が得られたわけである。全体が配置

される空間の次元が2次元で十分であること，さらに3原色の混合から得られる色度図の色の配

置とほぼ一致することは興味ある結果である。

4．　結 論

　　多次元（多変：量）データの構造を，より低次元の空間に要約して，それをより単純な構造とし

てとらえようとすることは多変量解析の主な目的の1つである。しかし，そのデータが，必ずし

も連続量，すなわち普通の多変量統計学の対象となる量であるとは限らない。例えば本論文の例

にもあるように，人の感覚（好きか嫌いかの程度，どれ程似ているか，等）は，あるdiscreteな

変量で表現せざるを得ないこともある。このようなデータに対して，個々の相互間の関係から，

各個体を配置可能な空間を決定することが，本論文で述べた多次元尺度構成（multidimensional

scaling）の目的である。本論文の基本的な考え方は，　W．　S．　Torgersonに負うところが大きいが，

それとの根本的な相異は，その手法の中で次元を増加させていく際に，Torgersonは，例えば2
次元への展開をする場舎には（ui，　？Ji＞，　（，：　一”一1，　一・・，　N）なる2N個の値を一度に決定しようとするもの

であるが，本論文では，これを　　V・i，を求めてから，さらに必要であれば，tLXtを求める。すなわち，

一次元ずつ遂次的に増加させていくものである。従って，本論文の手法の利点は，未知数の数が

二次元でN個ですむことである。Torgersonの手法では，　k次元の展開を考える場合には未知数

は々N個となり，Nが大きいか又はkが大きいときには実際には計算が不可能になることがある。
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