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A　Consideration　on　a　Fuzzy・Fuzzy　Relation

IMasaaki　IV｛iy．　Ai〈osi－ii’　Yoshiharu　SATo　17Vlichiaki　Ktx，wAGui－ii

　　　　　　　　　　　（Received　Deceniber　27，　1975）

Abstract

　　The　researches　of　ca　fuzzy　relation　based　on　the　notion　of　fuzzy　sets　have　been　studied．

and　the　fuzzy　set　theory　is　applied　to　the　fields　of　pattern　recognition，　cluctering　tech－

nique　and　so　on．

　　Here　we　formulate　a　fuzzy－fuzzy　relation　based　on　the　notion　of　fuzzy一．fuzzy　sets　which

is　an　extended　concept　of　／fuzzy　sets，　and　have　investigated　i．ts　algebraic　structure．，　，For

the　fuzziness　which　is　essentiaily　inherent　in　the　though．t　process　o’f　huinan　beings，　the

fuzzy－fuzzy　relation．　is　a　more　naturai　mathematical　model　than　the　fuzzy　relation，　and　it

appears　that　it　is　applicable　to　the　／field　o’f　soft－scicnecr．

L．．．♂序 論

　　Fuzzy集合論は，　L．　A．　Zad．elV）が，通常の集合の拡張として提案し．た概念である。たとえ

ば，我々がi三1常生活に於いて接する，所謂“物の集り”には，「若人の集．合」，「背の高い人の集合」

という様なものであり，この様な“物の集り”は，従来の数学の意味で，集合とはなりえない。

何故ならば，“若い”，“高い”という本質的に人閾の主観に依存する性質によって，この集合に対

するメンバシップが規定され，この意味で，．メンバシップの境界が，不確実であるからである。

Fuzzy集合論は，この様に不確実さ（uncertainty）を持つ体系を／｛文り扱うのに適している。すな

わち，Fuzzy集．合論は，問題となる不確実さの原因が，　randomness（客観的不確実さ〉の原因で

あるrandom　variablesク）存在によるよりも，むしろ，クラス・メンバシップの明確に定義された

基準の欠落に起因するような：fuzzin．ess（主観1匙勺不確実さ）をもった問題を取り扱う体系である。

その工学的応用方1面としては，パターン認識，システム工学，言語・オー】・マトン理論、人工知

能問題等々がある。さらに，19　75年，7．．adeh2～’i＞によって，　Fuzzy集合の一般化として，　Fuzzy－

Fuzzy集合の概念が提案され，水本氏5）によって，その代数的性質が研究されている。本論文で

は，特に，我々の1三1常生活に於いて用いられる，対象物閥の定性的な関係の．数学I／i勺モデルと考え

られ，パターン認識，クラスタリング等で，：重要な役割を果すと思われるfuzzy－fuzzy関係の定

式化とその代数的性質について蒋干の考察を行なった。

・ド
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　　　　　　　　　　　　　　　　2．　Fuzzy・Fuzzy集合

　　ここでは，Fuzzy－Fuzzy集合と，それらの和集合，共通部分の定義，および正規性，凸性に

ついて簡単に述べる。

　　Zadehによれば，通常の意味の集合X上のFuzzy－Fuzzy集合Aぱ，次式で与えられるメン

バシップ関数陶によって特性づけられる集合である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　，Lt　．i：　．Y，　一［O，　1］」　（1）

　　ここで，」は単位閉区間［0，1］の任意の部分集合である。

　　通常のFuzzy集合では，要素xに対するメンバシップのgradeが［0，11の中の数値となる

のに対して，Fuzzy－Fuzzy集合の場合は，そのgradeが，，Jから［O，1】への関数となる。！t，t（⑳

を，xに対するFuzzy　gradeという。

　　さらに，Fuzzy－Fuzzy集合の和集合，共通部分の定義は，　Fuzzy　gradeに対する2項演算∩，

Uによって以下の様に定義される。

　　X上のFuzzy－Fuzzy集合A，　Bのメンバシップ関数／，t　，t（x），μβ（x）を各々

　　　　　　　　　　　　　　　　　、蝋¢）一Σα（砺）妬
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i
　　　　　　　　　　　　　　　　　FtB（　zr）　一　X　i3　（vj）／’u　o・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」

とするとき，

　　　和集餌・B⇔，aAUB（V’）　＝　f．tA〈　t）　U　／．tB〈：t：）纏・噛）・呼㈲ゐ・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　m＝　Zl　（v（u・i，）AP（’v」）／（zti．V’vj）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ちゴ
　　　共通部分）A・B⇔F・tA　．a　is（x）雄μ．韮（x）・鯛鵡咽④噌β剛り）

　　　　　　　　　　　　　　　　　鱗Σ‘ヒ（ui）〈β（辺ゴ）／（tLi〈辺ゴ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　窃ゴ

である。ただし，〈，Vは各々，　min，　maxの意味である。

（2）

（3）

（4）

　　Fuzzy　gradeが凸であるとは，　u，’v∈」，　U≦vに対して，“≦w≦’1．Jなるすべての’lvについて

　　　　　　　　　　　　　　　　・＠）≧［・（小・（’v）］　　　　　（・）

が成立することである。

　　Fuzzy　gradeが正規であるとは，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　sup　cr　（z‘）　＝：’＝一1　（6）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ecEJ

が成立することである。

　　　　　　　　　　　　　　　　3．　　Fuzzy“Fuzzy関係

（i）Fuzzy’Fuzzy関係の定義

　　Fuzzy－Fuzzy関係は，　Fuzzy関係1）の自然な拡張として，次のように定義する。

　　集合Xとy上のFuzzy－Fuzzy関係Rは，　X×Y上のFuzzy－Fuzzy集合として定義され，

そのメンバシップ関数侮は次式で定義される。

　　　　　　　　　　　　　　　　，t．tR：　XX　Y一　［O，　llJ　（7＞
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特に，yF－Xの場合，そのFuzzy－Fuzzy関係は，　X－hの2項Fuzzy－Fuzzy関係という。

　（ii）Fuzzy・Fuzzy関係の合成

　　次に，Fuzzy－Fuzzy関係の合成を定義する。　X，　Y，　Zを通常の意味の集合，　RをX×yF上の

Fuzzy－Fuzzy関係，　SをY×Z上のFuzzy－Fuzzy関係，そのメンバシップ関数！．tR（　u，　y），／．t，s’（y，2）

を各々

　　　　　　　　　　　　　　　μノt：X×Y一→［0，1｝J

　　　　　　　　　　　　　　　／・ts　：　YxZ　一一）　［O，　HJ’

とする。このとき，RとSの合成S・Rは，そのメンバシップ関数μ8呪（X，匂が

　　　　　　　　　　　　　触（調冑［繭）咽？…x）］

で与えられるx×z上のFuzzy－Fuzzy集合として定義する。

（iii）Fuzzy・Fuzzy関係の合成の結合性

（8）

（9）

　　一般のfuzzy　gradeに対して，2項演算∩，　Uが分配律を満足しないので，　Fuzzy－Fuzzy関

係の合成も一般には結合的ではない。しかし，Fuzzy　gradeの凸性を仮定すれば凸Fuzzy　grade

の族は，2項演算∩，Uに対して，分配律を満足する5）ので，そのFuzzy　gradeが凸であるよう

な凸Fuzzy－Fuzzy関係の合成は結合的となる。すなわち凸Fuzzy－Fuzzy関係R，5，　Tについて

　　　　　　　　　　　　　　　　（RoS）oT　＝”　R＝　（Se　T）　（10）

が成立し，この念成の結果もまた，凸Fuzzy－Fuzzy開係となる。

　　特に，そのFuzzy　gradeが凸であり，かつ正規であるような，凸正規Fuzzy－Fuzzy　l莫1係R，

S，Tについては以ドの事が成．立する。

　　　　　　　　　（R弼）・丁需R・（s・　T），　ゴ。R鱗R。d＝R

ここで，」は，次の条件を満足するFuzzy－Fuzzy対角関係である。

　　　　　　　　　a）　ttd（v，　；v’）＝’1：：’：’：　1／！　一VtvGX

　　　　　　　　　b）　／xd（．x，　21）　＝L’e＝’：一　1／0　一Vx，　？yEX，　x￥？y

4．　Fuzzy－Fuzzy行列

〈11）

（12）

　　ここでは，Fuzzy－Fuzzy関係は，ある有限な個体の集合1一｛fi，12，…，／，、｝上の2項Fuzzy－

Fuzzy関係だけを考える。

　　有限集合1上の2項Fuzzy－Fuzzy関係Rの表現としてのFuzzy－Fuzzy行列・4繍M（R）を，

その（i，ゴ）要素カミμノ試ム，1ゴ）であるようts　lz次正方行列として定義する。

　　　　　　　　　　　　　　　A：＝　M（R）　＝‘’　［ptn（li．　l」）］　（13）

以下，簡単のために，普通の行列の様に，μ泥（zも1ゴ）盟砺ゴと轡く。

　　2っのπ次正方Fuzzy－Fuzzy行列をA篇レ妨］，　B一翫」とすれば，　AとBの行列積A・Bは，

次式で定義される。

　　　　　　　　　　　　　Cm＝　AeB　＝＝　［Cij一］　一［Y，　（aiknbk」・）］　（14）

行列積メ1・，Bは，　Fuzzy－Fuzzy行列A，　Bで表現されるZ上の2項Fuzzy－Fuzzy関係R，　Sの合

成s・R
　　　　　　　　　　　　　　八4（S。1～）＝一M（R）。A4（S）・＝〆1⑳．8　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）
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を表現している。3．で述べた様に，一般にFuzzy－Fuzzy関係の合成は結合的ではないのでその表

現としてのFuzzy一・Fuzzy行列の行列積も，一こ口は結合的ではない。しかし，凸Fuzzy－Fuzzy

関係については，関係の合成は結合的であるので，その表現としての凸Fuzzy－Fuzzy行列，すな

わち，すべての要素のFuzzy　gradeが凸性を：有するような行列について，その行列積も結合的で

ある。すなわち，凸Fuzzy－Fuzzy行列A，　B，　Cについて，

　　　　　　　　　　　　　　　　〈AoB）oC＝’　．il．”（B“C）　（！6）

が成立し，かつ，この行列積の結果もまた凸Fuzzy－Fuzzy行ダllとなる。

　　また，ノ上の2項Fuzzy－Fuzzy関係の対角関係」の表現行列をEとすれば，ノ上のπ次正

方正規凸Fuzzy－Fuzzy行列，すなわち，すべての要素のFuzzy　gradeが凸性と正規性を有する

ような行列の族は，行列積・の演算の下で，モノイドとなり，任意の正規1！il　Fuzzy－Fuzzy行列

A，B，　Cについて

　　　　　　　　　　　（AoB）eC　’一　Ae（BoC），　A”E　””’　Ee／’1　”一＝A　（17）

が成立し，かつ，この行列積の結果も正規【！．tl　Fuzzy－Fuzzy行　llとなる。最後に，正規凸Fuzzy－

Fuzzy行列に対して半順序関係≦5）を導入し，正規凸Fuzzy－Fuzzy行列について成立する，ある

性質について述べる。

　　正規勲Fuzzy－Fuzzy行b“IJ／A，　Bについて，半順序関係≦を，

　　　　　　　A≦Be「’‘妨≦砺foralli，ブぐ⇒αり∩ろ歪戸αuf・rall∫，ノ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（18＞
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぐ⇒・的U傷心才ゴfor　all～，ノ

で定義する。

　　π次正方正規凸Fuzzy－Fuzzy行列Aが，その対角要素α‘，が1－1／1という条件を満足する

とき，E≦Aとなり，この様な正規凸Fuzzy－Fuzzy／”’1：列ttlに対して，

　　　　　　　　　　　　E≦A≦∠42≦ノ13≦…　≦／一1”一1・＝一．4　7t謹…　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）

が成立する。ただし，A　ii　O　i，　Aの々個の行列積（群乗）を意味している。

5．結 論

　以下で，Fuzzy－Fuzzy関係と，　Fuzzy－Fuzzy行列に対する定式化とその代数的性質に関する

若干の考察を述べた。

　　Fuzzy－Fuzzy集合は，従来のFuzzy集合よりもさらに，人閥の思考過程等に，本質的に内在

するfuzzinessの，より自然な数学的定式化を与えるものである。その意味で本文中で議論され

たFuzzy－Fuzzy関係は，対象物問の関係に対する，人間の本質的に定性的な判断基準の，より自

然な数学的モデルを与えるものと考えられる。たとえば，その類似の度合が，基本約に人間の主

観的判断に依存するような問題に対するパターン認識，クラスタ分析等に適用する事が昌二陳ると

思われる。
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