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北海道大学二1こ学部研究報告

第80号（昭和51年）

Bulletin　of　the　1一”aculty　o．f　Engineering，

　　　’Hokkaido　University，　No．　80　（1976）

双線形因子分析モデル
・佐藤義治＊　　蓉ぢ　口　至商＊

　　（il了承150　ftl三12月　27　E．三1受口iD

BMnear　Factor　Analysis　Model

Yoshiharu　SA’，ro　IMichiak／i　KAwAGucm

　　　　　　（．Received　Decembe，r　27，　1．975）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　The　Factor　anal，ysis　has　been　carried　out　from　the　beginning　of　th．is　century　and

the　origine　of　this　analysis　is　the　two－factor　theory　which　was　set　forth　for　the　researche

of　menta1　facu｝ties　by　C．　Spearman　in　1904．

　　　Later　several　factor　models　are　proposed　by　various　psychologists　or　mathematicians，

for　example，　Centroid　method　by　L．　L．　Thurstone，　Principal　factor　model　by　1－1．　1－1’otelling

and　Radex　model　by　L．　Gattman　etc　are　available　in　the　literature．

　　　However，　in　traditional．　factor　analysis，　the　adopted　data　type　is　restricted　to　the

type　of　two　way　（or　rectangular　type）．　rl－hus　in　this　paper，　we　proposed　a　certain　’factor

analysis　model，　for　data　of　three　way　type，　namely，　the　values　of　several　variables　are

observed　from　individual　data　units　and　many　discerte　time　points．　And　we　have　pro－

posed　a　method　of　mathematical　analysis　for　our　factor　model．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．　序　　　論

　　　【颯子分析とは，その対象となるものが，いくつかの共通な1．フ“子からなる構造をもつものと考

えられるとき，その未知の因子を，対象から得られる．多変量のデータをもとに推定しようとする

ものである。ただし，その因子構造は従来の手法においては，線形であるものと．仮定する。すな

わち，各．変董銑について

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヲノア　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　諾冊Σ1．，．k．f＞：＋砺　（i一一一　！，　L？，　…，　i））　　　　　　　（1．）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　孟㍗．畦

なる線形関係を仮定する。このとき，ノ〃個のみを共通因子，ん，を1蓉仔負荷璽，さらにetを独自

因子（残差を含む）といい，（1）のことを1．判子分析モデルと呼ぶ。ここに右辺の騒：はすべて未知の

ものであり，これらを各変董の観測値をもとに推定する，，N個のサンプル

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乙じf1，．’x，2，…　，3）ねv　　　（i”’1，2，…　，」ρ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔2）

が得られているものとし，このサンプル．からなる行列をXで表わし，各変髄閥の相関1：：”i’列（．又は

分散共分散行列）をRとするとき，（1）なるモデルの．下においては，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R漏しLt十拶

　＊　　・岸至幸続数避匡二1：：〔学：第．．．一・竃孝腔観
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と書くことができる＊。ただし，Lはρ×？？しの因子負荷行列であ

り，Eは各etの分散を対角要素としてもつ対角行列である。因

子分析の基本的な考え方は，

　　　　　　　　　R＊避1～一」ワ濫LL！

なるR＊においては未知な量はその対角要素だけであるので，

それを適当に推定し，R＊を2つの行列の積LLノに分解する問

題として還元することができる。ただししに含まれるパラ

メータ〃t（因子数）を最小にするという条件を付加する。

　　従来の因子分析では，データ（2）の見方によって分析の技

法がつぎのように分類されている。すなわち，図！に示すよう
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図1　キャテルによる因子分析

　　の6つの技法

に分析のヌ環象と考えられる3つの要素に関して，何をこの分析の変量と考え，どの方向に関して

相関（共分散）を考えるかということである。従って，その見方により，O，　P，　Q，　R，　S，　Tとい

うそれぞれ6つの技法に分類されている。

　　本論文では，図！のようなデータに対して，これを全体的に見ることにする。すなわち（2）の

ようなタイプのデータは，図1の各平面上で考えているのであるが，ここではデータのタイプが

立体的に与えられているものとする。これに対し（1）に対応するモデルを仮定することにより分

析を行なうとするものである。

2．　データの基準化

　　ここでは次のように問題の設定を行なう。データは，何種類かの変量について，それぞれ何

個かの欄体と，さらにいくつかの時点（あるいは場所，環境等）でその値が観測されているものと

する。このとき，各変量闘の関係をもとに，その変量の値を説明する共通の困子を推定する。

　　そのために，各変量Xi（∫一1，2，…，M）について，　K個の個体とゐ個の時点で観測された

データ

　　　　　　　　　　Xw，　V2z，i，　一”，　jc，Tf／，i　〈k　“：’　1，　2，　…　，　K；　1＝，一　！，　2，　…　，　L）

が与えられているものとする。変量銑とXjを任意に選び，それらの関係（相関関係）を考える

揚合に，従来のように2つの観測ベク1・ルの関係としてとらえることはできない。すなわち，tl

と」を固定してもそれぞれん，1の2方向への1，Ll由度をもっている。従ってこのような量を扱う

ためには，ベクトル空間では扱えず，これを拡張したテンソル空闇の量として扱わなければなら

ない。

　　一・一一一方テンソル空間の理論において，その空間にメトリックを導入することが可能であること

が知られている1）。すなわち，任意のP，gに対して，テンソル空間研ダ（反変p次，共変g次の

テンソルの金体）における内積（inner　product）をつぎのように定義する。　wをσ鐸の要素とし，

t，t’をUG’の要急とする。このときこれらのテンソル積ω⑭ε⑭♂はび銘瑚1の要素と考えられ

る。このテンソルに対し，適当な2（ρ＋φ個の対に対して縮約を行なうことにより，あるスカ

ラーC（ω⑭姻のを得る。すなわち

　　　　　　　　　　　　　　　　（t，　t’）一　C（w　op　t　（2i）　t’）

なる写像は硯×σξ一遅《（実数体）への双線形写像である。　そこでωをある適当な基底b篇・｛π1，

　＊　このように表わすことのできる条件として，各因子は互いに独立であり，かつみは平均0，分散1，ttiの

　　分散は鷺であるということがモデル（1）に付加されているものとする。
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α2，…，　Un｝に関してその成分が

　　　　　　　　　　　　　　　　σヘゴ・…9噛9〃ポ・・9・凶）

なるものと考えると

　　　　　　　　　　c（ω⑭tXtノ）＝・一・　9’・j・…σ’・i・　gh，1“，…伽藍lll隻鴛彦’ll：鞠

と表わすことができる。ここに塗：：：鴛は基底bに関するtの成分であり〆についても同様であ

る。従ってこれにより孟と〆の内積を

　　　　　　　　　　　　　　　　（t，　t’〉欝。（ω⑭¢⑭f！〉

として定義する。bとして直交基底｛el，　e2，…，6π｝をとるとき，この内積は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　み　けル　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　み　　カド　　　　　　　　　　　　　　　　（t’・t’〉一、揖，’・’：一μ1：：：摺

となり，特にεニガのときには

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん　ん　　　　　　　　　　　　　　　　　¢，t）一Σ（tiiユ…零）2

となる。この量を川いて，テンソル’の大きさを

Etト｛（t，・t’）｝1！2

と定義し，これによってσ8にメトリックを導入することができる。

　　以上の考え方を背景として，各変壁ごとにデータの基準化を行ない，さらには2つの変量の

相関等を求める。変量銑に対し，その観測驚銑〃（ん一1，2，…，κ；1・・’・’1，2，…，L）からつぎのよう

な量を定義する。

　　　　　　　　　　　　　　　雌「と禽か〃

　　　　　　　　　　　　　　　亀〃一．翫・（コL’int一aじ～）

　　　　　　　　　　　　　　　鵬1一｛禽かず

これより，変量銑に関する基準化された量として，

　　　　　　　　　　　　　　　　’耀盟（・Vi／“1一∬わ／ii斜、｝

を用いることにする。以下本論文では，データはすべて基準化されているものとして議論する。

そのた8），生のデータ苅〃と区鋼するため，各変墨：をあ，その値を娠‘等によって表わす，，

　　　　　　　　　　　　　　　　　3．　因子分析モデル

　　因子分析の基本的な考え方は，序論にも述べたように，各変最に（1）なる線形関係を仮定する

ことである。従来の分析の対象となるデータのタイプに対しては，（1）のような単純な線形関係で

その分析が可能であったわけであるが，本論文で対象とするようなデータに対して，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　ti温Σliafと十ei
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a・t1

なる線形モデルにより得られる困子では，個体に依存する共通な因子と，時間に依存する共通な

因チの区別をすることは不可能であり，その意味を明確にすることはできない。従って，ここで

はその両者を区別して岡時に求め，さらにそれらの関係をも推定しようとするものである。その

ために，各変繋：に関しては
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　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　㌃論ΣΣb．i。2　92　yCi，，十e・i　　　　　　　　　　　（3）

　　　　　　　　　　　　　　　　ω＝12＝1

変量の値に関しては

　　　　　　　　　　　　　　　　　ジ　　つ　　　　　　　　　　　　　　　t’i〃＝ΣΣb，。λσ〃五沈＋ei．〃　　　　　　　　　　（4）
　　　　　　　　　　　　　　　　　ω；＝1？，＝”’　i

な双線形なモデルを仮定する。このモデルはその特殊な場合として（！）のモデルを含んでいるこ

と々凱，（3）を

　　　　　　　　　　　　　　　・β悉無幅）ゐ＋・・

と書き，ここで

　　　　　　　　　　　　　　　を　　　　　　　　　　　　　　　Σbi、，ノ29λ＝αエω　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

　　　　　　　　　　　　　　　k＝・1

とおくことに．より

　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　　　　　　　　　li　z：・：Σ（t　i．，e　fi、十et　　　　　　　　　　　　　　　（6）

　　　　　　　　　　　　　　　　iV．・1

として考えることができることから明らかである。ここで以下の解析のためにつぎのような仮定

をする。

　　　　　　　　　　（i）虚写一‘t聰1

　　　　　　　　　　（・・）・潜畢・〃ん・繍一・・

　　　　　　　　　　（iii）．た一毛ん一・・ナ苧・・戸・

　　　　　　　　　　（・・）．た一早締紘・・去多・漁紘

　　　　　　　　　　　　　　　　4．　解析方法

　　変量あとのとの相関関係をテンソルの内積を用いてつぎのように定義する。

　　　　　　　　　　　　　　～一．虚嬰励・

これに囚子分析モデル（4）を代入し，cy，ノ；eに関する仮定G），（ii），（iii），（iv）を川いると

　　　　　　　～一痘・罪｛習か鹸ん＋・婦｛ΣΣ∂ブ1、。σ、tノ；、　／；＋6ゴ蔽∫醒　　ン｝

　　　　　　　　一ΣΣゐ獄ろゴ。、λ　時ブ）
　　　　　　　　　　ω　　λ

　　　　　　　’・据一ΣΣ礁λ＋㍗ε
　　　　　　　　　　〔り　え

なる関係を得る。他方このモデルは，（5），（6）が同時に成り立つモデルと考えることができること

により

　　　　　　　　　　　婿習∂・煽晴響・…励
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　　　　　　　　　　　η・螺二七汁・，・号喫峯・翫汁尋…

と轡くことができる。そこで因子負荷貴砿2を決定するために，まず‘1・i、Vtを求める。すなわち

　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　∫・」・『π孕’・め’ド尋・1如…伽・

　　　　　　　　　　　　　siit　＝一　Z　（t2．，一一e　・vil

　　　　　　　　　　　　　　　　1’

　　　　　　　　　　　　　～皿τ亭3θ・

とおき，亀なるM×M行列をつぎσ）ように定義する。

　　　　　　　　　　　　ド☆躯ご・

さらにα耀からなるA4×f）行三列A，を

　　　　　　　　　　　ん⊥i懲；｝1｝1／

と表わすならば，問題は最小の♪で，・6　Siii一‘1．Tilを最大にするように行列筋を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　S，　＝一一：一　A，Al

と分解することとなるnここでは，これを｝1三因子法により解くことにする。すなわち

　　　　　　　　　　　　　　　　Σ恥z一ΣΣζ1多ωz
　　　　　　　　　　　　　　　　i　’i　o，
なる量（ここではSt／it一’vitを改8）てSii！とおくことにする）を条件

　　　　　　　　　　　　　　　　場z一Σ‘窺．，z‘り。，、　　　　　　　　　　　　（7）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（一j
ク）下で最大にするα，。zを求める。そのためにまずp＝1として，

　　　　　　　　　　　　　　　　W鵬Σ＝α彰1z
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　事
を（7）の一ドで最大にする（lil、を求y）る。従ってラグランジュの未定乗：数∫触を用いて

　　　　　　　　　　・び輝・転転夙恥が如一・・の

なるσに対して，‘τ配それぞれについて微分し，それらを0とおくと

　　　　　　　　　　一器・一・・1一苓μ凶1・一・樋・乳…・〃）

　　　　　　　　・　，‘？　U一一一一一・一　“＝’　一　Z　／t，・nai，，，　＝一＝　O　〈」’：’，　2，　“”，　ITLI　；　ft　＝一‘　2，　3，　’”，　／））

　　　　　　　　Ot’littt　lr

となる。これらをまとめてつぎのように轡く。

　　　　　　　　　　　　　　　（“）ltt　（t　jttt　we　Z　／1　‘，1・　clkg，t　i＝’O　〈8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lr

　＊　・Vbtvに関しては後述する。
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上式lc　aりuを乗じて，ブで和をとると

　　　　　　　　　　　　　　δ1，，Σζ弓u一ΣΣμゴゐα51〆z耀一〇
　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ　　　　　j　1．，

となり，さらに（8）の関係を早い，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　？Li　＝’＝：”　£　aFL・it

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　盛

とおくこと｝こ，より

　　　　　　　　　　　　　　　　（i　｝i，　7－i－Z　ak，，i　ttz，ii　＝’O　（9．）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ル

が得られる。（9）にα鋼を掛けてμで和をとり（7）を用いると

　　　　　　　　　　　　Σ5卿αゐ1一λ1‘り1♂一〇　（ブー1，2，…，ハ4）

　　　　　　　　　　　　A一

となり，これを行列を用いて表わすとつぎのようになる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Sl　am　21　all　＝　O

すなわち上式ぱ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Si－2i　r）　aii　＝一一〇　（10）

と書くことができ，第1因子負荷量α即は行YIJ　S，の最大の固有値に対応する固有ベク1・ルの定

数倍として求めることができる。その条件は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　21憲Σαう1z
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ

である。この第1因子負荷量αllに対して

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Sit　：：’：：’M　Si　ww　all　a｛1

なるSllについて，さらに

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W2　＝’：’：　Z　a；i21

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’i’

を条件（7）の下で最大にするα2欝（tt　・i2t）を求めそれを第2因子負荷量とする。その導出過程は第

1因子負荷量と同様であり（10）の形の固有方程式が得られ，α2zは行列Siの固有ベクトルである

ことが証明できるため，結局α2、はSiの2番目に大きい固有値に対応する圃有ベクトルの定数倍

として

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7L2　＝一＝’　IE］　a？／2i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’i

から求めることができ，以下同様にρ個の因子負荷量を求めることができる＊。

　　次にこのようにして求まるんに対し，（5）のモデル

　　　　　　　　　　　　　　　　　　a・i（ei　nt　Z　bi（eA　g2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a

を用いてbi（e2を求めるわけであるが，ここではωを固定して考えるため，‘1’t、．1が共通因子g〃で

完金に説明されるとは限らず，ωとZに関する独肉因子6ε。、が入ってくる。上式で考えていると

きには，この独自因子と共通因子の区Sljをしていないことになる。従ってこの意味において上式

をより正．確に

　　　　　　　　　　　　　　　　　a・io，i　＝’Zbi，，m　gai＋ei，．i　（11）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

と書くことにし，ei，，，1に対して，つぎのような仮定をする。

　＊　実際に何個まで囚子を求めるかということに関しては，文献（2），（3）を参照されたい。
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　　　　　　　　　　（i）ナ・多鰍…　加・レ・・

　　　　　　　　　　（ii）．加勲一・・一掬耐語・

この仮定の下で（11）を用いて

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　妬rジ耳・Mμ

とおくと

　　　　　　　　　一読一献（Σ畠ωλ（1λ‘＋et、。置2）（苓婦伽＋・の

　　　　　　　　　　　＝＝’　：’　：　bif，abjes2

　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　ぐ，εω一Σ房。λ＋でご，．

　　　　　　　　　　　　2
を得る。ここでC、，なる行列を

　　　　　　α⊥幅跳llH憾1

とし，（ムごωz）よりなる行列をB，eとし

　　　　　　…匠☆烈

で表わすことにより問題はC，e　ig　Bt、の積

。ω篇瓦戸B、1

9，7

に分解することに還元される。このBCt，を求めるためには，　A、を求めた方法と同様に：主因子法に

より

　　　　　　　　　　　　　　　　　（C，．一21）　b，．　＝w　O

なる固有方程式の悶：郁il〔（大きさの順にとる）に対応する固有ベクトルの定数倍として求めるこ

とができる。このようにして求めたB，，，（ω一1，2，…，p）の成分によリ

　　　　　　　　　　　　　　　　ブεゴ扁ΣΣbi，．2bゴ。え
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t，）　a
　　　　　　　　　　　　　　　　rii一ΣΣ房ω汁♂
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o，　2

なる関係式を満たすことがわかる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　5．　結　　　論

　　以上の解析方法により，一子分析の対象となる3つの要素，すなわち，変量（テスの，個体，

時澗（あるいは場所，環境等）を同時に分析を行なうことが可能となるのである。従来の手法で

は，これら3つの要素からそれぞれ2つずつ取り出して分析を行なっていることになる。そのと

き，例えば，変搬と個休の関係すなわちR技法により分析を行なう際にもし変貴の僖が時間に依

存している場合に，求まる因子には時間の因子が含まれてくるのであるが，それを知ることはで
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きない。ここで述べた」三法によりそのような場合の考察が可能である。すなわち双線形なモデル

（3）においてf］”を個体に依存する共通な因手，g2を時間に依存する共通な因子とするとき，　fLあ

るいはg2のいずれかを圃定したときの他の負荷量を見ることによって，それぞれの因子パターン

を解釈をすることに意味があるのである。ここでは3つの要素を周時に分析を行なう理論的な根

拠を示しただけであるので，この分析の計算実験，あるいは実際の応用については次の機会に述

べることとしたい。
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