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北海道大学工学部研究報告

節80号　（ll召禾l151孟1こ）

Bulletin　of　the　Faculty　of　J？．．ngineering，

　　Hokkaido　Univergity，　No．　80　（1976）

非対称応力場に関する二・三の注意

新保　　勝＊　河口至商；1：

　G召禾05G｛｛三12月　27　日転退経〉

A　Note　on　Asymmetric　Stress　Fields

Masaru　SHiMBo　and　Michiaki　KAwAGucHi

　　　（Received　December　27，　1975）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Absもract

　　It　has　been　pointed　out　in　a　geometrical　formulation　of　asymmetric　features　ln　plas－

ticity　by　one　of　the　present　authors　that　volumetric　strain　gradient　may　be　entailed　by

asymmetric　stress．　ln　this　paper，　a　few　remarl〈s　are　supplemented　to　this　with　special

regard　to　the　distortion　of　a　sliding　plane　in　an　asymmetric　stress　field．

　　　　　　　　　　　　　　　　1．　まえがき

　　物体を構成する粒子をぬりつぶして連続体と考える立場で変形を考えるとき，Euclid空間に

対応する一定の位相と計量を持つ連続体からのずれは塑性的な不完全性を表わす1＞。従って，こ

の不完全な連続体は局所的にはEuclid空閥である非Euclid空間に対応する。故に，一般の変形

は非Riemalln幾何学における擬率で代表される非Euclid的li蔦性と曲率で代表される非Euclid

的属性とを含んでいる。物理的実体としては前者が転億に，後者が転傾（clisclination）に該当

する。

　　物質要素に微視的な…．ド限があるような粒状変形体についても同様に考えることができる。こ

の場合には，各要素は変位に基く回転とは独立な回転の自由度を持つために，応力や歪は概念を

拡張して一般的に非対称量として扱う必要がある。著者の…人は以前，上記の幾何学的塑性論の

枠内で非対称諸最を把握することを試み，応力の反対称部と体積変形の間に成立する一つの関係

式を得た2）。本論文では，この関係式の意味する幾何学像から導かれる一つの帰結を補足すると

共に，非対称描象の若干の物理的解釈について述べる。

　　　　　　　　　　　　　　　　2．　非対称描象

　　物質が三次元空間内に占める点燈（西！，2，3）を物質点と称する。変形状態にある物質内の

撹乱を荷うのは物質要素4がである。この要素を物質から切取って無応力，無歪のいわゆる自

然状態3）においたものを（4翻’（iノ・・1，2，3）とする。dxt’の代りに（4翻’と書くのはこれらの要素

間の関係
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　　　　　　（dx）‘’　一　（o“’Y＋　c一　S！）　dx　i’　（1）

が必ずしも全微分の形にならないためである悩1）・　dxl↑

ただし，繰返し指標に関しては総和規約を採用し，

δ1’はKroneckerのデルタ，ε｝’は変形テンソルで

物卵の1ｬ∵お　（、）Li
は一般に指標∫，」に関して非対称である。以一ド，

簡単のためにε1’は微小量として扱う。
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　　物質要素の長さは自然状態における要素がEuclid的に実現可倉Eであるとして

　　　　　　　　　　　　　　　　　452謹伽4：が4：が　　　　　　　　　　　　　　（3）

と表わせる。ただし

　　　　　　　　　　　　　　　　　9・i，j＝δゴf÷2ε（ゴの　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

は計量テンソル，ε（ゴの一（εゴ汁εij）／2は通常の歪の定義である。三面がなければ伽は砺となり，

式（3）はEuclid的計量となる。

　　式（4）から明らかなように，変形テンソルSjtの反対称部分は計量的欠陥には無朕1係である。

この部分の寄与は次のような意味を持つ。通常の点連続体における応力の対称性は微小物質要素

のモーメントの釣合から導かれる。しかし，粒状変形体におけるように有限な下限を持つ要素を

考えるならば，この要素は並進のみならず，回転の自由度を持ち，応力の対称性はもはや保証さ

れない。　このように物質の温点に方向が付随したと考えられる連続体をCosserat連続イ本と称す

る4）。式（4）の変形テンソルは傍えば

　　　　　　　　　s（　）Li）　＝’＝：”　6（　o’　ui），　c一　r」il　”　6［j　L（・　i，］　一i一　（o　」一t　（6t　o・　’＝’　’tttt”」　’）　〈5）
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図2

とおくことができる。ただし，♂は変位，ωゴピ

ー・（v・idは変位に基く回転∂［声‘r（∂ゴz‘一∂izb」）／2に独

立な回転である。図2に図式的に一一次元の例で

∂［ゴ朔とω戸の関係を示す5）。

　　変形状態における接続関係は自然状態における

Euclid空問の平行性を基準に導入する。式（1）の変

換に際しては

　　　　　　1コゐ4〆一δ1’4εシ

となり，接続係数1㌔㌧は一般に4ガの関数であ

る。特に，変形物質から切出した要素の方向が固定されていれば

　　　　　　　　　　　　　　　ズ▼姻一δぼん∫マゐ一∂ゐεゴ，

であり3），涙率は式（5）を用いて

　　　　　　　　　　　　　　　＆ゴ戸ノマ［切乞畿∂〔んω」］’　　　　　　　　　　　　（6）

となる。また，曲率は零となるから，式（4）を計量テンソルに持つ空間ぱ遠隔平行性空闊である。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　3．　体積変形

　　物質が等方的であるとして，応力びかの反対称部分と回転（Ojiの間に摩擦法期

　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ［ゴ‘貨〆1ωガ　　　　　　　　　　　（7）

を仮定する6）。ただし，且は物質定数である。式（6）から

　　　　　　　　　　　　・・’，・　・・・・…炉．身晦（∂ゴーδゴゐ∂、，）　　　　　　（8）

を得る。　式（8）はテンソル方程式ではないが，微小な擬乱を扱う限り，他の座標系でも同様の関

係カミ1戎二立二つ。　）覧（7），（8）カtSら

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Si：一一2蓋一∂ゴσ［ゴ・］　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

を得る。すなわち，ベクトル3iを零にしな
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ・嗣，防1　　　dfi3いような非対称応力の場が存在する，，

　　ベクトルS，：の物理的意味は次のごとき

ものである。例えば，∫篇！に対しては

　　　，．S，　L＝一　Sii2－1一　Si｛3　：・＝：・・一　一Si　i2－Sbi3

の成分以外は零である。5謬一一磁2は：1／・：S刺i

にそって平行な刃状転位で，Burgersベクト

ルの向きはx2軸方向である。

dfi？

Slセ2df了2

　x2
、〆Lズ

x

　　図3

et3S． ノd31

1’sib3dfi3

　　　　　　　　　　　　　他方で5i色3一一5ボは筆軸方向にそい，　Burgersベクトルの向き

ぱが軸方向である（図3）7）。この事実はゴ軸にそってSiに比例する勾配をもって異物質が分布

していることを示す。いいかえると，物質密度の変化を体積変化とみなせば，Siはが方向の体

積歪の場所的な変化に関与することになる。故に，前節の結果は，応力の反対称部の不連続性に

より体積歪に変化が生ずることを意味する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　4．　勢断すべり面

　　式（9＞は非対称な勇断ル亡；力と体積歪の関係を与えるものであるから，これに該当する具体例は

非対称な一下応力，すなわち

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t」［ji：J　：kE　e　，

が生ずるような現象の中から選ぶ必要がある。例えば，式（9＞で涯1に対しては

　　　　　　　　　　　　　　　Si　一‘　’Lt／／’gi”　（62ai2i］＋630［：ti］）　（！o）

であり，これは〆方向へのσ閻の勾配とが方向　　X2

へのσ［311の勾配の和がxl方向への体積歪をもたら

すことを意味している。

　　また，このような勇断応力の非対称性は図式的

に図4に示すように互をこすべり合う粒の層が分離さ

れる面で生ずると考えられる。これはすべり面と平

行な面（〆一COIlst．）」二で相接する粒状体は抵抗なく

回転するとすれば，すべり謝に」伽白二な方向（ゴ篇

COIIst．）の勇断応力は…一一般には零でなくなり，非対’

　　　（プ21≠0

一儀eXD）、d，，。。ズ

　　　図4
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称応力

　　　　　　　　　　（J21　；a　12

が生ずると考えられる。このとき，＆の存在はすべり

面の上部と下部で過密になったり，過疎になったりし，

ひいてぱすべり面上の各点でこの有様が変化することを

意味する。この過密あるいは過疎の量は不規則と考えら

れるから，元来すべり面から等距離にある面は変形後不

規則に変化するものと予想される8）。

　　この状況はすべり面に垂直方向の勇断応力の反対称

X2

制

一　　　　一　　　　一　　　　一　　　　　一　　　　一

一～梅評2・lx1）　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　｝　　　　　　　　　　　　1

I　　X
1

11111し＿＿
　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　一

図5

1

4

部によく知られたJanssenの公式を適用することで理解されよう。簡単のために重力を無視すれ

ば，すべり面の上半部および一ド半部に対してそれぞれ

　　　　　　　　　　　　　　一｛譲冨〉灘・　　　（・・）

とおける。ここで，αは任意の正定数で，！（xl）はがの任意な関数である（図5）。更に，σL311の

分布は一定であると仮定すると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　630［31］　＝一　O

であり，σ［31］の分布は体積歪に寄与しない。式（！0），Ql）から

　　　　　　　　　　　　一標溜

式（12）でx2・・Oとおけば，直ちに

　　　　　　　　　　　　　Si（xi，　o）』一　cOf（x1）および

（．・v2　｝1　（））

（x2，〈．．O）

‘び（x1）

〈12）

すなわち，体積歪の不均衡が出る。明らかに，すべり面の上半部と下半部で異符号であることか

ら，ここで得られるすべり面はゆがみを生じていることがわかる。

　　今，二次元粒状変形体の内部で

　　　　　　　　　　　　∬』0　およびxi　＝＝　const．¢置1，2，3＞

で囲まれた領域を考える。ただし，x3方向の変形は考えず，ゴ方向の境界面は拘束されている

ものとする。x2；O面をすべり面とし，この面の両側に勢断応力が働き，その分布は式（11）で与

えられるとする。　L記の結果から，応力の非対称性により，〆一〇のすべり面にゆがみを生じ，
．xlCが方向が拘束されていることから，この部分の体積変化はが方向の長さの伸縮に現れる。

x2　＝・　const．噸付近の歪は従って

　　　　　　　　　　　　　　　　1，Ff　Si　（x’i，　x2）　dx2＋｛　〈O）　〈！3）

で計算される。ただし，Hはすべり面から〆ronst，面までの距離であり，　CJ（0）は灘2－0付近

における歪である。このような例はおそらく土質力学9）や地震学10＞・11）においてその応用を見出し

得るように思われる。後者の場合には（13）で表わされる量は地球表面における変位の変動率を

与えることになる。
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