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Convective　lnstability　in　a　Perous　Medium

　　　　　　　　　　　　　Heated　Frem　Below

Nobuhiro　SEKIi一‘一，　Shoiehiro　FuKusAKo“‘’：一　and　Makoto　TANAKA£‘“

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Receivecl　IMarch　3／，　19．　76）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstraet

　　　An　analytl．cal　inyestiga£ion　is　carried　out　to　determine　the　conditions　marking　the

OnSet　Of　free　convect．ion　in　a　horizontal　porous　layer．　Consjderation　is　given　to　a　va．rietY

Of　thermal　boundary　conditions　at　the　surfaces　which　bounded　the　porous　layer・　The

thermai　conditions　adopted　are　related　to　the　coRvective－radiative　exchanges　at　the

Surfaces　which．　include　a　fixed　temperature　and　a　fixed　heat　fiux　as　a　special　case・　lt　iS

demonstrated　that　the　Rayleigh　number　marking　the　onset　of　free　convection　is　the

greatest　for　the　bouRdary　cond；tion　of　fixed　temperature　and　decreases　monotonousl．y　cftS

the　condition　of　fixed　heat　fiux　is　approached．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1。　　1簸troducもio】匪

　　　　The　problem　of　the　onset　of　free　convecti．on　in　a　horizon．tai．　porous　layer　has

been．　t．he　subject　of　extensive　study，　both　anai．ytical．ly　and　experimenta！ly．　Th．e

theoretical．　and　experimental　studies　of　the　onset　of　free　convection　i．n　a　porous

medi．um　were　made　at　an　early　date　by　Horton　and　Rogersi＞　in　connection　with

the　distribution　of　NaCi　in　subterranean　sand　layers．　Lapwood：’）　treated　a　similar

problem　analytically　in　a　more　precise　manner　and　established　the　criterion　for
the　onset　of　free　coRvection　1．n　such　a　layer，　which．　was　later　confi，rmed　experi－

mentally　by　Katto　and　Masuoka”）．

　　　　In　the　aforementioned　analyti．cal　studies，　thermal　boundary　conditioRs　applied

at　the　upper　and　the　iower　surfaces　of　the　porous　iayer　are　based　on　the　suppo－

sition　t’hat　these　surfaces　are　iR　contact　with　materials　of　infiRite　thermal　conduc－

tiyity　and　heat　capac．ity．　ln　such　a　model，　it　foilows　that　the　temperatures　at

the　surfaces　are　not　perturbed　even　if　the　quiescent　state　breaks　down．

　　　　CoRsideration　of　actual　physical　situat．ions　｝eads　to　the　fact　that　the　heretofore

standard　thermal　condition　of　fixed　temperature　at　the　surfaces　of　the　porous
layer　may　be　too　restr．lcti．ve．　For　example，　when　th．e　upper　sur．face　i．s　free，　there

will　be　a　heat　exchange　between　the　free　surface　aRd　the　environment．　ln　this

case，　i．f　the　heat　transfer　coeMcjent　between　the　surface　and　the　environment　is

finite，　the　surface　temperature　wili　easily　be　perturbed　when　the　quiescent　state

breaks　down．　Moreover，　if　the　laeatj．ng　at　the　lower　surface　i．s　accompiished　by

passing　an　eiectric　current　through　a　thin　metallic　foil，　the　boundary　conditioR

at　the　lower　surface　may　be　more　ciose　to　a　fixed　heat　fiux　rather　than　a　fixed

temperature．
　　　The　purpose　of　the　present　study　is　to　pred．ict　analyt．ically　the　onset　of　free

convect．ion　for　a　broad　range　of　therma1　boundary　conditioRs　which　may　be　actu－
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ally　of　importance．

2．　Analysis

　　　Considera£ion　is　given　to　a　horizontal　porous　medium　bounded　above　and

below　by　plain　surfaces　through　which　heat　may　fiow　1．nto　or　out　of　the　porous

medium．　The　physical　situation　to　be　analyzed　here　is　depicted　schematically　in

Fig．　1．　The　horizontal，　extension　of　the　porous　medium　ls　sufTicieRtly　great　so

that　edge　effects　may　be　neglected．　lf　the　temperature　within　the　porous　medium

were　increased　monotonously　£rom　the　lower　slde　under　a　rest－state　condition，

then　lighter　fluid　would　always　be　above　heavier　fiuid　in　the　porous　medium　and

there　would　be　stat．ic　equilibrium　without　motion．　The　existence　of　such　a　state

can　be　investigated　by　finding　the　conditions　under　which　a　giveR　temperature
dl，stribution　is　stable　eyen　1．f　a　smail　disturbance　is　present．
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　　　　　　　　　　Fig．　1　Schematic　diagram　of　the　physical　problem　ancl　co－ordinate　system

　　　The　thickness　of　the　porous　medium　wiil　be　represented　by　H，　with．　2　measur－

i．ng　d．istance　vertically　upward：　2＝＝O　corresponds　to　the　lower　surface　of　the

porous　medium　and　2＝＝H　corresponds　to　the　upper　surface．　The　co－ordiRates
axes　x　and　y　lie　in　a　horizontal　plane．　Under　a　rest－state　quiescent　condit．ion，

the　temperature　and　the　pressure　distributions　i．n　the　porous　medium　can　be　con－

sidered　to　depend　only　on　2，　as　yielding

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Trs＝Ti－O“z　（1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　物一一・・1（・＋β・・）　　　　　（・）

in　which　T　denotes　temperature，　o“　the　temperature　gradient，　g　the　accerelation

velocity，　，o　the　density　and　B　the　coeffic．ient　of　thermal　expaRsion．　The　suflix　1

indicates　a　value　at　the　lower　surface　of　the　porous　medium．

　　　To　study　the　condit．ions　under　which　the　rest－sta£e　1．s　ufistable，　small　dis－

turbances　are　superposed　oR　the　rest－state　temperature，　velocity，　and　pressure

fields．　ln　general，　the　disturbances　will　depeRd　on　a’il　of　three　co－ordinates　and

time，　so　that　the　resultant　quantities　（rest－state　plus　disturbance）　wiil　have　a

simiiar　dependability．　Correspondingiy，

　　　　　　　　　　T（x，y，z，の尋》、（の＋T＊（x，y，2，の，　P（x，　y，z，の＝P，・、（z＞＋カ’k（x，y，2，　t）　　（3a＞
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　　　　　　　　　　　　　　　♂‘＝u＊（x，夕，之，の，　　o篇ρ＊（x，．y，客，の，　　1．v　＝：t．v＊（スf，夕，ぼ，の　　　　　　　　　　　（3b）

where　u，　v，　and　zv　are　vel．ocity　components　corresponding　to　x，　y，　and　2　respective－

ly；　t　is　time，　and　P　is　static　preSsure．　The　quantities　T“i‘’，　u；一’：’，　v£’：’　and　zv£’‘’　are

taken　to　be　suMcientiy　small　so　that　thel．r　squares　and　products　be　negi．igible．

　　　It　is　well　known　that　the　actual　fiow　in　a　porous　medium　can　be　replaced　by

a　hypothetical　uniform　fiow　of　the　same　gross　rate　on　an　assumpti．on　of　the　space

being　homogeneous．　For　this　fiow　the　expressl．on　of　resistance　di．ffers　from　that

£or　normal　fluid　flow，　and　instead　of　shearing　stress　proportionai　to　the　velocity

gradient，　Darcy’s　law　can　be　applied．　The　equations　expressing　continuity，　motion

and　energy　may　now　be　written　and　the　foi7egoing　perturbations　are　introduced．
Carrying　out　manipu’iat．ions　similar　to　those　of　LapwoodL’），　it　is　poss．i．ble　to　elimi－

nate　all　perturbat．1．ons　except　T”’f“　and　the　governing　equati．on　is　gl．ven　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（懐旧）蕩一…）・・T・一・・β・量丁・　　　　（・）

in　which．　k　is　the　permeabllity　of　the　porous　medium，　ig　the　thermal　di．ffusivity

and　f71］　the　two－dimensi．onal．　Laplace　operator　（a2／a．・c2十6L’／a　yL’）．

　　　Let　introduce　t．he　non－dimensional　quantiti．es　（e，　za　O＝（x，　y，　2）／ff，　（？＝＝T；Y一／

（T、一δ∬），and　dimensi．onless　time　scaleτ＝・t／（、σ2／り。　In　order　to　show　th．e　region

of　interest　in　the　present　study，　oBe　consi．ders　the　following　geRerai　foriitTt　of

distu，rbance

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ＝θ（ζ）6聯）｛11（αξξ十αηη〉十φτ〉　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

where　ag　and　．a，　are　wave　numbe．rs　in　the　g一　and　v－d．irections，　respectively．　Substi－

tutioR　of　Eq．　（5）　into　Eq．　（4）　yields

　　　　　　　　　　　　　　　　［（D2－a2）＋Z・7／・：．　pip一一）　（D2一（t2）］［（D2－a2）一ip］O＝　iS－！－2　a21eaO　（6）

where　Z）＝∂／∂ζ「，．■・・レ／α1十誘，　Pr　＝＝　y／κ　and　Ra　＝＝　gδβff”／（りん）　which　is　a．Rayleigh．

numbei：．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3．　BouRdary　conditions

　　　For　the　impermeable　boundar．ies　appl．ied　at　the　upper　and　the　lower　surfaces

of　the　porous　medium，　one　has

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（D2－a2）｛9　＝＝O　（7）

Sparrow　et　aL‘｝　extens．ively　studied　the　effect　of　the　thermal　boundary　condi．tions

oR　t，hermal　instability　in　a　laorizontal　normal　fiuid　layer，　hence　a　detailed　in－

terpretation　regarding　their　mani．pulations　is　not　repeated．　here．　According　to

Sparrow　et　al．4），　the　general　therma｝　boundary　condition　at　the　surface　can　be

written　in　the　fo“owing　form

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　De十BiA　＝O　（8）

where　Biww－evZ－T／R　．in　which　cr　is　the　heat　transfer　coefficient　and．　R　thermai　con－

ductivity．

　　　　　　　　　　　　　　　　　4．　Solution　of　the　perturbatioR　equatioR

　　　Solution　of　Eq．　（6）　must　be　subjected　to　the　boundary　conditions　of　Eqs．　（7）

and　（8）．　A　numerical　technique　developed　originall．y　by　Sparrow　et　al．：D　was

adopted．　lt　has　been　shown　by　Peliew　and　SouthwelY’）　that　the　threshoid　of

instability　is　marked　by　4）＝O．　A　general　soiution　of　Eq．　（6）　with　（P＝＝O　can　be
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constructed　in　the　form

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ミう　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ（ζ）＝Σ瓦F（の（ζ）and　Fω（ζ〉＝・　：｝傷）ζn　　　　　　　　　（9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘篇。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π一〇

where　X，・is　arbltrary　and　the　series　coel箔cient　yF戟Aのobeys　the　following　re．current

relationship　for　n≧4
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝／葺）＝（1／n　T．〉｛∬1（17，一一2）！｝／轟iL）　，，一l12（11－4）！｝／∬之4｝　　　　　　　　　　　　　　　　　（！0）

whereノノ1＝2σ2　and∬L，＝a4一（k／H2）ごz2Rz．　In　add量tion，　Y6のto　Yli）are　specified　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　yli＞＝ゴ〃i　（0≦11≦3）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11＞

wherein　A。i＝lfor　77　・i　and」πガ鵠O　forフ¢＝i．

　　　The　constants　Xo，　X，，＿，　X，　which　appear　in　the　solution　forθ　are　to　be

determined　by　using　the　boundary　conditi．ons．　Substi．tution　of　Eq．（9）into　Eqs．（7）

and（8）yields　four隻inear　algebra1c　equations　for　Xe，　X，，　X，　and　X；s．　The　solution．

of　such　an　algebraic　system　is　possib互e　on夏y　if　the　determi簸ant　of　the　coefhcients

of　X，，　vanishes．　The　va正ue　of　the　detemi．nant　depends　upon　four　parameters；wave

number　a，　Biot　number　Bi，　consta搬ん／、研a君d　Rayleigh　number　Ra。　Now　suppose

that々／H2　and　Bi　be　constant．　Then，　for　every　wave　number　a　which　one　might

se豆ect，　there　can　be　found　a　Ray重eigh　nurnber　that　causes　the　determinant　of　the

coef登cients　to　be　zero．　　Numerical　computations　to　find　the　aforementioned

Rayleigh　number　are　carried　out　with　the　aid　of　FACOM　230－75　Digital．　Computer

at　the　Computer　Center　of　Hokkai．do　University．

5．　Results　and　discussions

　　　Lapwood2）　derived　the　criterion　for　the　onset　of　free　convection　in　the　porous

medium　under　the　conditions　that　velocity　at　the　upper　and　the　lower　bounding

surfaces　vanishes　and　the　temperature　at　those　surfaces　can　be　fixed，　yielding

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　卸一…

where　Rayleigh　number　Ra＝＝　gBH3AT／（vnv）　and　3　is　the　cubicai　expansion　coeMcient

of　fiuid，　and　H　the　thickness　of　porous　medium，　AT　the　temperature　difference

between　the　two　bounding　surfaces，　and　v　the　kinematic　viscosity．

　　　In　Figs．　2　and　3　the　neutral　stabi．lity　curves　are　drawn　for　different　values　of

Biot　number　under　the　condition　of　a　fixed　temperature　or　a　fixed　heat　flux　at

the　lower　surface　in　the　form　of　（k／U2）Ra　vs．　a．　lt　can　be　clearly　noted　from

these　figures　that　the　tendency　remains　unaltered　by　increasing　the　Biot　number

since　the　shapes　of　the　neutral　stability　curves　are　almost　identical　except　for　the

case　of　Bi＝O　in　which　the　lower　surface　is　at　a　fixed　heat　flux．　As　will　be

seen　in　Figs．　2　and　3，　it　is　found　that　for　a　particular　wave　number　a，　the

corresponding　modified　Rayleigh　number　（k／H2）Ra　has　a　value　which　is　smaller

than　that　for　any　other　wave　number　a．　Correspondingly，　foi一　each　Biot　number，

there　is　a　minimum　modified　Rayleigh　number　which　permits　a　solution　of　the

perturbation　equation．　Below　this　modified　Rayleigh　number　for　each　Biot　number，

a　solution　for　the　perturbation　equation　cannot　be　fouRd　and　this　indicates　that

the　quiescent　state　may　be　stable．　The　thus　determined　minimum　Rayleigh
number　corresponds　to　the　criterion　for　the　onset　of　free　convectioR　in　the　porous

medium．

　　　The　rnodified　Rayleigh　numbers　marking　the　onset　of　free　convection　are

presented　graphicaliy　in　figure　4．　The　solid　curve　in　this　figure　provides
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Fig．　4　Results　for　the　Ray｝eigh　number　marking　the　onset　of　’free　convection

Critical　Raylei．gh　numbers　for　the　Table　2　Critical　Rayleis，h　numbers　for　the

case　of　fixed　temperature　at　iower　case　of　fixecl　heat　flux　at　iower
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　　撒　Corresponds　to丘xed　surface　temperature　　　　弼←　Corresponds　to丘xed　surface　telnperature

information　for　the　case　in　which　th．e　l．ower　surface　is　kept　at　a§．xed£emperature

and　is　referred　to　on　the　right－hand　ordinate　sca至e，　while　the　dashed　curve　is　for

the　case　in　whl．ch　the　lower　surface　is　kept　at　a　fixed　h．eat　flux　and　圭s　referred

to　on　the　left－hand　ordinate　scale．　The　horizontal　llnes　adjacent　to　each　extrem量ty

of　the　curve　indicate　the　critical　Rayleigh．　numbers　for　the　limitl．ng　cases　of
a’ff／λ一一＞O　and　α1∫／λ→○○．

　　　Aparallel　presentation　of　the　calculated　resul．ts　is　made　in　table　l　and　2，

wherein　are　also　listed　the　a　values　corresponding　to　the　critica正Rayleigh　numbers．

1．2．020

12．746

13．294

14，361

16．024

18．85！

22．0／5

24．855

26，227

26．820

27．100
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The　cases　designated　by　aLI／R：＝　O　and　a・lll／A’　＝＝　co　correspond　to　fixed　heat　fiux　and

to§．xed　tempera加re　at　the　up．per　surface，　respectivel．y．

　　　　Firom　an　inspection　of　figure　4，　it　can　be　seen　that　the　critical　Ray｝．eigh

number　increases　monotonously　with　increasing　Bi．　Thus，　the　most　stabie　situ－

ation　corresponds　to　a　fixed　surface　temperature．　The　critical　Rayleiglt　number

is　most　sensitiye　to　Biot　number　in　a　range　of　Bi＝1．0・一vlO．O．　The　foregoing

remarks　can　be　applied　regardiess　of　whether　the　lower　sur£ace　is　kept　at　a　fixed

temperature　or　at　a　fixed　heat　fiux．　However，　th，ere　is　a　marked　difference
between　the　numerical　values　of　the　crit．icai　Raylei．gh　number　for　these　two　cases．

The　critical　Ray｝eigh　numbers　for　the　lower　surface　at　a　fi．xed　ternperature　ex－

ceed　those　for　the　lower　surface　at　a　fixed　heat　flux　by　about　12，　thi’s　difference

being　approximately　uniform　for　Bi　ranging　from　O．5　to　oo．

　　　It　is　of　interest　to　inquire　how　the　present　calculated　results　compai：e　with

those　of　other　invest．igators．　Oniy　two　of　the　entries　in　tables　1　and　2　can　be

specially　compared．　For　the　case　of　a　fixed　temperature　at　both　boundaries，
LapwoodL’）　found　a　critical　Raylefgh　number　of　47vL，　while　tlt．at　of　the　present

calculated　resu．lt　is　39．478．　On　the　other　hand，　for　the　case　of　a　fixed　heat　flux

at　both　boundaries，　Nieldfi＞　pointed　out　a　critical　Rayi．elgli　number　of　12，　whiie

that　of　the　present　one　is　12．020．　The　agreement　between　the　pyevious　investi－

gators’　results　and　the　present　ones　．is　thus　seen　to　be　excellent．

1）

2）

3）

4）

5）

6）
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