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有限長雨断面棒における応力パルスの伝播
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Stress　Pulse　Propagation　in　a　Finite　Length　Bar

　　　　　　　　　with　a　Variable　Cross　Section

Masashi　1）AiMARvyA，　ILIiroinasa　lsHIKAwA　and　Kin一．iclii　1－IA’rA

　　　　　　　　　　　　　　　（Received　INt！arch　31，　1976）

Abstract

　　　The　present　paper　is　concerned　with　the　propagation　of　a　longituclinal　stress　pulse　in　a

finite　length　bar　with　a　continuously　variable　cross　section．　The　one－dimensional　theory　of

elasticity　is　used　in　formulating　the　equation　of　motion　under　the　assumption　that　the　bar　is

thin，　has　smal｝　changes　of　its　cross　section　and　the　wave　length　is　sufficiently　long　compared

with　the　｝ateral　dimensions　of　the　bar．　The　solution　is　obtained　by　the　application　of　the

Lapace　transform．　As　example，　with　regard　to　a　truncated　cone，　numerical　results　such　as

the　timedependence　of　strains　for　different　stations　along　the　bar　and　strains　as　a　function

of　distances　for　various　values　of　time　are　presented．　A　series　of　pulse　propagation　experi－

ments　on　the　truncatecl　cones　was　also　performed　to　examine　the　validity　of　the　present

analytical　result．　A　comparison　o’f　the　results　showecl　g．　oocl　t．igreements　between　the　experi－

niental　ineasLireinents　and　the　theoretical　calculations．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．　緒　　　　　言

　一様断面を蒋する棒状物体の場Aには，縦衝撃荷重に伴う応力波伝播に関する研究は数多くな

されているが，断面が軸方向に変化する漸変型．二半に陰1するものは少なく，特に有限長棒に関す

る報告は非常に少ないようであるQT．Tsui．Dは二つのパラメータで決められる断爾積を摘三つ有

限．長変断酒棒を伝播する応力波を仮想仕事の原灘1に基づいて解析している。同様な解析報告が

H．D．　Fisher2）によって玉髄計箕：例を．含めて行なわれているQさらに断爾積がより一般的に表わ

される場合についてはG．．H．　Handelman3）によって1漿動法を用いて解析されている。また実験

報告もV．H．　Kennerらによって中実円錐4），中空円錐5）の場合ξこついてそれぞれ行なわれてい

るが他端よりの反射波まで．含めて理論値との比絞はなされていないQそこで著者らは先の報告6）

において2個のパラメータによって表わされる変断面棒がその一端に一定速度傷撃を受ける場合

をラプラス変換．法を胴いて解析し，反射波を含めて理論値と実験値との比較を行ななつたQ

　　本報では前報と岡様な方法で，漸変断面を有する有限畏棒における黛1在正弦状の応力パルスの伝

播挙動を解析した。一例として歓頭ド1錐棒の場合に関して数値計算を行ないひずみ波の伝播波形

ならびに数，1‘1工の位二．置における時i精y変動を求めた。　またこれ．らに1対応：する1タ竃膨ミを2種類の塗歳夏貞円＄三

一：t @槻：ll二学第＝：響二科，塑性方旧二空静講座



22　　　　　　　　　　　　　　　　台丸谷政志・石川博将・秦　謹一一　　　　　　　　　　　　　　　　2

棒について行った。半正弦状の応カパルスは鋼球を衝突させることによって得た。このようにし

て戯頭門錐棒の数点の位置においてひずみ波の時胴変動を測定し，理論僚との比較を行なった。

　　　　　　　　　　　　　　　　2．理論解析

　著者らの先の報告6）と同様に，軸に沿って変化する断面積A（X）は次式で与えられるとする。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　鋼一Ae（xlt／）」t　　　　　　　α〉

ただし，Aeはx＝：ptlにおける断所i積であり，その他の記yチならびに座標はFig．1に示すQ

　式（1））i／　di次元理論に基づく運動方程式に代入すれば次式が得られる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　灘・膿一毒誰　　　　　　　（2）

ここで，zcはx方向変位，　Ceは縦弾性波の伝播速度で，　c。＝（E／ρ）1／2，　Eは縦弾性係数ρは密

度である。

　初期：条件（u）t。。e＝⑫＞t一。＝0を考慮し，次式の無次元変数を導入して

　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ一毒一％　　　　　（・）

式（2）のラプラス変換を行ない，v・＝　一（n＋1＞／2の置換を行なえば次式が得られる。

　　　推（ξ…伽暴（e－v－ifi）　um　（pL’　＋　（tt＋e－1）2］（ξ一一i・・）…，・・（e，・P）一下ξ・・）e－PTd・（・）

式（4）の一般解は次式のように得られる。

　　　　　　　　　　　　　zZ（ξ，　P）＝ξv＋1｛Cilv＋、（ξP）＋C2」Kv＋、（ξカ）｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

ここで，C，，　C2は積分定数，ム＋、，　K・　｛一、はそれぞれ（P＋！）次の第一，第二種の変形Bessel関数

である。したがってラプラス七三問におけるひずみ波ならびに応力波の一般解が次式のように得

られる。

　　　　　　　　　　　　　灘に灘ム（ξP）　一t一　C，K，（ξP）｝　｝　（・）

　次に変断面棒の一端に半正弦状の応力パルスが入射し他端は自由であると仮定すれぽ境界条件

は次式のように与えられる。

　　　　　　　　　（g／／；）．．，，，，．，．lgesi”’，，’s’r’　10，；x，i5’‘e），　ef／）．一，，．，，，，，一〇　（7）

式（7）を式（3）の無次元変数で表わし，ラプラス変換すれば

　　　　　　　　　　　㈹、一一1＝・6西陣（・＋emrol））・㈱，。、一・　　　（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　トーゴ騨，e

　　　　　　　　　　　　x＝o
　　　　　　　　　　　　＿＿暑潔坊一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ＝入

　　　　　　　　　　　　　Fig．　1　Bar　with　variabie　cross　section
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ここで，εo，t｛〕は定数であり，εG＝Ltlεe，ズ＝1＋1／μ，τo　・c。to／Ptl，　a　＝　rt／τe

式（6），（8＞より積分定数Cl，　C2が求められ，像空關におけるひずみが次式のように得られる。

　　　　　　　　　　　Ω㌢L孕・論糊・ξ・・論・溜・一　　　（・〉

ここで，

　　　　　　　　　　　　　　f（6，　P）一／．　（g“P）　K．　（2P）一　K，　（g”’　p）　L，　（2p）　（le）

　ラプラス逆変換積分を行なうため式（9）の第！項を

　　　　　　　　　　　　　　　　　書1一％鼻チi鰯　　　　　　　（11＞

と置いて逆変換を行ない，後に変時定理に基づいて式（9）の逆変換解を求める。式（ll）の特異

点はが＋α2＝0ならびに〆（1，p）　・Oを満足するカで次式で表される1位の極である。

　　　　　　　　　　　　　　P＝　＝t　ia，　P＝　：L　21a）j（／’＝1，　2，　3，　一．）　（IL，）

ここで，（D．iは次式を満足する第」番目の正根である。

　　　　　　　　　　　　　　　fv（e」．i）Yv（2a）」）一Jrv（Za）」）｝’”v（coj）＝O　（13）

ここで，／，，Yvはそれぞれン次のBessel関数，　Neumann関数である。

　式（11）のラプラス逆変換積分はJor（lanの補助定理より閉路積分に遣換えられ，式（12）で．与

えられる極の回りの留数計算に帰．着する。

　　　　　　　響L2繍『ξ・＋論fll：．多i－ef）Tdp

　　　　　　　　　　＝＝　6v・・［…｛幽舟劣｝P．。。・葭…脇・糊し、。、］（・4）

　式（！4）第！項の置数計算の結果は次式のように得られる。

　　　　　　　　…｛…愈＿丞ξ・カ！，・・P2＋α2ノ’（！，カ〉｝、一。一擁輝鴇二擁；嬬）…（・・〉　（・5）

また第2項は

　　　R・・｛二二1：蹴。。吻㍉凱・

　　　　・偏砺ジ恥、）二調紹鷲編織瓠。ゐ＝、（噺のド・・（…）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈，16）

したがって，式（14）～（16）より式（11）の逆変換解が次式のように得られる。

　　　　　響一ξ・＋鷺窃！…（・・）

　　　　　　　　　謝麟。激論論離乳ll。，画）・・聯）（・〉ξ一！）α7）

ただし，

　　　　　　　　　　　　み㌧（ωノ，λωノ）＝ノ，（ξωノ）yン（RCOj）一yン（ξωノ）ノン（λω．，＞

　　　　　　　　　　　G。（ωノ，λωブ）＝ゐ（ωゴ）Y。一i（2a）j＞一ILv－i（ωノ）γ取・oノ）

　最後に，式（9），（！7＞より図画定理を用いればひずみ波に関する解が次式4）ように得られる。

喝ぎτLξ・・擁窃！［…（・・断）・・…姻）｝H（司

一・ξ…
?論・碗φ1痴1鰍～ゆ、）［…＠iτ聞・…｛妨（・一T・〉｝H（・一Te＞］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（18）
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ここで，ぞ＝τ一（ξ一1），H㈲はHeavisideのステップ関数。

　式（1）は任意定数μ，πの値の適嘉な組合せによって種々の断面形状を表現することができ

る。μ，πおよび変断面棒の両端の半径re，　rlの関係は式（！）より次式のように表わされる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ一て砿嬉1　　　　　（！9）

　中実で軸対称な変i麹繭i棒を考えればμ＞O，71＝2とき裁頭円錐棒となる。この特別な場合は

ソ瀧一3／2となり半整数次のBessel関係式を用いれば式（18），（13）は次式となる。

　　　画一ξ一・（商気留二詔端艇翻謂二認

　　　　　　×　［sin　（aT）　H（i）　＋　sin｛a（r　一　T，）　｝H（f一　T，）］

　　　　　　　　…ξ一編＝綴織チ㌫座面縞1面隠1勉繭

　　　　　　　　　　×［sin（ωノτ）H（ぞ）十sin｛ωゴ（τ一τ｛〕）｝∬（ぞ一τの］　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20）

このときωノは次式を満足する第ブ番Hの正根であるQ

　　　　　　　　　　　　　　　　・・n｛（・一1）・・ト（1謂　　　　（21）

3．　実 験

　裁頭円錐棒に関して実験を行ない理論値との比較を行なった。細いピアノ線で水平につるした

町頭円錐棒の棒端に，同様にピアノ線でつるして振子とした鋼球を衝突させて実験を行なった。

試験棒は鋼でFig．2に示す寸法の異なる2種類を用いた。甲唄の①～④は測定位置でおのおの

半導体ひずみゲージ（共和電業社製KSP－2－E4＞が寄文寸志に4枚ずつ接着されている。これらを

ホイートストンブリッジ回路を通して直接シンクロスコープ（岩崎通信機社製SS－5100）に接続

しひずみ波の時間変動を測定した。半正弦状の応力パルスは鋼球を棒端に衝突させることによっ

て発生させた。このような方法によって得られる応力パルスは式（7＞でほぼ近似され得ることが

知られ℃・砲嫉験において耀かめられてい・・春前た金1圃球離径・，1吉，・雪・・チの

3種類でこれらを約1m／secの速度で棒端の中心に衝突させることによって各々パルス幡toが約

100，130，！60μsecすなわち波長Aがおよそ52，68，83　cmの半正弦状の応力パルスが得られ

た。　したがって本実験においては最大半径rtと波長Aの比は。．015＜rilA〈o，04の範囲で

ある。

　Fig．3（a）～（c）にひずみ波の測定例を示す。載頭円錐棒Aに直径1インチの鋼球を衝突させ

た場舎でγ1μ換038のときである。図中の①～④はFig、2のゲージ位置におけるひずみ波の

時間変動であり，ほぼ波頭が2往復する時闘範囲である。

　Fig．4（a）はFig．3（a＞～（c）に得られた測定結果を整奨｝iした図である。

Steet　BaU

＠一〉＃5

ワ50

15・¥150十5・士L’・士150

Tda
　　　g，，．，．／，．g．（i］）　＠一一’IIIJ“一“llii

　　　　　Bar　A：　do　＝10　dQ　＝40　（　iL　＝1／3　）　　　　〈
　　　　　Ba　r　B　：　de　＝10　da　＝　25　（　lt　”2／3　）

Fig’．　2　Specimen　dimension　and　observation　stations
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　Fig．　5　Propagation　of　strain　pulset　in　the　bar　A　for　two　incident　pulses

　　　　　（a）　Wave－length　te＝50　x，tsec　ancl　（1））　te＝，100　ftsec
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　Fig．4（b）はFig，4（a）に対応する理ll命値を示した図でce＝52（）O　m／sec，　tc，　・　IOO　／ises（した

がってτo　＝2．08）の値を胴いた場合であるQ一・方は横慣姓等を！ミ！T；視した一次元理論よりの計策結

果であり，他方，実験的には入力パルスは正確な半蕉弦形で二よないにもかかわらずFig．4（a），（b）

の各々対応するひずみ波形は良く似た結果となっている。他の鋼球と戯頭「匠．1錐棒の糾合せによっ

て得られた結果もFig．3（a＞，（b）の対応関係にほぼ近いものであった。

　Flg．5に各時・刻におけるひずみの・伝播波形を（a＞にパノレス幅ち漏50μsec（b）にto＝ユ00μsec

の場合について示すQただし，式（20），（21）よりの計算：結果で棒Aに祁当するμ罵／／3の場合

である。時刻μτ＝1のとき衡撃端より入射した応力パルスの波頭は他端に到達しそこで反射さ

れてμτ＝2で衝繋端に戻る。波頭の2往復する時間域までの波形を示した。縦軸の数値の一は

／」：三縮波を十は引張り波を表わし各波形に拳1’いている矢印ぱ波頭の進行ソ∫向を示すQパルス幅の違

いによって伝播波形は異なるが，いずれも伝播波形後部に逆符号の部分を伴うことがわかる。た

とえば0＜μτ〈1では入射波は純粋に圧縮波であるにもかかわらず後部に引張波を伴ってい

る。これはテーパ面からの連続的反身Rこよる結果であり一・様断面棒の場合1こ．は見られ叛い現象で

あるQこのことはFig．3（a）～（c＞σ）実験から観察される。
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4．結 言

　漸変断面を有する有限長捧を伝播する応力パルスの挙動を一次元弾性理論に2潔ついてラプラス

変換法を粥いて解析した。一例として載頭円錐棒の場合について数値計算を行ないひずみ波の時

出陵動ならびにその伝播波形を示した。また対応する実験をぞ貿よい計算値との比較を行なった。

実験を。．0！5＜ri／A＜o．04かっバ＜1の条件下で行なった結果，応力パルスの伝播に伴う分散

はほとんど認められずまた横慣性等による影響も大きくは現わオ．しず，実験値と計算催〔はかなり良

く一致し，得られた解析結果の有効性が確認された。

　最後に実験に協力して戴いた当時学生であった三三閲正氏，真田寿美夫氏に感；題1の意を表すQ
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