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北海道大学工学部研究報告

第82号（昭和51年〉

Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering，

　　Hokkaido　University，　No．　82　（1976＞

等軸対称ポテンシャル内割四面体分子の束縛回転

井上和彦＊坂本幸夫＊
　（昭和51年6月30H受理）

Hindered　Rotation　of　Tetrahedral　Molecule　in　the

　　　　　Potential　with　Cubic　Symmetry

Kazuhiko　INouE　Yukio　SAKAMoTo
　　　（Received　June　30，　1976）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstraet

　　The　eigenvalues　and　eigenfunctions　on　the　hindered　rotations　of　tetrahedral　molecule＄

in　the　molecular　crysta！s　with　cubic　symmetries　are　necessary　to　analyse　the　Reutron

inelastic　scattering　data．　ln　the　case　of　fourth　order　potential　the　eigenvalues　and　eigen－

functions　have　were　ca！culated　for　a　wide　range　of　potential　barrier　height．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．　序　　　言

　　分子の一部分あるいは金体の回転を低エネルギー中性子散乱を用いて調べることができる。

中性子散乱スペクトルの解析には回転運動の固有エネルギーと波動函数の情報が必要である。N

回回転対称束縛ポテンシャル内の1次元こま分子の回転は比較的容易に取り扱うことができ，ア

ンモニウムイオンやメチル基の内部回転の研究に応用されている1’“7）。ところが，回転束縛ポテ

ンシャル内の球こま分子の取り扱いはかなり複雑である。この問題はすでにK圭ngによって点群

の手法を用いて解かれているが8），パラメーターの範照に制限があり，また計舞機容量の制限の

ために膨大な計算時間を要している。中性子散乱スペクトルの解析を行なうためには，多数の

ケースについて固有値とベクトルを短時間で計算しなければならない。そこで，4次の回転束縛

ポテンシャルの場合について，行列要素の対称性を利用して基底固有函数群を簡約し，さらに縮

重の性質を利用して，極めて短時間で計算できるようにした。本論文では，この方法の概要と広

い範囲の束縛の強さに対する固有値を示す

　　　　　　　　　　　2．　Schr6dinger方程式とポテンシャル函数

　　等軸対称ポテンシャル内の正四面体球こま分子のSchr6dinger方程式と回転束縛ポテンシ

ャルは，

　　　　　　　　　　　　　　　　H？lf　（cvpr）＝E？lf　（crpr）　O）

　　　　　　　　　　　　　　　　H＝一　H，十V（aM）　’　（2）
聯・）一器｛一聯・）一》妾瞬β・ゆ』（・β・）

＊　原子工学科放射線源工学講座



120 井上和彦・坂本幸夫 2

　　　　　　　　　　　　　＋DS・（・β・）＋D㌔（・β・）］一音［D轟（・β・）

　　　　　　　　　　　　　＋D4－4，（crPr）＋D44－4（crPr）＋D4－4－4（crPr）j＋…）

　　　　　　　　　　　＝一IS’L　w（cypr）　（3）

である。　ここで，HとEは全ハミルトニァンと固有値，　H。は自由刑こまのハミルトニアン，

V（αβr）は等軸対称ポテンシャル，αβγはEuler角であり，（3）式では最低次の項のみが示してあ

る。D㍍（αβγ）は回転マトリックスである9）。

　　自由球こまのSchr6dinger：方程式と固有函数・固有値は，

　　　　　　　　　　　　　橘ψゴ1、賜（αβγ）　：εゴ仰。ψゴ1伽（αβγ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

　　　　　　　　　　　　　ψ加（・β・）＝＝（窒）1／2D転一（・β・）　　　（・）

　　　　　　　　　　　　　εゴ，脱瓢Bブ（ブ十1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

であり9），固有状態は3個の量子数ブμ規で表わされる。ここで，Bは回転定数であり，射影量子

数μとmはそれぞれ1μ14」，］”z1∠」である。　したがって，ブ番目の状態は（2ブ十1）2に縮重して

いる。

　　　　　　　　　　　　　　　3．　固有函数展開による解法

　　（1＞式の波動函数を（5）式の園有函数で展開する。

　　　　　　　　　　　　　T（αβ7）一ΣΣΣαゴ，吻ψゴ、吻（αβγ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ　tt　m

この展開式を（1）式に代入して，ψ事’、、・。、rを掛けて全Euler角について積分すると次式が得ら

れる。

　　　　　　　　　s」一　t，i　tmta」t，t．，　一t一　X　E　Z　ad，，m　〈y’pt’m’i　Yljum＞　＝　Ea」t，，　，・，．，　（8）

　　　　　　　　　　　　　　　　」’　tt　m

（6）式を代入し，λ富EIB，　p・・　Vo／2Bとおけば，（8）式は次のようになる。

　　　　　　　　　レ（ノ十1）一・］鰍旧習鰯・〈／〆吻・1初〉一・　　（・）

　　適当な上限のブの値を選んで，各ブに対する（9）式を連立した式の係数から永年方程式が得

られる。原理的にはこれを解けばよいわけであるが，各ブに対する縮重が（2ブ＋1）2であるから，

このままでは必要な固有函数の個数が膨大となる。

　　　　　　　　　　　　　　　4．　基底固有函数群の簡約

　　（3）式は全体で実函数で全対称であるが，各項は複素函数で構成されている。また回転マト

リックスも複素函数であるから，回転マトリックスを基底とするポテンシャルの表現行列は一般

にはエルミート行列であるが，この場合には回転マトリックスの実数部の全対称性と虚数部の反

対称性のために，各項の行列は実対称行列である。この行列要素の各項は次式で与えられる。

　＜ノμノ7πノ回ブμ班＞

　　　　9／（itt，一＋Frll　）i／2（一6，，，，　6mm，　C（」’4」7　；　一pt，　O）C（猷噸・）

　　　　V妾1娠’C（猷一Ft7・）｛・…，m’C（二一・）÷・m－4，m’C（猷一鵬・）｝
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＋・…嚇・一m）・）｛・・…，・’C（ブ4ノノ；一μ，一4）＋6・・一・，1・粥・一F…）｝］

一撃［・・・・・・・…C（猷一・）伽，・’C（猷一・t）・）］

・［・一’C（」’igv　；　一m，　一4）＋帰…・C（猷一・司｝

ここで，C（ブ1ブ2ゐ；・17zl、’17z2）はClebsch－Gordan係数9）である。

　　ポテンシャル函数はα一γ空間で2重の4回回転対称性を有している。

と2πの代わりに，κとσおよびkとSを導入する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ft　xx　4k’十〇

　　　　　　　　　　　　　　　　　　m＝4k十s

ここで，κと々は零を含む正負の整数であり，

る。新しい量子数を用いると（10）式の各項は次式で表わされる。

　＜7Y，ノ〆σノ，　k／s’II）乳，4π（αβγ）1ブ，κび，　ks＞

　　　一儲議一

この式からσとSの値の組み合せに応じて，

されzることカミわかる。

（10）
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そこで射影量子数μ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）

σとsはそれぞ2■　O，士1および2を取るものとす

） 1／2

　6t－v，＝’　（Sk－n，k’　6aa，　O“ss，　C（］’4」7　；　一4fu’一a，　4v）　C（」’4y’　；　一4k－s，　4n） （13）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ポテンシャルの表現行列は16組の部分行列に簡約

　　　　　　　　　　この場合のVの表現行列の要素は（10）式からわかるように実数である。

この事は，Vが全対称函数であって，回転マトリックスの実数部分が偶函数で，虚数部分が害函

数であるためである。この16組への分類の条件式は次のようになる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　にノ　　　　（・4）

この2つの条件は独立であり，またσとsの偶奇はμと17zの偶奇を決定する。

　　ポテンシャルが全対称函数であることから，実函数回転マトリックスを定義すると，そのパ

リティに応じて4つの部分行列に簡約される。さらに，射影量子数〆とμおよび’ln・tとmの間

にそれぞれ次の条件が充されなけれぽ，Vをはさむ積分が零になることがわかる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　μt一μ＝｛禺数　　　　　　　　　　　　　　　　　｛
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　7jzt一ノノτ＝偶i数

積分が零にならないこの条件を，個々の〆，μ，77Z’，・lnの偶奇性で区：励して考えると，この条件で

基底固有函数は4つの函数群に簡約される。しかし，前者と後者の簡約の条件はだぶっていると

ころがあるために，結局実函数固有函数群を8つの部分に分割できる。なお，射影量子数が全：て

偶の場合にはさらに4つの部分群に分割できる。

5．　計算結果

　　以上で，固有函数展開法による計算を助けるために，基底固有函数群を部分群に簡約する方

法を述べた。100行100列の対称行列の固有値を求める電子計算機サブルーチンを利用すると，

この方法では」≦；9まで含めた計算が楽にできる。

　　16組の部分群に分割された固有状態は，合計6組に縮重している。この縮重の条件を表1に

示す。この縮重の証明は簡単であり次式が成り立つことより容易にわかる。

　　　　　　　　　　　　　　〈〆〆ク捌τレμノη〉・・〈ブノクフ〆μり司ブη3μ〉　　　　　　　　　　（16）

　　　　　　　　〈」ノμノ刀〆｝ηレμ規〉＝＝〈」’，一〆，ノπり訓ブμ規〉　　（ただしσノ＝±1）　　　　（17）
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表1　縮重するσと∫の組合せ

ケ　一　ス
（o”）　s）

a

b

c

d

e

f

（o，　o）

（O，　！）

（O，　2）

〈1，　1）

（1，　．？．〉

（2，　9．）

（　O，　一1）

（　L，　0）

（　1，　一1）

〈一1，　．P．）

（　1，　O）

〈一1，　1）

（　2，　1）

（一1，　O）

（一1，　一1）

（　2，　一！）

　　」が9以下，pの範囲が0～200までの結果を図1に示す。　基底状態はpが大きくなると24

本がほとんど完全に縮重している。これはポテンシャル最小の谷が8個あり，この1つの谷に対

して正四面体の況位が3個対応するためである。第！組の励起状態は72本がほぼ縮重している

が，／）がさらに大きくなると縮重は解ける。第2組の励起状態はひろいバンドを形成している。
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