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三次相関係数とそれによる数量化

新保　　勝＊　佐藤義治＊

山ノ井高洋＊　河口至商＊

　　Gi召矛051舟守6Jl　30　H受上馬）

Correlation　Coedicient　for　Three　Variables　and　the

　　　Quantification　of　Categorical　Data　Thereby

Masaru　SHiMBo　Yoshiharu　SATo
［［”akahiro　YAMANol　Michiaki　KAwAGucm

　　　　　　（Received　J’une　30，　19．　76）

Abstract

　　A　three　dimensional　correlation　coeficient　was　newly　defined　in　this　paper　to　repre－

sent　the　degree　of　the　linearity　in　the　distribution　of　three　dimensional　data．　lt　is

different　from　that　of　the　moment　of　third　order　defined　elsewhere，　which　may　represent

the　degree　of　their　inclination，　lt　follows　an　extension　of　the　quantification　theory　III，

in　multivariate　analysis　proposed　by　C．　Hayashi，　which　is　original｝y　restricted　to　two

dimensional　categorical　data，　to　three（li皿ensional　ones　with　an　example，　where　the

correlation　coecacient　plays　an　important　role．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L　緒　　　言

　　多変量解析には，カテゴリカルなデータを分類・整理する手法として，クラスター分析，数

1塗1：化埋論等がある。特に，後者に含まれる数錨：化理論第III　l籔1）は，いわゆる2－WAYのカテゴ

リカルなデータに対して数：量化を行なうもので，数量化の基準としては，相関係数が重要な役割

を演ずる。

　　近年，蕉つの観点（個体，属性，時間等）から観測されたデータ，いわゆる3－WAYデータの

解析の必要【生から，数量化理論第III類の3－WAYデータへの適用が問題となってきている。従

来提案されていた，三次元の場合の相関係数の定義2＞を基に，3－WAYデータの数量化が提案さ

れた3）。しかし，この相関係数は，二次元の場合の形式的な拡張であり，3－WAYデータの分類

に用いるには必ずしも妥当なものとは思われない。

　　本論文では，相関係数をデータ間の漁：線性を表わす尺度とみなし，新たに，三次相関係数の

定義を与える。また，これを用いて3－WAY離散データの数量化を行ない，数量化理論第III類

の三次元への拡張を試みる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．　三次相関係数の定義

　二次元における相関は，二変韻：のデータ閥の線形性の度合の多寡を意味する。いま，座標系
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ig　t，？／として，一つの直線の方程式を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　雀コー一駕二財・　　　　　　　（2－1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　71x　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll？／

で与える。ただし，te，雪はデータの平均値，　ltx，砺は直線の方向余弦である。線形性の響胴は，

データの直線の式（2－！）へのあてはめによって得られる。これによって，tyのxへの回帰直線

として，

　　　　　　　　　　　　　　　　〃一雪一ρ。ガ血（ユ）一譲）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2－2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a：c

を得る。ただし，dO。？Xは相関係数，．σ。，％はそれぞれ，　x，　tJの標準偏差である。したがって，式

（2－1）から，二次元の場合の直線へのあてはめには，比n．y／iz。の値が意味のある量となり，式（2－2）

から，データが与えられたときにそれを保証するものは，ρ。ガσシ侮，なる量である。あるいは，

偏一％一1に標準化されたデータに対しては，相関係数働が唯一の意味のある量となる。

　　同様のことは，三次元の場合についても言えよう。この場合には，座標系をX，2Y，　k一とし，

2，〃。をkTの平均値，方向余弦とすれば，直線の方程式は

　　　　　　　　　　　　　　　　煮二．璽一一．．一．鴛＝＝劃一一．量鷺斜、

　　　　　　　　　　　　　　　　nx　n．，1　n．
であり，この直線関係を表わす意味のある量は，方向余弦妬，一IZ？、，　IZ。の任意の二つの比である。

それ故，三次元における直線性の推定には

　　　　　　　　　　　　　　　　σ〃　　　　　　σぼ　　　　　　σx
　　　　　　　　　　　　　　　PX？1　t’　，　，O？／．，　一：一一：一一，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iO＝X一一
　　　　　　　　　　　　　　　　ax　’　’一　a？／　’　’　u2

あるいは，隔繭砺端σ。置！ど標準化したデータに対しては，任意の二つの変量間の相関係数

　　　　　　　　　　　　　　　　　Px．7／，　iOyz，　KJ2．r

が意味のある量となる。

　　そこで，三変量の相関係数を表現する最として，これらの三個の二次相関係数の関数

　　　　　　　　　　　　　　　f＝’“”f（Axy）　iO？！：，　K’：．x）　（2nv3）

を考えてみる。式（2－3）で，2；const．面を考えるなら

　　　　　　　　　　　　　　　ノ識！（ρ、c，y，　O，0）

となる。ただし，座標軸に平行にデータが並ぶ場合には，相関は0としてある。同様に，十一

const．面，Ψ一const．面を考えると，

　　　　　　　　　　　　　　　ノ’瓢ノ’（0，　tOyr，　0）

　　　　　　　　　　　　　　　！嘉ノ「（0，0，iOz：c）

となる。それゆえ，ρ、，〃，K）？y：，　JO：Xに関して高次の項を無視すれば，関数！は

　　　　　　　　　　　　　　　’f　＝＝le、　P。，、＋亀ρ“汁ん3ρ。。

の形になる。ただし，k，，た2，島は定数である。座標軸間の対称性を考慮し，また，，fの最：大値を

！となるように基準化すれば，

　　　　　　　　　　　　　　／一を（1・・？1＋・鯵煽・陳　　　　c2－4＞

を一つ4）相関を表現する量と見なせるであろう。我々はこの値をρ、曜と表わし，三次相関係数と

呼ぶことにする。簡単な計算から，ρ耀、は
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　一”il”　一く＝　iOx？y＝　＄　1

の闇にあることがわかる。また，ρ、邸置・0としては，三次元的に無病関な笏合と，座標平面上で無

相関な揚・命が考えられることになる。

　　　　　　　　　　　　　3・　三次相関係数の幾何学的解釈

　　相関係数は，以．i．iで述べたように，データが痕線上に分布している度合を示すものである。

したがって，平均0，分散1に標準化したデータを三三三次光空剃の点として考えるならば，相関係

数は，原点を通り，方向比（1〃佃3，！／s／’3’，1〃．3．）のi虹線と，データの各点とのずれを示すもので

もある。各様（V・i，Zli，劾から，こク）直線Lへ垂線を下した距離の二乗の総和をUとすれぽ，幾

何学的関係から，σは

　　　　　　　　　　　　　σ輝｛蜘1睦吋轄・＞1一一　）　　（3一・）

で与えられる。ここで，各回漏：は標準化してあるから，Σ媛＝ΣΨ蕃＝Σ瑠罵1の関係が成り立つ

ことを考慮すれぽ，式（3－1）は

　　　　　　　　　　　　　鵬2｛・一壱犀（謬f差脚？Ji　；7i十悪‘ユ；’i）｝

となる。それゆえ，σは

　　　　　　　　　　　　　　　　　i
　　　　　　　　　　　　　IθX？1：≡輝（鰍＋脳＋耀’）　　　　　（3－2）

なる量に依存するものであり，この量をもってどの程度データに直線性があるかを計ることがで

きる。このことから，式（2－4），あるいは式（3－2）で定義した侮．は三次の相関を表わしている

ことがわかる。

　　　　　　　　　　　　　4．3－WAY離散データの数璽化

　　3－WAY離散デー一一タ（カテゴリカルデータ）の三方向の要凶をそれぞれ，　X蟷｛Xl，　x2，……，

婦，Y一｛IJI，？12，……，彩、，，｝，　Z一偏，　x2，……，　x，、．｝と表わす。このとき，　Xについて，たとえば，

銑，V」を固定したときの（IY，匂面0）パターンが互いに類似しているものには互いに近い実数値を

与え，他と比べて類似していないもの同志には互いに離れた実数値を割り当てる。Y，　Zについ

ても岡様である。このように，それぞれの要因に実数値を割り当てる乎法が数量化といわれてい

るものである。以下では，X，　y，　Zを同時に数鍛化する際の基準として，式（2－4）で与えた三次

相関係数を規いる。

　　いま，要因閥の同時確率ヵfゴル；2．｛X一門，Y一駒，　Z一樹は既知とすると，式（2－4）は

　　　　　　　　　　　隊一青韓孝酬隅÷叫÷・鱗）　　　（4一・）

と表わせる。ここに

　　　　　　　　　　　　i　nt，　　　　x一Σ」fρ，一　　1；i

　　　　　　　で一一 o易・71翻・・郷’

　　　　　　　フゐ
　　　　　翫一ΣA。ゐ翫
　　　　　　　1：’ZVI．一　＝’＝‘”　’｝’

｛≒ρ一厩《か・・闘）γ

　　　　　駒一Σ♪．ゴ。駒

　　　　　　　ゴ
”「塑∵ジ零隔ア｝ぎ’
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　　　　　　　　　　フノゐ　だ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ピ　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ど　のど　

　　　　　　　2bi．．＝ΣΣ　Pi　2x’，　　P．　2・・：ΣΣ汐雛，　　1・．．R，＝＝Σ：Zl　Pidi，

　　　　　　　　　　ゴ　ん　　　　　　　　　　　　　　②　ん　　　　　　　　　　　　　　盛　ゴ

である。

　　したがって，X，　Y，　Zの数量化は，式（4－1＞を最大にするように，・tCi，　V」，’w　L・を決定する問

題に帰着するので，2－WAY離散データに対する林の数量化理論HI類と同様である。以下，各

変量が標準化されているとして
　　　　　　　　　ご　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノゐ
　　　　　　　　　Σ／＞‘一ε‘量一1，　　Σρ．ゴ．鴫一1，　　ΣP一んτ礁一1
　　　　　　　　　ゼ　　　　　　　　　　　　　ゴ　　　　　　　　　　　　　　冷

の条件の下で，ρ。“。を最大にするようなZt，’v，　wを定める。そのた凝）には，　Lagrangeの未定乗

数λ1，λ2，λ3を用いて，

　　　　　　　　　　　　ぽ　　　ツこ
　　　　　　プ（u，v，’w）一ΣΣΣρ研（z‘ρゴ÷’t・ゴLlv・z；÷WK・　Ui）

　　　　　　　　　　　　乞　ゴ　ん
　　　　　　　　　　　　　　　　l　　　　　　　　　　　　　　Olb　　　　　　　　　　　　　　？b
　　　　　　　　　　　　＋λ1（1一　Zl　Pi．．z‘舞）＋え2（1一ΣP．ゴ．てノ多）十λ3（1一Σ1》．．たτ婦）

　　　　　　　　　　　　　　　　乞　　　　　　　　　　　ゴ　　　　　　　　　　　　κ，

とし，これをz‘i一で偏微分し，0とおくと，

　　　　　　　　　　　慨惑星か・幽一・砿・砺一・

となる。この式の両辺に銘．を乗じてブで和をとり，整理すると，

　　　　　　　　　　　　　　ピ　　　　　　　　　　　　　ご　クゐ
　　　　　　　　　　　2え1＝ΣΣPi」．　Ui　wd＋　ZlΣPi．kWkUi
　　　　　　　　　　　　　　i　ゴ　　　　　　　　　t　L・

を得る。汐，τθに関しても同様に

　　　　　　　　　　　　　　ご　　ゐ　　　　　　　　　　　　りる　フむ
　　　　　　　　　　　2λ2漏ΣΣ　Piゴ．　Ui　wゴ十ΣΣP．ゴlt　’vゴWlc

　　　　　　　　　　　　　　多　ゴ　　　　　　　　ゴ　ん

　　　　　　　　　　　　　　クアむ　れ　　　　　　　　　　　　　　　フゐ　　ご
　　　　　　　　　　　223冨ΣΣ♪ツ圃ゴτv　L・十Σ；EI］　Pi　・　x，　wi，　tt・i

　　　　　　　　　　　　　　ゴ　ん　　　　　　　　　　ん　②

が得られる。これらの関係より，

　　　　　　　　　　　　　　　ヨ　ゆ
　　　　　　　　　　　3　Pxy，　。＝ΣΣ蛮ゴ．Ui　’vj十2λ3

　　　　　　　　　　　　　　　乞　ゴ

となり，ρ潔を最大にする砺，恥，四ゐを求めるには，上式の

　　　　　　　　　　　　　　ご　　
　　　　　　　　　　　ρ，仰≡ΣΣ《ゴ．％‘賜
　　　　　　　　　　　　　　乞　ゴ

値をもつ条件，

　　　　　　　　　　　一如一・・　同一・

より，

　　　　　　　　　　　｛ll∵∴∵

　　　　　　　　　　　　琶

なる関係式を得る。．上式からつぎの國有方程式が導かれる。

　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　Σαゴβ防一ρ㌦。τβ，

　　　　　　　　　　　ブ

　　　　　　　　　　　…≡抽…轟滑

〈4－2）

を最大にするu，vを求め，さらに式（4－1）を最大にするように’tVを決定すれぽよい。故に，極

（4－3）

〈4－41）
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したがって，tO，evを最大にするzc，盟を求めるためには，式（4－4）の最大圃有値（1を除く）】に対

応する醐有ベク｝・ル砺を求め，式（4－3）の関係より砺を決定する。ここで求まったρ勧Ui，，　V」

を用いて，τv・1”を決定する手順は次の通りである。式（4－1）を懇さかえると，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　アむ　げ　ヲノム
　　　　　　　　　　　　3　Pxiy、”　iottv÷　ZlΣΣ（《ゴた衿十／）iゴk　ui）　zv　f，　　　　　　　　（4－5＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん　乞　ゴ

となり，これを新で偏微分して，0とおくことにより，

　　　　　　　ご　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　ヲゆ

　　　　　　　ΣΣ（1＞耽一∫・脅∫♪砂）（Ut十賜）窮ρ．．〆防ΣΣΣ（無漏砺＋A」1，　・1｛b　wl，

　　　　　　　‘　ゴ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　～　ゴ　左

　　　　　　　　　　表一1　3－WAY離散データ（西1～8，戸1～9，　le・　1～10）

　　　　　　　　　iJII23456789

　　　　　　　雛曄鮭一

　　　　　　　　　6了ココ罫手招．l
　　　　　　　　　l、…滑目輩」．⊥

k＝2

ゐ＝3

た照．1

k・　＝5

1 2 3 4 5 6　7 8 9

1 1 1 1 1

2㎜3

旧i「
｛　．

・国f

一閲　、　｝ ：

一　＿↓．⊥上M＿上．

@　｝

二痴

1ii
ｨ平P了一丁…丁…⊥…L．斗一　一

1　2 3 4　5　6 7 8 9

1 1 1

1コ1七1ト　1　　…
P4ヰー牛…匹　一．　　　　商

111

椙一

ﾀ．

一

1 2 3　4 5 6 7 8 9

1 1 1 1 1 1

2

3 1 1 1 1

4 1

5

6

7 1 1

8

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1

2 1 1 1

3

4 1 1

5

6 ユ ユ 1 1

7 1 1 1 1

8 1 1 1

た罵7

k＝8

ゐ＝9

k＝10

fj 123415678 9

垂士1日韮

導平…淳ド陣

雪†凹ぞ二口11
8 ・　一　i－　1

，ゴ 1　2　3　4　5　6　7　8　9
1 ！　　　　　　1

≒弍ヨ
ii劃ユ説L
`醤諦レ結　　　　　1

1 2 3　4 5 6 7 8 9

1 1 工 1 1

正
　r㎜

一　「　T　一 ．　へ　｝圭 工

薫胃　…　㎜　1

㎝　」　闇

c

8
1 i

1　2 3 4 5 6 7 8　9
1 1 亙

2 1 1 1 1

3

4 1
ヰヨ・

1

1 1 〔1 一　…P

7 1

8 1 1　　　1 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1 1

2 1 1 1 1

3

4 1 1 1 1

1 1 1 コ
7 1 1 1 1

8 1 1 1 1 1
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を得る。ここで，

　　　　　　　　　　　　　　　オ　れ　　　　　　　　　　　　　蔦蓬ΣΣ（ρ耽一あ．沙呼）（駒＋汐ゴ）
　　　　　　　　　　　　　　　乏　ゴ

とおき，式（4－5）を用いることにより

　　　　　　　　　　　　　Pア”（3、Oxys－iO“z，）♪．．rτθア　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4－6）

なる関係を得る，一方

　　　　　　　　　　　　　β…3ρ即一ρ～tV

とおくと，

　　　　　　　　　　　　高高孝（舞三舞一砺囚弄

なる式は，簡単な計算により，式（4－5）から得ることができる。したがって，この値は，tL，’vが

決まれば求まる値であるから，これを式（4－6）に代入することによりZVを決定することができ

る。以上の手続きにより，駒，恥，測んをそれぞれ，銑，駒，勘に割り当てる実数値とすることが

できる。

　　　　　　　　　　　　　　　5．　従来の数量化との比較

　　表一1のようなデータが与えられたとして岩坪は表一2，図一1の結果を得ている3）。本論文の三

次相関係数を用いた数量化の結果として表一3，図一2が得られた。

　　今ここで，二つの手法を比較するために次のように考える。kの分類（k・・　1～10＞を考えた場

合，i，」に関する二次元平虫の1－0パターンをもとに，似たもの同志を近づけ，似ていないもの

同志は分離するように並べかえを行なう。このとき，kを構成する任意の二つの1－0パターンの

親縁性を測るものとして，通常2×2分割払にもとつく，一致係数とか，類似比が用いられてい

る。　これ．らは，

　　　　　　　　　　　　　　一致騰一噛癖r，

　　　　　　　　　　　　　　類似比肪＋計ど

であり，ここで，α＝個体Aと個体Bとがともに1である場合の数，b：個体Aが！，個体βが

0である場合の数，c：個体Aが0，個体Bが！である場合の数，　d：個体Aと個体Bがとも

　　　　　　表一2　数量化例3）　　　　　　　　　　　　　　表一3　本手法による数量化

　　　［”＿仁三＿…乙＿L＿土一．．一｝tl：i／　l　le

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

一〇．5452

0．3336

－O．7669

0．3518

－O．6332

0．3291

0．1672

0．6248

O．4593

－O．4486

－O．9505

0．3365

－e．5212

0．0899

0．4833

－O．3288

－O，9634

O．4226

－O．8010

0．2623

－e．3651

0．3391

－O，8990

0，3496

－O．3528

0．30？．O

O．4651

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

一〇．3040

0．37！3

－O．5295

0，3137

－O．4882

0．2880
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　　　　図・・2　本手法に淑る数．斌化

表．．一・4　比較v’）ための類似比

ノ

1と5

2と4

3と5

4と6

6と8

類．似比

O．t1839

0．6000

0．7619．

O．7037

0．7142

ノ

3と9

3と8

3と2

類似比 　k

2と6

2と4

2と8

4と8

類似1．ヒ

O．571tl

O．5000

0．6000

O．7000

0．5715

0．5500

e．seoo

に0である場kの数である。この類似比を川いて，i，ノ，たの分類の比較を行なう。

iについては，三一！によれば，！と5，また5と3は同程度の距寓lliであるが，本論文の手法では，

1と5より5と3の方がより似ているといえる。類似死は，！と5が0．4839，5と3が（），7619で

ある。また，2と4と6の分類において，図一1によオ1ば，2の方が6よりも4と似ているとして

いる。本手法では，6の．方が2よりも4と似ていると蒔える。類似圭ヒは．2と4が0．6000，4と6

が0．7〔137である。また，2，4，6，8の分類においては，図一1に」＝オ1ば，2と4の方が6と8」二り

はるかに似ている，Ylcりている。本手法では，逆に2と4より，6と8の方がわずかに似ている。

類似比は，2と4がe．6000，6と8がO．7142である。if｝みについても同様である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　6．結　　言

　　本論文は，究次元空問の直線性を表わすという概念から，．1／．s．次1；B関係数を定3隻して，これを

基準として，3－WAY離散データを数i」　li：化する手法を提案した。この手法と，竹内の1：．・S．次相関係

数を用いた岩坪の数量化の手法と比較した。∴つの手法のノ叡柔，基準となる駐欠イ｛…i関係数の式の

持・：・ている根本的概念の差によるものと思われる。実際のデータへの応川としては，院次相関係

数のそれほど高くない場合には，第二番口に大きい騰有値に対する醐有ベクトルを求めて，そ；h

ぞ；hのカテゴリノ，ノ，kに対して∴次元の～ド頗llの点を対応させることにより分類がlij’能となる。

　　数lll〔計算については，3－WAYデータの解析には，笠次）亡配列を必要とするので，おのずか

ら計算機の記憶：容殖：にll｝lj限されることになるり

　　本論：文では，3－WAY離散データの数昂：化に一労（相関係数を応川したが，連続｝ll：のデー／x　a）

棚刻はもちろん，他の多変lll：解析の乎法への応川も考えられよう。

　　尚，計算実験には，本学人型ll｝・算機センタ”・tttdi　FAC（》M．230－75を侠川した。，
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