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有限要素法による片持はりの衝突振動の解析

入江敏博一：←山田　元今：’浅野正晴鰹
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1：1召和51年9月21臼受理）

Analysis　of　lmpact　Vibration　of　Cantilever　Beams

　　　　　　　　　　by　the　Finite　Element　Method

　　　　Toshihiro　IRIE，　Gen　YAMADA　and　Masaharu　AsANo

　　　　　　　　　　　　　　　（Receivecl　September　21，　1976）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　In　the　past，　the　impact　vibration　arising　when　a　uniform　beam　colliding　with　another

clody　at　a　point　hftc　s　been　studied　theoretically．　in　detail，　but　in　general　it　is　diMcult　to　analyze

the　impact　vibration　caused　in　beams　with　variable　thicl〈nesses　and　more　complicated　systems．

　　　In　this　paper，　the　finite　element　method　is　used　to　analyze　the　impact　vibration　caused　in

a　cantilever　beam　with　variable　thicknesses　and　a　concentrated　mass　at　the　free　end．　The

dynamic　property　of　the　colliding　point　is　represented　by　two　．models．　One　of　them　is　a

mathematical　model　consisting　of　two　springs　and　a　damper，　and　the　other　is　a　typical

collision　moclel　assuming　the　proportionality　relation　between　the　colliding　velocity　and　the

bounding　velocity　in　each　collision．　From　the　present　study，　the　following　conclusions　were

obtained．　The　dynamic　response　of　beams　can　be　simulated　on　a　digital　computer　with

suMcient　accuracy　by　dividing　the　beam　into　several　elements　at　an　appropriate　ratio．　The

vibrational　components　of　high　order　appear　in　beams　in　which　internal　friction　and　the

ac　ttached　mass　are　small，　but　the　increase　of　internal　friction　and　statical　force　pressed　against

the　other　bocly，　and　the　appropriate　selection　of　the　attac　ched　mass，　the　beam　shape　and　the

location　of　collicling　point　reduce　these　components　and　the　displacements　and　colliding

velocities．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．緒　　　　　言

　　衝突振動は種々の機械の可動部にみられる現象である。衝突振動を積極的に利用している機械

もあるが，通常この種の振動は有害なもので，機械の振動，騒音の原因となるぽかりでなく，ひ

いては機械の性能や精度を低下させ，その寿命を縮めるにいたる。したがってこの振動は，その

｛生質を十分見究めたうえ極力防止したいものであり，とくに通信機用継電器のような電気機羅や

各種の精密機器類では，その要求も切実である。

　　こういつた理由から，先端に集中質：量を有する片持はりの衝突振動1・2），衝突時のはりの速度分

布を仮定して衝突応答を解く方法3），継電器を片持はりとみなし，その4次振動までを考慮に入

れてはりの応箸を取り扱った解析と実験4）など，この種聞題の研究はかなり多い。なお衝突振動
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全般については，Kobrinskiiの著書5）に詳しく述べられており，興味深い例も豊富に記されてい

る。

　しかし変断面はりや，複雑な構造物に起こる衝突振動を解析的に研究することは一般に困難な

ので，本研究では，片持はりを適当な分割法でいくつかのはり要素に分割し，有限要素法によっ

て，はりの動的挙動を解析した。衝突の機構は複雑であるが，ここではぽねとダンパで構成され

る代表的な三要素モデル，および衝突箭後の速度の間に反発係数で結ぼれる一定の関係をもつ反

発モデルを採用する。振動系の応答解析に当ってはNewmarkのβ法6）を用い，計算機によって

逐次計算を実施する。はりの応答には，はりの諸島や被衝突体の性質が関係しているが，これら

の数値を適宜変化させることによって，はりの応答に対するそれらの影響を明らかにする。

2．振動系の運動方程式

　図1のように，一点で衝突を伴う変断面はりの横振動はつぎの運動方程式に支配される。

　　　　　　　　　　　・鋼謬・（i＋Tarmat）EII／32（Ei（x）霧｝一P（の・（岡　　　（・）

　ここでは簡単のため，はりのせん断変形や回転慣性の影響を無視し，ひずみ速度に比例する内

部減衰が作用するものと仮定してある。先端に集中質量を有する片持はりを考え，固定端よりX

の位置にあるはりの横変位y，断面積A（X），二次モーメント1（x），はりの単位体積当りの質量

ρ，縦弾性係数E，内部減衰係数r，先端の集中質量：をmとする。式（1）の右辺のP（t）ははり

の一点（X＝Lc）に働く未知の接触力（衝突力）で，δ（X－Lc）はディラックのデルタ関数を表わ

す。静止状態におけるはりと被衝突体との距離を一d（＜0）とおき，両者が圧接されているとき

はd（＞0）とする。
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図1　片持はりと被衝突体の三要素モデル
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図2　テーパはりの分割
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　このはりを図2のようにπ個の要素に分割し，そのおのおのに仮想仕審の原理を用いること

によって，次式が導かれる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ翅「〃十（；’」ウ峰・1【〃＝1）（t）　（2）

ここでMははり全体の質量マトリックス，Kは剛生マトリックスで

　　　　　　　　　　　　燃勤一魍瑚　（・）

を用いて作った各要素のマトリックス

　　　　　　　　　　　　　風イ・鋼（・・（・）Ai　i）7’（H（・）A・　’）dx　　　（・）

　　　　　　　　　　　　　KイE・（・）（H’tt（・）・・　i）脚旬・のぬ　　　（・）

から構成される。Cは減衰マトリックスで，減衰係数γと剛性マトリックスの積

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C＝：rK　（6）
で表わす。接触力を表わすべク5ルP（t）は衝突点の要素以外ではすべて。である。

　一一般に被衝突体はある種の粘弾性体と考えられ，多くのぽねとダンパ要素から構成されるMa－

xwellモデルあるいはVoigtモデルによってその性質を表わしうる。しかしここでは，簡単の

ため，図！に示すように被衝突体を三要素モデルで近似して一つの計算を試みる。この場合，接

触力1）（t＞と被衝突体の変形量ッpとの間にはつぎの関係がある。

　　　　　　　　　　　　　　器磐P一β炉酬・β）嬬　　　　（・）

　実際聞題では，衝突点の変形や衝突時聞ははりの変位や振動の周期に比べてごく小さく，また

衝突点におけるはり要素の衝突前後の速度（dy，／dt）Teの間に反発係数εを用いた一定の関係

　　　　　　　　　　　　　　　　　（dycLdl”）＋o一一・（翫　　　　　（・）

が存在すると考えうる場合が多い。

　一点で衝突するはりの動的応答を求めるに当って，以下では式（2）と，式（7）あるいは（8）

を用いてChanらがNewmarkのβ法G）を線形方程式に適用して導いた階差方程式7）によって

計算する。

　この場合のはりの固有振動数は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　IM－iK－021」＝O　（9）
からωを解いて求められるQ

　　　　　　　　　　　　3．精度の検討とはりの応答解析法

　変断面はりの一例として一定幅b，テーパα＝（h。　一一　hi）／L　＝O．！5（ho，　h，はそれぞれれ固定端オ5

よび自由端のはりの高さ）の高さをもつ片持はりを考える。

　表1ははりを一定の分割比r　＝　li／li＋、で等比級数的に分割したときの固有値を計算したもので

ある。この種テーパはりの固有値の厳密な値は
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表1　テーパはり（cr＝O．15）の分割数と固有値

4

表2テーパはり（α＝0．15）の分割法と固有値（分割数8）

熟年
廠詔）

1

2

3

4

5

6

7

8

固有値えi（誤差　％）

（2P．4）］ 4
Q．．．．4．．）

1（81．2）1（｝制巌擁
＼騨7．　酪酬誤差％）
次痴＼・・1．．…巨・1．’一i12”…i　1…4

　　　　　　　　　　　　

．樋圭1（1：謝（鵬

・蘭δ：獅：譜

1　．Z89？i　．7・753

i　（O．68）1　（O．05）

而訓g．991
1　（1．，45）i　（o．13）

ド　ll：罫

　　　、1き：器l

　　　I”　i6’，s42’

口（l115）

l　　　　　　　i

　3．262
（O．06）

　5．515
（o．oo）

　7．743
（一〇．03）

　9．978
（O．02）

12．204
（O．02）

14．433
（O．05）

16．666
（0ユ0）

18．907
（O．！9）

3．260

5．5！5

7．749

9．976

17一．202

！4．426

16．649

18．872

1

2

3

4

5

6

7

8

　3．260
（o．oo）

　5．515
（o．oo）

　7．757
（0ユ0）

10．029
（O．53）

一i総懸
（1．48）

3．260
（o．oo）

5．515
（o．oo）

7．753
（O，05）

10．003
（O．27）

12．287
（O．70）

豆磁4
（L37）

3．26e
（o．oo）

5．515
（o．oo）

7．752
（O．04）

9．992
（O．！6）

！2．254

（O．43）

！4．551

（O．87）

16．871
（1．．33）

3．261
（O．03）

5．516
（O．O’LJ）

7．753
（O．05）

9．991
（O．！5）

12．244
（O．34）

！4．526

（O．69）

16．842
（1．16）

3．261
（O．03）

5．517
（e．04）

7．755
（O．08）

9．996
（O．20）

！2．250

（O．39）

！4．515

（O．62）

16．801
（O．91）

19．285
（2ユ9）

3．26！

（O．03）

5．5！8

（O．05）

7．760
（O．！4）

le．oo6
（O．30）

！2，256

（O．44）

！4．514

（O．61）

16．963
（1．89）

　　　雑1

≒詳ノ1（・・）一ノ。（・・）

　　　羅；

≒劉呂幽一Y。幽
1一（6一捌ノ1（2歪）＋・（6一・・）ノ。（22）一（6－4・・）y，（2・．）＋・（6－2・）Y。（22）

　　　纒

2夢2・1（・・〉一二）

　　　K，（22）

　　一　Ko（2z）

旦ノ瓦（2・）・Ke（2・）

um
i6＋422）li（22）＋2（6＋it2）lo（22）　一（6＋422）Ki（22）um　7．（6＋P一“2）Ko（2P＝）　1

　　　　　　　　　　　　薯｝一・詮／弓

＝　o，

（！0）

を満足する正根λを計算することによって得られる8）。その値は表！の右端の欄に記入してある

が，これとi－b／g，12iしたときの各次数の数値の誤差が（）内に％で記入してあるQいずれも厳密値

より多少大きい値をもつが，この計算例では，はりを8要素に分割したとき6次の固有値まで1

％以内，16要素に分割すれぽ12次まで1％o以内の精度で求めることができる。

　表2ははりを8要素に分割した場合，分割比をかえたときの固有値を示す。このはりでは分割

比を1．2としたときが最も良い精度を与えている。実際のテーパはりの固有振動数は，この値に

平均高さhの片持はりの基本振動数

　　　　　　　　　・ド差／謬（・，　…875）・繊砧・か　（・・）

を乗じて求められる。

　表3は衝突を伴うはりの応答を，Newmarkのβ法のよって解析するためのフローチャートを

示す。下方左転は被衝突体として三要素モデルを用いたときのフローを示し，右向は反発モデル

を採用したときのフμ一を示す。

　はりの応答を計算する場合，無次元時間τ＝ωltを用い，　tτ　：O．01の時間聞隔ではりの無次元

変位η＝｛y（x，τ）一d｝夙ゐ、，0）を計算している。はりが被衝突体に近づいて，衝突点の相対変位



5
有限要素法による片持はりの衝突振動の解析 67

表3　はりの応答解析のためのフPt　一チャート

　　　　　［π満遡
　　　　　　工＝．　　　　［璽・渉ノク凱互］

　　　　　二＝ユ＝7：：二二

　　　　匝ト阿・・秘
　　　　　　…二＝£＝＝．＝．

　　　　　拘衷il｛1ノ廟1の処理

　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　ほユ　　　

　　　　　匪璽鷺署
　　　　　　初購条件の設定

変佗・連度の逐次li　1『算　　　時潤間隔の細分

未衝突
衝突重卜定

　　衝突
衝突モデル

貫入

黒，要索モデル 反発モデル

接触力の仮定

変｛ウ：・速度の計算

衝突直後の速度算出

衝突

　　　ユ剛　接触

接触ノ」の，il’算　　　時lll燗隔の細分

珊こ叡衷　　　　　　　　発散
　　　　　やギご　　コ　りセ

．ll・1（接触）　収束　　負

　　　接触力
零（離脱）

拘束節点の処理

定数マト恥ノクλのμ1』t｝：

変1L：‘・速度・ljll速度び）逐次計㌻｝：

時1昌澗隔プ欄今｝ 接触力の註算

負 ’d1・1（接触）

接触η

雰（離脱、

1．o．・

o．　，i）

（）

　　　h　10　1，［，　L“e　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T
図3　三要素物体に衝突する一・様はりの先端変化
　　（C＝O．OOI；　S＝20，　it＝1（｝gK＝O．3，　6＝e）

がiη日くi10－4の範囲に入ったとき両者が衝突したしたものと判定する。未だ衝突にいたらない

ときは，引き続いてはりの速度と変位の計算を進めるが，はりがこの値を超えて一気に被衝突体

に貫入（η。＜10－4）するときは，時聞三二を細分して再度計算を行う。

　三要素モデルの被衝突体を考える場合，衝突が起ったのちは，各時刻における接触力の計箕を

その収束値（正値）が

　　　　　　　　　　　　　　　　1　hL2　P（t）
　　　　　　　　　　　　　　　　ズ翫五1；一〇）一門く0・O！

となって，はりが離脱するまで続行する。接触力がこの値を一気に超えて負値をとるときは，さ

らに目寺間間隔を細分して計算を繰り返す。反発モデルを採用する場合，いったんはりが被衝突体

に衝突したのち，そのまま接触の状態が続くときは，衝突点ではりが単純支持されたものとして

はりの応答を計算するとともに，衝突点におけるせん断力から接触力を計算する。
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　図3以下に，はりの衝突点の変位を！＋δ（δ　・＝　d／y（Lc，0））だけ引張って静的に変形させたの

ち，この位置からはりを運動させたときの衝突点の動的変位を示す。

　図3は三要素モデルの物体に衝突するときの一様はりの先端の応答を示す。この図でκ＝々／
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（3EIIL3），9k　＝＝　cω1／（3EII　L3）を表わしている。この例では被衝突体の変形はごくわずかで，その

計算結果を図4以下の図と比較してわかるように，微細な点を除けば，反発モデルによる結果と

著しい相違は認められないので，以下の計算Cはすべて後者のモデルによっている。

　図4ははりの圧接比をかえたときの応啓を示すが，他物体に強く圧接されているほど，衝突振

動は急速に終息するQまた図5ははりと被衝突体との反発係数を変化させて，はりの応答を求め

たものである。反発係数が小さいと多少衝突振動の終息は速いようであるが，この値が0．6以上

になると著しい田面は認められない。

　図6のようにはりの衝突点の位置をかえてみると，衝突点の応答にかなりの相違が現われてく

る。その理由は，衝突によって励起される振動モードの相違によるものが考えられ，片持はりの

3次モードの節点付近（L，／L＝o．50，0．87Jr）で衝突する場合は3次の振動成分が現われず，これに

対して2次モードの節点付近（L，／L＝O．70）で衝突する場合は2次の振動成分が現われない。衝
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突振動が終止する時間は衝突位1置に大いに関係があり，この例ではし。／L　・・　O．875のとき最も速く

運動が終了した。

　図7は内部減衰係数を変化させたときの一様はりの応答を示す。嶺然のことながら，減衰が小

さいときは高次振動成分が強く現われ，減衰が大きくなるほど衝突振動は短い時間で終止する。

通常の減衰偵（ζ＝o．01～o．05程度）では，衝突振動の途中で離脱時1＝｝・1；の1／3近くの比較的長い時

間にわたってはりが被衝突体に接触する。

　図8は先端に集中質量を春1・憎したはりの応答を示す。Pt　・・　m／ρA－Lははりの全質貴に対する質

量比を表わす。この値が大きいと，はりの高次振動の影響は少なく，！自由度系の衝突振動に近

い振動が起こる。この計算例では，Pt　＝O．50のとき衝突後の変位が小さくなる傾向を示したが，

μの大きさにかかわらず振動の終止時閻には明らかな相違は認められない。

　図9は高さが変化するテーパはりの応答例を示す。はりのテーパが小さいか，あるいは逆に大

きいと，衝突振動は比較的長い時間継続する。その理由は，テーパの小さいはりでは，先端付近

に分布する質星が大きくて変位が大きくなり得ないことと，テーパの大きいはりでは，先端付近

に分布する質墨が小さく，そのために衝突に関与する運動エネルギも小さくて，衝突によるエネ

ルギ損失が大きくならないからであろう。最も速く衝突振動を終了させるためには，適当なテー

パ（この例ではcr・・O．075）をもたせるのがよいようであるQ

　図10は図4～9に示した各応答曲線のピーク値を結んだものである。これらの点が一つの滑ら

かな曲線上にないのは高次振動の影響によるものである。この図から，はりと被衝突体の圧接箪

やはりの内部減衰を大きく，かつ適当な衝突点の位置，先端質量，はりのテーパの大きさを選ぶ

ことによって，衝突振動を短い時間で終らせ得る可能性のあることが認められる。

　図11ははりがその先端で衝突する場合の変位と速度分布の時閥的変化を示す。衝突前はりは

低次の振動モードで振動するが，衝突の直後には高次振動成分が現われてくる。このことは変位

曲線より速度曲線をみると明らかである。

5．　結 論

　先端に集中質量を有する変断面はりが他物体と衝突して起こる衝突振動を解析するために，被

衝突体をぽねとグンパの三要素で構成される力学モデル，および衝突前後の速度の問に反発係数

で結ぼれる一定の関係をもつ反発モデルで表わし，これとはりの間に起こる衝突振動を有限要素

法を用いて解析し，つぎの結論を得た。

　1）　テーパをもつ片持はりの自由拡i動について，適当な分割法を選ぶことによって，比較些少

　　ない要素でかなり高次振動まで精度の高い稠有値を得ることができる。

　2）上記二つの衝突モデルのいずれをITIいても，はりの応答に著しい差は認められない。

　3）　はりに衝突振動が起こると高次振動成分が現われるが，その影響は内部減衰や先端の集中

　　質量が小さいはりに大きい。

　4）　はりと被衝突体問の反発係数の大きさのいかんにかかわらず，はりの衝突振動にそれほど

　　の相違は現われない0

　5）衝突振動を急速に終息させるためには，はりの内部減衰や被衝突体への圧接比を大きくす

　　るとともに，適当な衝突点の位羅，先端質量，はりの形状を選ぶことが望ましい。
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