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Radiatien　Effect　oR　Developing　Free　Convection　from

Two－Dimensional　lsothermal　Vertical　Parallel　Plates

Nobuhiro SEKI”“　Shoiehiro　FUKUSAKO“’：’　and　Masahiro
　　　　　　　　　　（Received　September　29，　1976）

SUGAWARA“i：一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　Steady　laminar　convection　of　a　radiatiRg　gray　gas　between　vertical　parallel　plates　of

isotherrnal　temperature　is　theoretically　investigated．　A　formulation　of　the　interaction

of　radiation　and　free　convection　in　an　absorbing　and　emitting　medium　was　made　by　a

non－linear　integro－differential　equation．　The　basic　governing　continuity，　momentum　and

energy　equations，　including　the　temperature　dependable　transport　properties，　are　expressed

in　each　finite－difference　form　and　solved　numerically　with　a　digital　computer．　Parameter

surveys　perta‘　ining　to　the　effects　of　radiatiop　on　variations　of　pressure　and　temperature

pro創es　throughout　a　flow　field　are　made．　Effects　of　thermal　radiatio簸◎n　heat　transfer

characteristics　of　the　channel　are　also　discussed　in　detail．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Nomenelature

d，　channel　spacing
cp，　dimensionless　specific　heat　of　medium
c’吹C　specific　heat　of　medium

g，．　acceleration　of　gravity

Gr，，　fnodified　Grashof　number，　ga3／v62

L，　channel　height
N，　interaction　of　conduction　to　radiation，　tv26／（4ffTg）

Aror．，　local　Nusselt　“umber，　defined　by　Eq．　（22）

pt，　pressure
P　dimensionless　pr．essure　defect，　（P’一P6）b2／（p6vG2GTZ）

P．　Prandtl　number
qib　radiation　heat　fiux

Q，　dimensionless　fiow　rate，　defined　by　Eq．　（14）

R，　gas　constant
T，　dimensionless　temperature　of　medium，　T”／T6

T’，　temperature　of　medium
T，．，　dimensionless　mixed　mean　temperature，　defined　by　Eq．　（23）

Ta，　temperature　of　medium　at　entrance　of　channel
T．，　dimensionless　wall　temperature，　TI．／T6

T’1，，　wall　temperature

or，　dimensionless　axial　velocity，　u’b／（v6Gre）

u’，　axial　velocity

v，　dimensionless　transverse　velocity，　v’b／v6

v’，　transverse　velocity
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x，　dimensionless　axial　coordinate，　x’／（bGr，）

x’ C　axial　coordinate
y，　dimensionless　tra．nsverse　coordinate，　y／b

y’，　transverse　coordinate

　　Greek　symbols

ic，　absorption　coeficient　of　medium
2，　dimensionless　thermal　conductivity，　R・’／R6

R’，　thermal　conductlvity

pt，　dimensionless　viscosity，　pt’／pt6

rt’，　viscosity

v’ C　kinematio　viscosity

，o，　dimensionless　density，　p’／p5

pr，　density

T’ C　optical　depth

T．，　optical　thickness

　　　Subseript

O，　value　at　entrance　of　channel．

1．　lntroduction

　　　The　studies　on　the　laminar　free　convection　between　finite　vertical　parallel

plates　have　been　reported　by　several　investigators．　Bodoia　and　Osterlei）　first

obtained　numerical　solutions　of　this　problem　and　showed　that　their　results　were

in　good　agreement　with　the　experimental　data　of　Elenbaas2）．　Aihara3）　and　Quintiere

and　Muiler‘）　analyzed　the　same　problem　by　taking　the　pressure　drop　resulting　from

the　acceleration　of　the　fiuid　to　the　inlet　of　the　channel　into　account．　Aung　et

al．“”）　and　Fujii　et　al．6）　investigated　the　developing　laminar　free　convection　heat

transfer　in　a　vertical　parallel　plate　channel　with　asymmetric　thermal　boundary

conditions．　AH　of　the　investigators，　however，　have　restricted　their　considerations

to　a　non－radiating　medium　under　a　iow　heating　condition　at　the　walls．

　　　In　recent　years，　the　heat　transfer　problem　with　thermai　radiation　under　high

temperature　and　high　heat　fiux　has　become　increasingly　important　in　connection

with　the　deveiopment　of　high　temperature　gas－cooled　reactors　and　nuclear　fusion

reactors．　ln　this　case，　due　to　the　variableness　of　the　physical　properties　of　gas

under　high　temperature　and　high　heat　fiux，　it　is　well　known　that　the　classical

solutions　which　are　based　on　the　assumption　of　constant　fiuid　properties　may　cause

considerable　errors　in　the　predicted　performance．　And　moreover，　the　effects　of

an　interaction　between　radiation　and　convection　on　the　pred．iction　may　be　not

negligible　in　a　flowing－absorbing　emitting　medium．

　　　Recently，　Fukusako　and　Seki7）　treated　a　theoretical　and　experimental　problem

of　simultaneous　heat　transfer　by　radiation　and　free　convection　from　two－dimensional

vertical　parallel　plates　heated　at　uniform　heat　flux　and　concluded　that　the　experi－

mental　data　are　in　good　agreement　with　their　predicted　results　for　small　channel

spacmg．
　　　The　present　study　concerns　a　theoretical　investigation　of　the　laminar　free

convection　from　a　finite　parallel　plate　vertical　channel　of　uniform　temperature　in

an　absorbing　and　emitting　medium．　The　calculations　are　performed　by　including

the　temperature　dependency　of　transport　properties　and　density．　Parameter　surveys

pertaining　to　the　effects　of　thermal　radiation　on　the　variabieness　of　pressure　and

temperature　throughout　the　fiow　field　were　carried　out．　Effects　of　the　thermal
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radiation　on　the　heat　transfer　characteristics　of　the　channel

are　also　discussed　in　detail．．

2．　Basic　Equations

　　　The　fiow　geometry　of　interest　is　depicted　ln　Fig．　1．

A　vertical　channel　is　formed　by　two　parallel　black　plates

of　height　L　and　infinite　width，　separated　by　a　distance　b．

The　chennel　walls　are　mainta．ined　at　a　uniform　temperature

Tl．　which　exce’eds　an　ambient　fiuid　temperature　T6　and　as

a　result　of　the　heat　transfer　to　an　absorbing　and　emitting

fiuid，　the　fiuid　temperature　increases．　Thus，　the　fluid

which　is　assumed．　to　enter由e　channel　from　the　bottom　at

T6　with　a　paraboHc　velocity　profile　rises　upwards　in　the

vertical　channel　by　free　convection．

　　　Neglecting　viscous　heat　dissipation，　the　resulting　govern－

ing　equations　for　a　iaminar　fiow　of　an　absorbing　and

emitting　medium　become
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　譲K・’〃〉・轟・（・’の一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・’〃1髪；・・’・1多；一一・轟・聯・・（・1一・’）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・w募1・ρw鐸畷・（・’鐸）一…q・

where　qit　denotes　the　radiation　flux　vector，　and　owing　to

radiative　propagation　the　radiation　term　in　Eq．　（3）

the　foHowing　form

」

b

Ew＝1．0

　’，9

Xし
yt

u’　T6

鵡

E．＝1．0

Fig．　1　Definition　sketch

　　　　　ancl　coordinate

　　　　　system

（！）

（2）

（3）

　　　　　　　the　one　dimensional

is　frequently　approximated　in

一　div　qie　＝＝　rc［2｛oTli‘E2（T）　÷　aTl．‘E2（r，．　一　r）　＋　Sl，’i”aTt4E，（1　T－t’［）dt，｝　一　4aTi4］
（4）

The　optical　length　r，　the　optical　depth　of　a　channel　r．　and　the　exponential　integral

are　defined　as　follows，　respectively

　　　　　　　　　T＝　Slj”rcdt’，　T．＝　S：　，gdt’　and　E．（r）＝　．il，ls’（””2）exp（一丁／s’）ds’，　（s’＝cos　g6）　（s），　（6）

where　ic　is　the　absorption　coeMcient　of　a　medium　and　¢　polar　angle．

　　　In　additioR　to　these　equations　one　needs　several　more　expressions，　one　describ－

ing　the　necessary　relations　for　thermodynamic　equiiibrium　of　gas　and　the　other

for　the　te’mperature　dependability　of　the　transport　coe，thci．ents，　lt　may　be　assumed

that　the　gas　obeys　the　perfect　gas　law

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pt＝：p’RT’　（7）

For　diatomic　and　polyatomic　gases，　the　variation　of　the　specific　heat，　although

less　than　that　of　the　transport　coeMcients，　is　not　negligible．　For　the　following

three　properties　the　dependence　will　be　takeR　as　power　laws　which　respectively

give　reasonably　good　approximation　to　the　actual　behaN　ior．

　　　　　　　　　　　　　　　　c’p／cfoo＝＝（T’IT6）”，　L4’／pt6＝：（T’IT6）’　and　Z’／16＝（T’／T6）c　（8）

The　no－slip　condition　atl．the　wall，　the　impermeabiiity　of　the　wall　and　the　imposed

thermal　condition　permit　the　following　boundary　conditions．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　zt’＝O，　v’　＝＝O　and　T’　＝fTl．　（9）

For　x’＝＝O，　one　has　the　starting　conditions．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　ed’＝6ie6｛（：ill’）一（・／・一’）2｝；　v’　一一〇；　T’　一一　T6；　p’　一一P6　（！0）

WheR　the　dimeRsionless　variables　and　parameters　are　introduced　in　the　foregoing

Eqs．　（1）・一v（3），　one　obtaines　the　following　dimensioRless　governing　equations　after

some　mathematicai　manipulations，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　薮（・・蝪（・v）一・　　　　（・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・磯・・鵜一編㈹・（・一・）　　　（・2）

・畷脚募一渉1轟（λ理∂夕）・面喰畷E・｛・調｝d・一　si1T・冨恥（・粥］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（13）

where　the　d，imensioniess　fiow　rate　is　giveR　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q一。篶。紬紛　　　　　（・4）

The　boundary　conditions　in　dimensjonless　form　are

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x＞O，　y＝　｛？；　zt　＝O，　v＝O　and　T＝　T．　（15）

　　　　　　　　　　　　　　　　κ漏0，0≦；y≦1；tt・＝6Q（二y一・二y2），　v＝　O，　T＝！　and／）＝0　　　　　　　　　　　　　（16）

The　numerical　procedure　used　in　soiving　these　equations　which　are　subject　to

their　boundary　conditions　is　described　in　the　following．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3．　Numerieal　Solution

　　　Equations　（11），　（12）　and　（13）　constitute　simultaneous　r　n＋1

i．凱egro－differe鼠ia三equations　with　a　higher　order　of　non－

linearity　and　it　may　be　very　difficult　in　general　to　obtain

analytical　solutions．　Therefore，　the　fiRite－difference　method　L　k．1

is　applied　to　this　problem　in　view　of　the　objective　to　L　k

minimize　the　expected　errors．　The　finite－difference　forms
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k－1
0f　Eqs．　（11），　（12）　aRd　（13）　with　1．terative　procedure　wiil

now　be　obtained　as　fo｝lows．

　　　Assuming　that　the　solutioRs　bl　＝：　or，m・，　P二p。t　and　T＝T．t

at　x＝x．，　are　known　and　the　solutions　u＝＝u，．．i，　P＝＝P．÷i　and

T＝　T．＋i　at　x＝x．．，　are　to　be　found．　Applying　Eqs．　（12）

and　（13）　of　finite－difference　form　to　the　（m，　k）　mesh　point．

of　a　rectangular　grid　superposed　on　the　channel　fiow　field

as　shown　iR　Fig．　2，　there　results

　　　　　　　　　　　　　　　　　　カ、。＋、＋A幽。＋、，i、一、＋Bhzt，剛，た＋C幽、＋、，　h＋、＝Fた

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Hk　T，，，÷、，煽＋47㌧。＋瑠＋み④。＋，，　k＋エ＝骸

where　Ah，　Bk，　．．．，　Wk　have　the　following　expressions，　respectively

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん一吉β購＋ザβ・銑…＋去β・偽）1。、，、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　βlt＝（ρzゆ羨＋三，k十2βμ添置＋1，々

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・→齢隔・一説＋・，・→鴫）二．、，々

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fle　：（ρZt）親＋1．　kZ’Cm，1～十P’nt→一1（！一ρ鑑→．1，］e）

where　，B　：＝1／lzL’

　1
　　　　Xl　X2　’

Fig’．　2　Mesh　points

1

乙

　　　　■　賜　4　■　聖　國　●　鳳　●　刷　國　●　■　■　腫　闇　■　●　鳳　箪　■　■　■　臨　糟　嚇　隔　口　阻　覇　画　腫　墨　6　騨　陰　■　■　嗣　●　冒　■　口　－　．　聖　薗　閲　澱　．　冨　・　國　魯　齢　駒　鳳　胃　欝　國　■　・　．　賜　口　■　邑　■　璽　■　■　墨　幽　唇　鯛　繭　編　暉　隔　國　■　■　■　騰　．　巳　隔

　　　　　Wie　＝　（pzc）；ljt　＋i，　kCP，n，　kT，n，　ie　＋　（ITZIProN）（RAD），“n　＋i，　k

and　superscript　’iC’　denotes　a　value　of　previous　iteration，　and

　　　　（∂μ／鋤1。。、，h　：b（T。．、，説一1（T，。＋、，舶一7「，。。、．i、一、）／2h

（17）

（18＞
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　（aA／ay）浦炉。（7～、1．＋、，ゐ）‘一1（7㍉岨層、一7㍉囲，k一、）／2ぬ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ガ
　　　　　　　　　　　　　（RAD），。．卜、，ドΣE2｛τ，“（；Yi－Yk）｝Tl。÷、，ガ（：r，。＋、，　i＋i－TmA．、，　i一、）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぴたうユ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋E2｛τω（夕。＋、一yた）｝7’島岨，祀（T，。＋璃、一7■，。＋、の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た　エ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一ΣE，｛τ，v（ニソh－」㌃）｝T？。　＋i，　i（7’。1＋1，i。、一7’，。＋、si一、）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f縞2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－E2｛τ・、，，（yh－Yi）｝7「in＋、，、（T捌，，一丁，。＋、，、）

Equatio穀（正4）may　also　be　rewritten　in　a血n三te－difference　form　by　the　trapezoidal

rule　yie豆ding

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ガ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（～　：hΣρm＋1，f，ll，〃．←1，た　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（！9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　たぶ　

To　evaluate　the　transverse　component　v，　after£h．e　in．tegrati．on　of　the　continuity

equ飢ioll（11），　the　following　form　i．s　used：

　　　　　（ρv）〃多．卜1，k＝［（ρv），n＋1，た＿1一（13／21＞｛（ρu）〃tイ．1誘一（ρ～の〃卍巴十（ρt・‘），il＋1，た＿1一一（ρ多の，，1，た＿1｝：】（！一夕た）

　　　　　　　　　　　　　　　　十［（ρzノ）擢＋ユ．，lt＋ユ十（h／21）｛（ρ～の〃r→1，た一（ρte）〃1，k十（ρtt）｝π＋ユ，た＋1一（ρz‘）1）t，海＋1｝］ニソゐ　　（20）

Sol．v量ng　the　盒nite－d呈fference　equations　could　be　proceeded　by　seiecti窺g　first　the

va豆ues　for　PT。，　Q　and　T，，，　etc．　Then，　by　means　of　a　marching　procedure，　the　za，

v，．b氏i玉Tfor　each　row　beginning　at　row魏十1＝2are　obtained　by　using　the　values

at　the　previous　rowフフz．　Thus　apPlying　Eqs．（17），（18）and（19）to　the　points　2・

3，4，…，n－10n　rowア㌶十1，　there　results　2n一正algebralc　equations　wlth　the　2n
－lunknowns　ormS－1、2，　zt，n＋1．3，．．．，多，，π＋1．，、＿1，か“t＋1，　Tm＋1，2，＿，　T，，謬＋1，tl＿1．　These　equations

are　then　conformably　solved　by　a　matrix　reduction　technique．　Th．1．s　procedure　1．s

repeated　until　the　fo至．lowi．ng　co難dition　is　sa毛isfied；

　　　　　　max｛1ρ1。＋、一ρ蕩．、．、［／φ，。＋、い％。．、．、，た一壷＋、，た1／％，岨i，　i　7’，。．。、，ゼ7’；㌫、，、1／17’，。＋、浦≦ε

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（le　：2，　3，　4，　．．．　n－！）　　（2工）

where　max　l　｝denotes　the　maxlmum　element　induced　in｛　i，and　the　value　of

ε　de．pends　on　the　accuracy　desired．　In　the　present　investigation，　the　valueε＝5×

10－4is　adopted．　Thus，　an　advancemen．t　row　by　row　up　the　cha鐙nel　can　be　executed・

The　calcul．ation　is　continued　un嶺the　pressure　p　reaches　zero　or　becomes　pos重tlve

at　which　point　the　calcula嫉on　is　terminated．．　Thi．s　de毛ermines　L　for量且put　Q．　If

カ＞O　at　termination　then」L　is　evaluated　atカ＝O　by　means　of　i．inear　i麺terpolation・

41　mesh　points　are　used　in　the　y－direction　at　the　cha麺ne三　entrance　and　th三s　i．s

reduced　to　21　m．esh　points　at　the　last　stage　as　x　l鍛creases．　A　pr◎gressi．vely　larger

step　slze　is　also　apPlied　i！｝th．e　x－directl．on，　starting　with　an　axial　st．ep　size　of

about　O．OI　per　cent　of　the　channel　height．　The　present　caiculations　are　performed．

on　FACOM　230－75　Digital　Computer　at　the　Computer　Center　of　Hokkaido
University．　All　of　the　exampl．es　are　computed　using　the　properties　corresponding

to　those　of　carbon　dioxide　gas8），　a＝：O．33，

1う繍0．78　and　o漏し34。

4．　Results　and　Discussions

　　4。1　Tempra色ure　pro薫畳e

　　　In　Fig．　3　RumericaHy　computed　axial

pressure　distributions　for　severai　value　of

N，　which　indicates　the　ratio　of　conduction

heat　transfer　rate　to　radiation　one，　are

presented　for　Q＝O．Ol，　Gr，　＝8．0×106，　P7t，

＝＝O．77，　T．＝O．36　and　T，，＝2．0．　As　will

be　seen　in　this　figure，　the　greater　the

？

x1　o－4

1．2

1．O

O，8

O．6

O．4

O．2

o．o

　　　　　　Q　＝O，Ol
　　　　　　　　　　　　6
　　　　　　Gも＝aOx10

　　　　　　P6＝O．77
N＝O．024　　　　て撃ノ＝0．36

　N＝O．05

　　　N＝O．1

N＝oo

　　ao　o．2　o．4　O．6　O・8，　i・O　12　1・4　i・9io－3

Fig．3　Pressue　variation　vs．　x（effect　ofハ1）
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effect　of　radiat．ion　（small　N）　is，　tha　higher　the　pressure　drop．

　　　Figs．　4，　5　and　6　show　the　effects　of　opticai．　thickness　T，，　of　the　channel　on．

developing　temperature　profile．　The　curve　of　T，，　＝O　in　Figs．　4，　5　and　6　is　a

hypothetical　noR－radiating　one　for　carbon　dioxide．　ln　Fig．　4，　it　can　be　seen　that

the舳i．d　near　the　center　of　the　channel　is　directly　heated　by　the　radi．ation　from

the　walls　and　the　temperature　of　fiuid　in　the　region　rises　uniformly　for　large　T．；

that　is，　for　the　large　absorption　coefficient　of　the　medium．　Such　ap　effect　increases

with　increasing　x，　i．　e．，　departing　dowRstream　from　the　starting　point　of　heating

section　of　tlae　reg．i．on，　as　shown　in　Figs．　5　and　6．

　　　The　effects　of　conduct，ion－radiation　parameter　N　on　developl．ng　temperature

profile　are　indlcatad　in　Figs．　7，　8　and　9　for　r，．＝O．36．　The　curve　of　N＝＝　oo　in

these　figures　corresponds　to　the　case　of　a　hypothetical　non－radiating　one．　From

these　figures，　it　is　understood　that　the　temperature　in　the　entire　region　of　the

channel　rises　uniformly　as　N　decreases　（radiation　predominantes　over　conduction）．

　　4．2　Heat　transfer　characteristics　and　mixed　mean　£emperatures

　　　The　local　Nusselt　number　and　the　mixed　mean　temperature　are　defined　as

follows．

　　　　　　　　　翫・・一狸1（a．z．．．，．ay）：ly、＝＝。・端ξ刃［・㍉3E・（・）一・TXE・（・1”）一・・幻E・（…刺　（22）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T〃・一幻・…⑳／晒の　　　　（23）

　　　Figs．　10　and　I　I　show　the　relation　of　the　local　Nusselt　number　A’or．　vs．　（b／x）

GroP7’e　for　the　optical　thickness　T．　i’n　the　channel　and　for　the　conduction－radiati．on

parameter瓦respectively．　It　is　found　that八勉x　tends　to　become　large　with
decreasing　IV　or　increasing　T．．　But　it　should　be　noted　that　Nor．　at　a　comparatively
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1arge　x　decreases　distinguishably　with　the　increasingτz。　or　with　the　decresingハf，

This　may　be　attributed　to　the　fact　that　the　medium　temperature　rises　with　increa－

sing　x　and　temperature　difference　between　the　fluid　and　the　vertical　wails　decreases

over　the　entire　range　of　the　channel，　then　heat　transfer　terminates　quickly　as　the

effect　of　radiation　increases．

　　　Figs．　12　and　13　illustrate　the　variation　of　the　dimensionless　mixed　mean

temperature　T，．　versus　x．　lt　can　be　seen　from　these　figures　that　for　constant　N

the　larger　T．　is，　the　larger　T．　is，　while　for　constant　T．　the　smaller　N　is，　the

larger　T．，　is．　Such　a　tendency　of　T．　indicates　that　the　heat　transfer　between　the

walls　aRd　the　fiowing　medium　in　the　vertical　channel　terminates　at　smaller　x　as

radiation　effects　increases．

5．　Conc｝usions

　　　An　analytical　study　has　been　performed　on　the　simultaneous　heat　transfer

radiation　and　free　convection　of　an　absorbing　and　emitting　gray　gas

property　variation．　The　physical　model　employed　in　the　present　study

on　laminar　fiow　in　a　isothermal　vertical　black　channel．　The　effects　of

radiation　on　pressure　variation，　developing　temperature　profile，　the　local

number　and　mixed　mean　temperature　are　discussed　in　detail．
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