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（Received　December　28，　1，976）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　The　method　of　calcuiating　the　moment　generating　function．　in　multiple　gaussiafi

diStribution　having　correlations　among　variab｝es，　is　given．　The　derivation　is　obtained

frOM　the　investigation　of　the　meanings　of　the　integration　of　gaussian　distribution，　One　Of

WhiCh　is　a｛gebraic　and　the　other　is　geometrical．　The　method　of　calcula‘　ting　is　equivalent

tO　Obtaining　a　solu．tion　of　simultaneous　equations．　The　formula　ebtained　is　applicable　tO

the　calculation　of　tlie　configurational　partition　function　of　ternary　soiutionS・

　　　　　　　　　　　　　　1・　lntroduction　and　formulatioR　of　the　problem

　　　　It　is　well　known　that　the　momeRt　genrating　function　（m．　g．　f．）　is　very　important

and　conveRient　in　order　to　obtain　moments　and　correatioRs　of　ali　types　of　orderS・

Especially　it　is　of　considerable　use　to　obtain　m．　g．　f．　of　mu！tiple　gaussiaR　distri－

bution，　because　it　is　a　famiiiar　functj．on　to　us　in　various　problem．　Conseaquently

it　seems　quite　valuable　that　we　derive　algebraically　the　formula　of　calculating

M・gt　f・　iR　multiple　gaussian　distribution，　although　it　is　known　that　it　has　been

derived　already　by　other　methods，

　　　　The　following　formuia　is　weli　knowR　and　may　be　seen　in　almost　every　table

of　integrations　l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M（2・　fi）一CiS’ri．．ermXx2e2Pxdx＝eB2iX　（！）

togetlier　wlth．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ci＝（n／X）一’h2　（2）

where　Ci　is　the　normalization　factor，　Let　us　consider　the　meaning　of　this

integration．　ln　carrying　out　the　integration　（1）　for　practiai　purposes　we　rewrite

it　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c，　smue”coexp（　一1　（x一　．g．．rm）　L’　＋2（rff．一〉　2｝　d．x　mww　e．p　（．El．一2）　（3）

where　the　following　formula　it　used：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S－Oa．．e－Kx2dx＝　（wwrrwwi　）’IL’．　（4）

This　result　that　the　integration　（3）　is　equivalent　to　making　a　square　term　of

integration　variable　in　exponent　and　putting　it　into　zero，　i．f　we　omit　the　coeffici．ent

Ci　temporarily．　ln　addition，　making　the　square　term　in　exponent　zero　is　to

obtain　the　average　value　of　gaussian　distribution：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Lx・一一P　（5）
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that　is，　to　get　the　abscissa　of　the　top　of．g｛ssian　distribution，　geometrically．

Substituting　the　average　value　in　place　of　・thd　Variable　x　・into　the　first　exponent

oR　the　left　side．o．f　（1）．and　chanlging”the　sign，　we　have　the　correct　results．of　．the

integration．　This　is　the　princip’ 撃?　of　derivatiRg　m．　g．　f．　in　a　gaussian　distributioR．

　　　　Ex重end．ing（正）to．multiple　gaussian　distribution，　we　have　the　following　m・9・f・：

　　　　　　　　　　　　　　　　　川・β）一C・・疏∫・xp（　　）t一Σλヴκfκノ　　t’j）・x・（・琴β獅伽

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝：exp　（］2il］　aiJ・BiPi）　（6）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i，ゴ

where　matrices　2，　＝　12ii　i　and　2ei＝＝　lexii　l　are　defiRed．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．　An　example　having　two　variables

　　　　Especially，　iR　the　case　of　two　variables，　the　problem　is　to　derive　the　following

equatioR　：

　　　　　　　　　　　・・f．．∫・x・（一・11；v・1）一・…1一・・，・・1・・）・・XP　2（β1・1・鯛・繍・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝eXP　（aiiP：＋cr22P：＋2cri2P，P2）．　（7）

Firstly，　ditlferentiating　the　function　in　exponent　by　x，　and　x，，，，　iR　order　to　obtain

the　mean　values，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　綴誘翻　　　｝　（・）

together　with

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　え正2＝λZi正．

On　defining　a　matrix，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R＝＝　（lli　lli）　（g．）

we　haye

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2（lll．1）＝（fi；）．　（io）

When　we　write　this　with　adequate　vectors，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　zx＝，e　（iof）

formally　in　accord　with　（5）．　On　soiving　（10）　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω一畷）一儲1）儂）　．　（・エ）

where　we　put

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R－1＝　（crcrlSt　craSi），　ex12＝cr21－

When　we　substitute　（II）　into　the　6rst　exponent　on　the　ieft　side　of　（7），　we　have

the　fol’lowiRg　result：

　　　　　　　　　　　　　　　　　exp｛Rii（criiigi　一F　cti2i92）2＋　？，22（a2iPi　＋　cr22i92）　L’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’t一　一P・2i，z　（aiiBi＋　cri2P2）　（a2i　i3i＋　cr2L，B2）｝．　（12）

This　ieads　to　the　finai　expression：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　exp　（aiiPl’＋a22PLI　＋2cri2i91i32）．　（13）

Thus　（7）　is　proved．

　　　IR　order　to　write　down　this　expression　correctly，　we　make　use　of　the　following

correspondence　of　matrices　with　fringes　of　xi　and　Pi．
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：／3　’@Function　in　Gaussian　MUItiple　Distribution　ln
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－t’i　x2　Bi　B2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1tl（2，i　P，12？一21　7L22）一一二二；）　　　（・・）

The　coeracient　C，　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ia　ii／2／（rrU2r，　ir2）　（15）

on　the　analogy　of　（2）．

　　　As　known，　on　carrying　out　the．　iRtegratiop　of　（7）　having　Bi＝O　for　practical

purposes　we　write　as　foilows

　　　　　　　　　　　∬・x・（一λ・壇一・・2・1一・・、2凋繭・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一∬・xp｛一・・（xi　＋　ll／　tii　i　x’2）2一（・22一籍）・暴｝嶋

On　integrating　by　x，　at　the　first　time，　we　have　the　coeflicient　niJ2／？，i〈2　and　next

integrating　by　t，，，　we　have　7rv2
^（2，．，，一1一‘，／1’tl）iiL’．　Bring．ing　them　together，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（：　112）2／（λu碗一λ1，）1／2．　　　　　　　　　（16）

The　reciprocal　of　this　is　the　normalization　factor　C，，　which　agrees　with　（15）．

　　　The　inner　part　of　parentheses　of　the　denominator　of　（16）　is　also　obtained　by

negl，ecting　x，　from　（8）　having　Pi一一〇，　that　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（R2i，一A，，」Z，，）x，＝O．　（17）

Thus　we　have　the　following　statement：

　　　　　Integrating　a　gaussian　d．i．stribution　step　by　step　through　x，　and　x，，　is　equivalent

　　　　　to　obtai．ning　the　solution　by　eiiminating　variables　step　by　step　from　simul．一

　　　　　taneous　equati．ons．

In　order　to　derive　the　finai．　result　（．13）　by　practical　integration，　we　may　write　the

part　in　the　exponent　as　follows

　　　　　　　一・1櫓門摺込隠耕耀認（・8＞

After　the　integration　of　the　function　having　（18）　in　the　exponent，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…煮傷

which　ieads　to　（13）．

　　　　　　　　　　　　　　3．　The　general　gaussian　maultiple　distribution

　　　As　may　be　seen　the　principle　and　method　of　deriving　m．　g．　f．　in　the　example

of　two　variables　above，　we　may　find　the　proof　of　the　problem　（6）．　By　analogy

with　（7），　on　differentiating　the　function　in．　exponent　by　xi，　we　have　the　following

simultaneous　equations　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　簾畿求：：：主1；：：窪：：＝農　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1：ii；；］ljll．i．L’ll；’llll：1，J，．”，E．　j　ag）

On　introclucing　the　matrix　7，
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，1ii，liL，　…　，？in

・　z＝1　22iA22　…　Z2n
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R｝ti，Zn2　…　，1｝tn1，

we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　磯＞

This　leads　to　the　vector　expression：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Rx＝B

which　agrees　formally　with　（5）．　Therefore　the　normalization　factor　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c。謹　λ；1／2／（π1／2）n．

When　we　substitute　xi　from　（21）　into　£he　first　exponent　of　（6）　having

the　sigR，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IVI’（2B）　eci　exp　｛　：．　2i，’　（X　crikBk）　（Z　」elge）　｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i，ゴ　　　た　　　　　e

wher　a・ii’s　are　elements　of　the　inverse　of　the　matrix　（20）．　Let　us　sum

Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σゐゴαfc　x1，　if　i＝e

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i，e

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝zero，　otherwise．

Therefore　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　照2β）籍exPΣα，，たβんβ，．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e，た

m．g．　f．　of　three　variables　appears　in　the　caiculation　of　configurationa1

function　of　ternary　system’）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Reference
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