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ベクトル値評価規準をもつ強い競争

　　　状況下の一般化最適制御問題

山元 進小山昭一三浦良一
　　　（昭和52年12月28日受理）

Generalized　Optimal　Control　Problem　with　a　Vector－valued

PerformaRee　Criterion　under　a　Strongly　Conflicting　Situation

　　　　　　　　Susumu　YAMAMoTo，　Syoichi　KoyAMA，　Ryoichi　MluRA

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Received　Decernber　28，　1977）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstracts

　　　Under　a　strongly　confiicting　situation　generalized　optimcil　control　problem　with　a　vector－

valued　performance　criterion　is　considered．

　　　Two　types　of　solutions　for　the　problem　in　which　one　control　strategist　dominates　the

other，　that　is　to　say，　¢　［e］一preferential　solution，　is　defined　appropriately　by　the　different

setting　of　the　problem．

　　　Seeking　the　solution　theoritically　is　impossible　to　be　performed　directly　from　its　definition，

but　is　possible　through　the　equivalent　transformation　of　optimization　under　proper　assumptions．

　　　It　is　shown　that　an　open－loop　type　preferential　solution　is　obtained　analytically　on　a　linear

system　with　a　vector－valued　performance　criterion，　which　considers　the　difference　of　energy

consumption　between　a　couple　of　control　strategists．

　　　In　the　course　of　deriving　this　solution，　the　appropriate　selection　of　the　third　hypothetical

control－strategist’s　strategy　necessarily　arises，　therfore，　finally　the　determination　of　triple　control

strategies　are　to　be　performecl　and　a　corresponding　optimal　performance　criterion　may　also　be

clerived　analytically．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．　序　　　　　論

　　一対の制御主体の存在を許容し，両制御主体の最適化の意図が真向から相対立する，いわゆる

強い競争状況．．．ドの一般化制御問題1）は，徴分ゲームにおける追跡一回避問題2）と密接な関係があ

る。

　　数学的定式化において，定義される解は一般的には，いずれか一方の制御主体が支配的である

min　max解，あるいはmax　min解であるが，適正なシステムダイナミックス，制御方策空間，

および評価規準の特性づけにより，それら解は等価な鞍点に帰葦寄することが知られている。

　　一方従来の競争状況を考慮しない最適制御問題において，その適用範囲を拡張することを目標

に，ベクトル細評髄規準を導入した問題が，Zadeh，　L．　A．3）を起点に研究されつつあるが，この

場合最適解El体にある程度の任意性が認められ，統一的，決定的な解の定義は確認されていない
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ようである。

　さて完全情報をもつ場合における強い競争状沙己下の確定的一般化制御問題において，ベクトル

／直評価規準グう存在する場合には，同様に，解にある程度の任意性があると考えられるとともに，

さらに新しい視点に立って解を定義する必要性がある。

　ここでは．強い競争状況下にある二制御主体のいずれか一方が評価規準に対し優先的である，

という意味で適切な解を定義する。この解は，定義の時点では求めることが困難であるが，ある

実現可能な仮定の下に，等価な最適化の変換を経て理論的に導掛できることを示す。

　　　　　　　　　　　　　　　　　2．φ［ψ｝優先解

　2．1　定　　式　　化

　競争状況を表現する一般化された状態変数は，次の形のダイナミックスに従うものとする。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　髪1一∫師卿　　　　　　　（2．・．・）

　　　　2∈Rl：一般化状態ベクトル

　　　　φ∈（P⊆RP；ψ6Ψ⊆Rq：制律防策ベクトル

　　　　f：クラスCωの72次元ベクトル値関数

　現実に存在する評価親準P（、，　d），　tp、　t）はベクトル値であり，次のように表現されるものとする。

　　　　　　　　　　　　　P（E，　e｝，　（p，t）＝（Plz，　tb，　4，，t｝，　．．　．，　P（Vx，　，b，　se，，　t））i”　（2，　1．　2）

　　　　P｛ど，φ，卿％∈Lv：　i一スカラー値評摘規準

ただし，

　　　　　　　　　　　　　　　Lv＝＝｛il：i＝　1，，　2，　，．．，　N｝　（2．1．3）

　ここに，φは何らかの意味で，与えられたベクトル値評価規準の最小化を回標とする制御主体

の制御方策であり，一方ψは，同様の意味でその最大化を意図するφの敵対制御t十体の制御

方策である。

　2．2解の定義
　強い競争状況下であるから，最小化（最大化）する評価規準は何らかの意味でスカーラである

ことが望まれる。ここでは，いずれか一方の制御主体側にそのベクトル値評価規準の要素の中か

ら，最：適化すべきスラカー値評価規準を選択する優先権が与えられる場合を考察の対象とする。

　〔定義　2．2，1〕

　　　　　　　　　　φ覆理解・［φ毒，ψ3］・　a・g〔max　min　min　P｛咽、。］　　　　（2。2．1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　thEV，’　tbefP　it一：nxr

　　　　　　　　　　¢優先解＝〔g6　：），ψ担＝arg［min　max　max　P｛g，φ，ψ．t）］　　　　　　　（2．　2．2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　abEtp　g，一tr　ic’＝m4y

　2．3最適化の変換
　以下ψ一優先解について考察を進めることにする。φ一優先解についても圃様の過程を経て論及

されることは明らかである。この場合求められるべき最適評価規準値レφ1ま次のように表わさ

れる；

　　　　　　　　　　　　　　　VijVi＝min　max　max　Pi2，　，b，　g，，　t）　（2．　3，　1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　tbene，　gEv，’　iEr．v

　したがってまず仮想の∫一制御主体tl∈ゴvにより，ベク5ル値評価規準Pの要素の中から最

大のものが選択されなけれぽならないわけであるが，制御方策対（φ，ψ）の選択決定された値に

対応してZが，したがってPψ庭ムの値が変化するから，真接この最大化の操作は遂行でき
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ないQそこで，以下の定理と実現可能な仮定の導入により，初期の最適化は変換さた適程を経て

理論的に達成されることを示す。

　〔f反定　2．3．！〕

　　　　　　　　　　mi・m・xmaxP｛、．φ，ψ，の一m・Xmin　m・xPし，，ρ，輔　　　　（2．3，2）

　　　　　　　　　　ψ畿ψψ巳び　　　　　　　　　　　　　　f〈三’A・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ∈…trψ∈…ψガ∈i’、ヤ

　この仮定は，競争状況を扱っている従来の一般化制御問題において解析的な形の求解を試みる

場合にはほとんど必須の仮定であり，　例えば戸％∈恥とシステムダイナミックス（2．　！・！）が

φ，ψに関してSeparable2）である時，満足されるものであるQ

　ここに，スカラー汎関数P，，，，P，7），，t，を次のように定義する；

　　　　　　　　　　　　　　P，，叫ψ，，、；m・・plab，　（li，　t、　　　　　　（2．3．3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i－ULv
　　　　　　　　　　　　　　　P（fi，　｛1）．　（k，　r・，t｝＝1，　Tl）｛g，　tb，　ck，t｝　（2，　3．4）

　ただし，

　　　　　　　　　　　　　　　　π｛π、，＿π、・］’”　　　　　　　　　（2．　3．　5）

　　　　　　　　　　　　　　コ　
　　　　　　　　　　　　　Σコπガ＝］．　　　π∫＝≧O　　　Ftl∈11v　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．3．6）

　　　　　　　　　　　　　出ユ
　　　　　　　　　　　　　　1｝7，t（9，ψ，ψ，t）　：max　2づ（ε，φ，ψ，π，t｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．3．7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π∈〃
　ここで，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　／アx｛π｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．3．8）

　この時，次の定理が成立する。

　《定｝里　2．3．1》

　　　　　　　　　　　　　　　1ワ川（ど，φ，ψ，のm1［）、Jt．（z，φ，4へ，）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．3．9）

　この定理はMedani6，∫．等4・5）の定理の拡張となっており，証明はそれに確ずるので下略する。

さらに次の仮定を設定する。

　〔イ反定　2．3．2〕

　　　　　　　　　　　min　m・・P（z，、t5，　tl，t，，，t＞・・　max　min　1）（卿，耐）　　　　（2．3．10）

　　　　　　　　　　　φ飯φ　π∈fU　　　　　　　　　　x∈ill　φ∈…ψ

　この仮定を満足するためのP，φ，ψの位組的性質に関する議論については文献6）～10）を

参照されたい。

　〔f反定　2．3．3〕

　　　　　　　　　　　In・x　mi・P。、（、，φ、ψ，。，。＝mi・m・x　P呵，ψ，。，、、　　　　（2．　3．　11）

　　　　　　　　　　　ψ∈ザ　P∈…ψ　　　　　　　　　　φeφ　ψ∈ψ

　貸主の一一一見拘束的な三．つの仮定を満足するような，　一般性を有した外題の存在に関していえ

ぽ，仮楚2．3．1を満たす，例えば前述のSeparabilityの条件が満足されれば，仮定2．3．3の成立

も必然的となる。

　四一1：の仮定，定理の導入により，求めるべき聯は，

　　　　　　　　鴨一max　max　mi・P（、，φ雑，）
　　　　　　　　　　　π∈〃　ψ∈…蟹　φ∈…ψ

　　　　　　　　　　＝・mac　x　min　m・x　P（、，卿，。，ρ　　　　　　　　　　（2．3．12）
　　　　　　　　　　　π∈≡1’　φ∈…（P　（lt∈vr

の構成となる。すなわち，まずPの鞍点（φ＊，ψ＊）∈φ・yfを求め，それをPに代入して得られる

P（．，をπ6∬により最：大化することにより達成される。
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　　　　　　　　　　3．　一般化線形最適制御問題における優先解

　強い競争状況においてベクトル値評価規準が存在する一般化線形最適制御問題において，前節

で定義したφ［朔一優先解がシステムの初期状態の陽の関数として解析的に導かれることを示す。

　3．1　問題の記述と定式化

　本考察はψ一優先解に対してである。φ一優繁先解についても，適切な最適化の転換により，以

下に示すと同様の過程を経て求解が達成できる。

　φ，ψ一両欄御主体の動的挙動は，次の独立した運動方程式により記求されるものとする；

　　　　　　　　　　　　　　髪丁一F、（t、x・G，…φ・、t。｝一Xo　　　（・，・．・）

　　　　　　　　　　　　窪一F、。ヅ・G，，・ψ・妬，一・iE・・El　Lxi　　（…2）

　　　　　　　　　　　　xe…R”，ヅ∈R”Fだ孟・　φ∈R「，ψ∈R「

　　　　Fe，　Fψ；Gφ，0ψ：n・n；7¢・r連続有界時変行列

　ここに，次の基本的二仮定を設定する。

　〔仮定3．1．1〕ツ1≒yl　ゴ≒ブ　ri，」∈ム・　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．1．3）

　〔仮定3．1．2〕　システム（3．1－1．2）はおのおの完全可制御である。

　過程は完全情報下に進行するものとし，その評価規準は次の形のベクトル値で指定されるもの

とする。

　　　　　　　　　　　　P（P，ψ、x。，，。）＝［Ple，ψ、。。，　y。），．．．，瑞，ψ、。。，r。）］T　　　　　　（3．！．4）

　ただし，

　　　　　　　　　　　　　　　　　Yo＝［夕6，　．．．，夕8v］7’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．1．5）

　　　　　P包噌一（・／・）i愚痴iい／・）章…：φ掃ψll・、．，，］・・一・i∈塀（・…6）

　　　　S：V・n実定行列　ZV≦（n

　　　　Re，　Rψ：r・r正定対称時変行列

　ちは固定終端時間であり，過程は有限時間で終了するものとする。問題はφ一制御主体と（ψ，

の一制御主体　〔ここにガ：仮想欄御主体〕との真向からの対立という局面にある。すなわちどの

初期点yg，　i∈…INから出発するかの決定権は［ψ，　i］一制御主体側にあるわけであるから，まずi一

仮想綱御主体により可能なかぎり大きいPi，i∈　Li・が選択され，それをさらにψ一制御主体が最大

化し，その後それをφ一制御主体が最：小化する，という最適化の設定が適切であると考えられる。

これは結局，前節でのψ一優先解に対応するものであり，したがって，次の値γ拓。，ッ。）が算定さ

れるべきものである。

　　　　　　　　　　　　　　脇喫忠響心心P｛・噸　　　 （3…7）

　3．2最適化の等価変換の実現
　　　　　　　　ヘ　　ム　〔補題　3．2．1〕　　「「φ，ψ；

　　　　　　　m・・p訟蜘1・くm・xpl捻含期1・〈m・x　pi・，2　：xo，　yl・　・φ，ψ∈R「　（3．・2．　1）

　（証明）　評価規準Pピ％∈Lv：（3．1．6）とシステムダイナミックス：（3．1－1．2＞の，したがって

結果として一般化ジ・ミトニアンのφ，ψに関するSeparabilityとRo，　Reの正定性により明ら

かである。

　この補pa　3．2．！は，本間におけるP妬∈ム・：（3．1．6）が前節の仮定2．3．1を満足することを
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示している。

　一方Bensausan，　A．によりヒルベルト空間で一般的に証明された汎関数に関するmin　max定

理が本場合に適用可能であり，それを次の定理に示す。

　《定理3．　2．！》〔Bensausan，　A．io）〕　αφ∈R「，π∈U；

　　　　　　　　p（夢，ψ，π、Xo，　Vo）≦三1）（夢，ψ，≡：xo，　ro）≦三p（φ，ψ，売：Xo，　Yo》　　　アφ∈E　Rr，π∈…11　　　　　　　　（3．2．2）

　（証明）　R「は凸閉集合であり，πはコンパクトな凸集合である。（2．・3．・5），（3．　1－4，　6）より，

　　　　　　　　　　恥一一押…＋壱∫抽｝嘱♂1ψ……・、（、）］dt　（・・2・・）

　ただし，

　　　　　　　　　　　ω・tf・一［…x・tf・　一yl・f・・…kTs，一・，1・x・tf一ッδ∫，II、kTs］”　　　（3・　2・4）

　したがってPは固定したX⑪，Ye，ψ∈R「について，あるφ∈R「，7π617に対し1～φの正

定性により二二に凸，かつ下半連続であり，一方あるπ∈17，ffg5∈……R「に対し二三に凹，かつ上

半連続である。さらにi…gb　／i÷i5π／一〉。。の時，一P（e，　yt，n：xo，　Vo）＋P（φ，ψ，篇。，　y。）→。。となるようなある

対（φ，π）eRア・∬が確かに存在する。したがって文献！0）の定理の成立に要求される仮定が全て

満足されることから，以下その証明に準じる。

　この定理3．2．1は，本間において前節の仮定2．3．2が満足されることを保証する。最後の仮定

2．　3．　3についてであるが，前節にも記したように本場合においては，仮定2．3．1の成立がとりも

なおさず仮定2．3．3の成立を確実にする。

　　　　　　　　　　　　　〔看柱題　3．2．2〕　　仔φ，ψ∈……R「；

　　　　　　　　　15（試ψ，π、xo．　Yo）≦g　P（嵐多．κ：κo，　ro》S｛：25（φ，》，π、Xo，　yo）　　　ffφ，ψ∈…R「　　　　　　　　　（3．2．5）

　（証明）　補題3．2．1の証明に準じる。

　以上の補題3．2－1，2，定理3．2．1の適用により，求められるべき噂：（3．1．7）は（2．3．12）

に示される最適化の構成を踏まえるとよいことになる。すなわちまずPの鞍点：（φ　r。，　，），ψ翫））を

決定する。この動的最適化は一般化欄御理論の範ちゅうに属し実現可能である。ついで求められ

た鞍点をPに代入して得られるP（rr：xo，　Ve）を最大化するπ＊e17を決定する。このπによるス

カラー関数Pの最大化は拘束条件：（2．3．6）下にあり，これによく知られたラグラソジ乗数法

により達成される。

　3．3　鞍点（φ誘（r．t、xo，．｝・。），ψ訪（。．　t、x。，　v。））の決定

ω次元一般化状態変数ノ％∈玩
　　　　　　　　　　　　　zi＝S〔Tφ（tf，t＞x＿7「ψ（tf，t）夕i［l　　　　Fi∈…11v　　　　　　　　　　　　　　　（3．3．1）

の導入により，以下にシステム：（3。1－1，2）とベクトル値評価規準：（3。！－4，6）の等価変換を行

う。

　ここに，

　　　　　　　　　　　z：　＝S［T“｛tf．to）xo－Tv，｛tf，to）ySj　yi　Eii　Lv

　　　　　　　　　　　　¢弩艇一ハ、tf，・・F・、t・v一φ，・

　　　　　　　　　　Tv（。，。）・・E，t　E，、：n・n単位行列　　「τe［ち，　tf］

（3．　3．1）の両辺を徴分して（3．3－3，4）を用いて，

　　　　　　　　　　eldii　＝Ce（tf，t）ip－Cy，（tf，t）e　z（’to）　＝＝　2：　fiELv

（3．　3．　2）

（3．　3．　3）

（3．　3．　4）

（3．　3．　5）
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　ただし，

　　　　　　　　　　　　　乙㌧，（，ノ，，〉濡87「む（，ア，，）G蝋の　　zノ＝φ，ψ

いてpi：（3．1．6）P：（3．　2，　3）を書き換えると，

　　　　　　　　P～…g6→緬・：2・ム・∫：1隣、、一……ψ：…ke、、、］・一EEI・・ll・T

　　　　　　　　　幅・一壱．Σ：：砺・：…1・Mn・去∫：1隔，、。・…ψ1婦dt

　ただし，

　　　　　　　　　　　　　　　Zw［（zl）’r，　．．．，　（ziY）T］T

いて許容されると同様に，

それが導出可能である。したがって一般化ハミルトンーヤコビ方程式は，

　　　　　　　　　　　　」レ劉一三山犠知醐1鶴・・

　ただし，

　　　　　　　　　　　　％一去［…臨一1幽コ・〈（瓢診

　今スカラー関数V（z，π，t）を，

　　　　　　　　　　　　　　　　肱，・・一去llZlを、r。t＞

とし，n2＞・n！＞行列K（．Tt）ぱ対称であるとする。すなわち，

n・1¢要素行列として，

　　　　　　　　　　　　　　　　κノ（。，の＝超｝（”，t）

　境界条件は，（3．3－8，！2）より，

　　　　　　　　　　　　　　y吻凶・一鎗r矧工場

　（3．3．12）　よ　り，

　　　　　　　　　　　　　　　　　（ov諺）7一κz

　一方，

　　　　　　　　　　　　　　　　　o　7．e

（3，　3．　．　6）

6

以下では，この等緬変換された一般化システム：（3．3．　5）により考察を進める○（3，3．1）を用

（3．　3．　7）

（3．　3．　8）

（3．　3．　9）

…般化欄御理論において明らかなように，強い競争状況においては，従来の最適制御理論にお

　　　　　　　　　　最適性の必要条件重・2）より閉ループ形式の鞍点おから開ループ形式の

（3．　3．　！0）

（3．　3．　ll）

　　　　　　　　　　（3．　3．　12）

Kiノ嘱ブ∈iム・をKのi行ブ列の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂b”’　1，、　＝＝　ris＊　me　（）

に（3．3－11，15）を用いて，最：達制御方策φ」’は，

　　　　　　　　φ診（。，t）＝一R品〉δi∫呼ご）b”’「K（。，，）z

　　　　　　　　　　　　　　　　　ハノ　　　　　　　　　　＝一R莇。諏μ）Σκ～。，1＞zi

　　　　　　　　　　　　　　　　　f零1
ただし，

　　　　　　　　　　　　　　ぎ　　　　　　　　　　K｛x，t）　＝Σ1κゴノ（。，，）：n・1¢対称行列　　％∈ム

　　　　　　　　　　　　　ご漏三

　　　　　　　　　　　　　五：＝［E，、，．．．，E，，］7’二nN・n　行列

　ψ一制御主体についても同様にして求められ，

　　　　　　　　　　　　　ψ夢（切瓢一R品）6131げ，‘）かん（a，t）z

（3．　3．　13）

（3．　3．　14）

（3．　3．　15）

（3．　3．　！6）

（f，．3．　1．7）

（3．　3．　18）

（3．　3．　！9）

（3．　3．　20）
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　一プゴ，　（3。3。！2）　よ　り，

　　　　　　　　　　　　　　　　∂レ　11淵2
　　　　　　　　　　　　　　　　　∂t．＝＝．を．EZIk－dκ／dt）

　（3．3畦5，17，20，21）を（3．3．！0）に代入して，次式を得る。

　　　　　　　　　　　　［i　z　II，（dKfdt）一一ノ伽・φ（，〃〉一」蜘μ）働ぐ3＝o

　　　　　　　　　　　　Mv（tf，　t）．．　a”（tf，t＞1～釈｝）δ轟〆，の　　汐謹φ，ψ

　したがってκに関する次の行列微分方程式を得る。

　　　　　　　　　　　4二野Lκ、。，識鵡、tf，1・一鵡、’〃、）蝕、r．　t）

　あるいは等価に，

　　　　　　　　雌諾・一か醐晦・一撫・）か・嘘ム

　境界条件は，．（3．3－14，18）よりん∫ゴ，κ∫に対し，

　　　　　　　　　　　　　　　　1π’E・　i＝ブ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「ゼ，ブ∈ム・　　　　　　　　　　　　瓦ノ（rt’tf）罵
　　　　　　　　　　　　　　　　10　　畔ノ

　　　　　　　　　　　　礁，∫、篇π，E，、　・♂∈乳，

　（3．3．25）が解析的に解けることを以下に示す。

　（3．3．27）の両辺のブ＝1から」＝Nまでの総和をとり，

　　　　　　　　　♂（齢、）iV主洗一＝混瓦・（鵡一鵡）熊砺幅

　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　雪〆Lπ・。’・〈Mo〈tf，t）rMg・，｛tf，t））π、。，。

　ただし，

　　　　　　　　　　　　　産（r．i＞説礁の、7、．1zヌす称行列

　　　　　　　　　　　　　　　　∫二1
境界条件は（3，3－27，30）より，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　K（，：iif）＝・En

　　ム　今Kは正則であるとする。（この仮定については3．4項で議論する）

　恒等式；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　KK一一一ユ＝：E｝t

　　　　　　　　　　　砺・一［En・∫〆（M…f，・）一M・，・tf，・・）・・r

　（3．3．30）にかんがみ，κfを次のように設定する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　κ」θ’（π，のκ　　ヴεム・

　この時，（3．　3－30，　34）より，次式が要求される；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハド
　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σθ悔E、t
　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1
　（3．　3．　28）に（3．3．！8）を代入した式に（3．　3．　34）を用い，

　　　17

（3．　3．　2！）

（3．　3．　22）

（3．　3．　23）

（3．　3．　2　4）

（3．　3．　25）

（3．　3．　26）

（3．　3．　27）

（3．3．19）を用いて（3．3．28）を変換して後，両辺の錘1から西％までの総和をとると，

（3．　3．　28）

（3．　3．　29）

（3．　3．　3，0）

（3．　3．　3！）

（3．　3．　32）

の両辺の時間微分をとり（3．3．29）を用い，さらにその両辺をτ＝tからτ＝　tfまで積分して，

（3．　3．　33）

（3．　3．　34）

（3．　3．　35）
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　　　　　　　　　　　　　誓1一θ1醸一驚”i∈L・　　　（・・3・・36）

　　　　　　　　　　　　　　ム　（3．3．34）の両辺を時間微分しKの正則性と（3．3．ε6）より，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dθi
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．3．37）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　協

　（3．3－30，31，34）を（3．3．37）に用いて，結局，

　　　　　　　　　　　　　　　　θf；πβ，t　　「”i∈IN　　　　　　　　　　　　　　（3．3．38）

　（3．3．38）は確かに（3．3．35）を満足する。（3．3－33，38）を（3．3．35）に代入して，最終的に

Kiは，

　　　　　　　　　　κ1＿・一・i［En・∫〆（M・・Ctf，・・一M，’・・tf，・1）d・］一1　　（・…39）

　（3．3．39）は，境界条件　（3．3．27）を満足する。　（3．3－！7，20）に　（3．3．39）を代入して．鞍点

（φ夢ψのは，

　　　　　晦・一一R灰｝β　堀［E・，・∬∫（M殉、ザ！1fψ（’ノ，．〉）・・］…凄・壽

（3．3．40）を（3．3．5）に代入して，

　　　　　　　審1一一（峰剛胆ゴ〆（M・一M，・）d・謄・i・・一・’・…Lv

　この時，z∫「庭回は，次のように求められる。

　　　　　　　　　　　　　　　zi＝er｛t，　t，｝zi　ifiELv

v一　ip，　sb　（3．　3．　40）

（3，　3．　41）

（3．　3．　42）

（3．3．42）を（3．　3．　4！）に代入した式と（3．　3．　42）の両辺を微分した式の両辺にそれぞれπfを

乗じて後，i＝1から西2Vまでの総和をとり，両式の比較により，

　　　　　　壁誰・一（蜘・一世・・）［En・∬∫（M，’）・tf，・・一一鵡順・）4・貸地蜘・

　一ププ，　（3．3－29，43）　よ　り，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　4［竪卿L・

　したがって，t＝t。，　tfに対し，（3．3－33，42）より，

　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム
　　　　　　　　　　　　　　K（t，tf）グ（t，to）＝＝K〔to，tf）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝Ψ（tf，to）

（3．3．40）に（3．　3－42，45）を順次用いて，鞍点（蘇，di＄）は，

　　　　　幅・一一R灰臨・［E…　s，1’（M，’・…f，　t一M，，・・f，・）＞d・］…麟・i・：

　3．4　鞍点に対する条件

　　　　　　　　　へ　3．3項で仮定したKの正則性に関して議論する。

　〔補題3．　4．　1〕　仮定3，　！．　2が成立するための必要十分条件は，

　　　　　　　　　臨・・一∫趣・一〉・…・嚇行列・一・，ψ

（3．　3．　43）

（3．　3．　44）

（3．　3．　45）

v＝¢，　ip　（3．　3．　46）

（3．　4．　1）

ここに，M。Ctf，t＞，　v＝φ，ψは（3．　3．　23）により定義されるn・lz対称行列であり，

　　　　　　　　　Mv（tf、t）＝ST㍉（tf，t）（3v（のノモ～6～おG撰の丁撰，∫1のS　7’　　　v＝φ，ψ　　　　　　　　　　　　（3．4．2）

　（証明）Kalman，　R．　E．ll）の命題5．2の証明に準じる。ただし，次の点に注意を要する。すな

わち，肌（t。，tf）を可欄御行列とし，　Wv（to，　tf）を次のように定義する。

　　　　　　　　　：lif．（to，tf）＝T．u，，tf｝s－ivv．（t，，，f）（s－i）’1’T：，u，，tf）　v＝¢，e　（3．4．3）
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さらに次のf2次元ベクトルy；

　　　　　　　　　　　　　　　　　y＝T．Ttf，　t，）STx　（3．　4，　4）

を定義すると，この時，

　　　　　　　　　　　　　　　／嘱・t。，・f・一レ1隔。，，，　　　　　　（3・4・5）

したがって肌（to，　tf）の正定性により，　Wv（t。，tf）も正定である。ゆえに　肩な1が存在することに

なる。

　補題3．4．1と（3．3．33）より，したがって次の定理が成立することは明らかである。

　《定理3．4，1》　（φ＊，ψ＊）が鞍点であるための十分条件は，次不等式；

　　　　　　　　　　　　　　　　VVt（to，’ノ）〉凱！～一t（to．　tf）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．4．6）

が成立することである。

　（証明）　（3．4．6）が成立すれぽ必らずK…1は存在することから明らかである。

一方，古典変分法に源を発する共役点12・13）の概念を導入することにより，仮定3．1．2の成立に対

する次の陽ではない必要十分条件を得る。

　〈系3．4．1＞　（φ5，搾）：（3．　3．　46）が鞍点であるための必要十分条件は，全てのt∈i（to，　tf）に対

し如何なる共役点も存在しないことである。

　（証明）　本間における最適性の必要条件に関する行列微分力程式は7Z・12行列解葦1の，風）　％

∈恥に対し、

したがって，

俳号…∵∴

（3．4．10）を（3．4．7）に代入して，

一（！t4φ一皿の＼犀評〕

2i’ Cf　）　＝　E，，

AE，f）＝　rr，　iE，，

且騨f

f」　t；∈五v

ヴ∈ム・

Aぎ，）＝πゴE，、　嘘∬Ar

　　　　　　　　　　　　　　　　d2i／dt　＝　一　（Md，　一　M，，）

（3．4．11）の両辺をτ・＝tからτ・・tfまで積分して，

　　　　　　　　　　　　　　・1・一E，，・∫グ鵬一鵡）d・

」 f’堰ｸ…ム・ （3．　4．　7）

（3．　4．　8）

（3．　4．　9）

（3．　4．　10）

（3．　4．　11）

　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　篇ノ（♂ω　　 ヴ∈∫遅　　　　　　　　　　　　　　　（3．4．12）

　　　　　　ハ2あすなわち．κ磁∫〉があるt，EE1（to，　tf）で特異となる時，　tcがtfに対する共役点となるから，

　　　　　　　　　　　　　　　　　ム（6．4．12）より全てのt∈（to，　tf）に対しK（t，tf）が存在することとこの区間での共役点の非存在性

が等価であることから明らかである。

　3．5arg［max　V（：zo）］の決定
　　　　　π∈〃

　残る最適化はV（。、z。）のπe17による最大化により達成される。前項で解析されたように，行

列κはπ，渉の陽の関数として求められず，その各行［列］の代数和としてのみ解析的な形が

得られたので，Vに関しては（3．　3．　12）は使用できない。したがって（3．3．8）に（3．3．46）を

代入して得られる次式を利用する。
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　　　V（　r，　：ze　）　＝　P（　di；，，　e，f＊．i，　r・　：so　）

　　　　　一匹［亀・・瞬婦1・萢・i・ll…隔7、樋鹸、。ω1］　（・・…）

・グ・・ジ乗灘より，即峰町）d・kの燗生を考ltLl　して鴻∈燃πは（・…6）と次

式の2V連立方程式の解である。

去［鞠ゲ：；・r…ll“i　［“’to，tf，］一（・ti・・L轟ω∫7（蜘…恥賦嫡・港・f・9

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fi∈ムし1　（3．　5．2）

　（3．5．2）により得られたπ計∈π＊G　llを用いて，最終的に開ループ形式のψ一優先解二（ip｝，，ψ鉾）

と対応する最：適評価規準値瑠は，次のように表現される；

　　　　φ輸・一一三三’・唯・s蘇（Tip・tf，t・G…R云｝・Gん・噛・

　　　　　　　一側照…t・R櫛畷・μ櫓落［隔…一T…tf，・。・茎司（・・…）

　　　　ψ鰍一一三門〃・s・［E・，・s鰐（Tdi・繭・R記・G澱賄・

　　　　　　　一乃嗣…’・R麟・T。TI・f．・・）・・S・1－is［To（tf，　t，）xo　一　Tg，〈tf，　t，，　X　Tr・　y：　　　　　　　　　　呂二1］（・・5・4）

　　　隔・一［ゑ鵡・tf…Q・Xo　一　Tg，・tf・…幽El曜編縣唄嘱払，，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ガ　　　　　　一・卿、・、、編畷，、伽、）・…円・・＋｝…Te・tf’t・・x・”T・・tf’t・・混π『畦晦

　　　　　　＋8∫1ざ（・φ（tf，t）σφ（t）囁｝）σ談バゐ〃）一・婚，のσψω・軸σ11，〉畷，〃））d・sl’i“1

　　　　　　・s’is・・岬、・，、。・訊｝，蜘，の一％，tf，t、σ、、編、・多1。砺。）d・S’1’｛・・

3．6例

．・Jl‘、・岬、・，、の・灰｝、σ羅，卿・岬、繍、嘱，，μ〉）・’・門］

時間t　EEI［0，！］に対し，各行列，ベクトルが次のように与えられたとする。

3．1－4までの手順にしたがって順次解析を進めると，まず両システムの遷移行列は，

（3．3．1），　（3．6．3）　よ　り，

したがて（3．3．6）より，

題

　　　　　F・一〔1幽栖鴇

　　　　Gd，＝（O　！）T，　G，．，，（o　一1）7T

　；io　＝（5　O）T，　ya＝＝（！　3）VT，　Jyg＝（4　一1）T

　　　　　S”＝E2，　Re＝1／2，　Rp＝1

　Tdia，t）＝18　2（illt）！，　Tv’（i，e＝＝／8　（’1一‘）］

　　　　z5＝（1　一3）　7T，　zg　一一　（2　ev’

Gdi（，，　t）＝（2（1－t）　1）i’，　Gdi，，，，，＝（一（！－t）　一1）i’

ついで（3．　3．　23）より，

（3．　5．　5）

（3．　6．　！）

（3．　6．　2）

（3．　6．　3）

（3．　6．　4）

（3．　6．　5）

（3．　6．　6）

（3．　6．　7）
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払，、炉8（！一オ24（1－t）1

4（1－t） 2

崎・・細細労（1∴

…〔S，’Me（i，t）dt］　＝43’，　det［S，iMg，（i，t）dt〕一壱

である事を確認して，（3，3．33）より，

　　　　　　　　　　　　　　　　　f・」・fi・鵬穿3劉

　明らかに，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　det（　rt｛mo　，ii　））　＝　？　Li’

であるから，

　　　　　　　　　　　　　　　ft＜＜o・i）＝＝（1／53）［　一241s　一40181

　したがって，（3．3．40）より，

　　　　　¢v“”（　r，　，t：zo）　＝　’　（2／53）［（96t　十　46）　n2　m　！56t　十　18］

　　　　　Sbcr，（r，t：ze｝＝　（1／53）［（48t　一F　94）　ff2　一78t　一　60］

　　　　1／」，（　r，　：ze）　＝　（2，　912／2，　909（［rt2　一　（28，　844／5，　8；P一・4）］2　一　（5，　775，　840／33，　884，　03L）

3，5の手法によりπ罫（ブ謹1，2＞の連立解は容易に求められ，次のようになる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　π野＝0，

　　　　　　　　　　　　　　　　　π婁世1
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（3．　6．　8）

（3．　6．　9）

（3．　6．　／0）

（3．　6．　11）

（3．　6．　12）

（3．　6．　13）

（3．　6．　14）

（3．　6．　15）

（3．　6．　16）

（3．6．16）を（3．6－！3，！4，15）に用いて，最終的にψ一優先解：（嚇，搾）と対応する最適評価規準

値：驚は，それぞれ次のように算定される。

　　　　　　　　　　　　　　　｛b／t（t：ze）　＝（8／53）　（15t－16）　（3．　6．　17）

　　　　　　　　　　　　　　　sb／t（t：z，）＝一（2／53）（15t－17）　（3．　6．　18）

　　　　　　　　　　　　　　　VipX”（　ze）＝1＝　！3・　934　（3．　6．　19）

4．　結 論

　完全情報下の強い競争状況において，ベクトル値評価規準をもつ一般化最適綱御問題を考察し

た。相対立する両翻御主体のいずれか一方が，評価規準に対し優先的であるという意味で適切な

φ〔ψ］一優先解を定義した。その時点では求解が困難であるが，ある実規可能な仮定の’下に，等価

な最適化の変換を経て，その解が理論的に導出可能であることを示した。

　ここにおける実現可能な仮定とは，一つは一般化ハミルトニアンに関するmin　max仮定2）に

通じるものであり，他の一つはNeumann，　J．　V．に源を発する一連のmini　max定理6『」o）におけ

る，評価規準と両制御プy策の位相的特性に起因するものである。

　また解析的な形の求解が可能である例を，システムが線形でlli奪制御主体の消費エネルギー差を

考慮した，Bolza形のベクトル値評価規準をもつ一般化最適制御問題に対して示した。この問題

は，通常の微分ゲームにおける追跡一回避問題［Pursuit・Evasion　Problem］と関連させて考察す

れぽ，追跡者［Pursuer］，圓避者［Evacler］の動的挙動は確定しているが，一方の制御主体の出

発点に複数の可能性があり，いずれの点から出発するかの決定権がいずれか一方の制御主体に存

在する状況下の問題であると考えられる。
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