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北海道大学工学．部研究報告

第88号（昭和53年〉

Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering，

　　　Hokkaido　University，　No．　88　（1978）

Conf圭guraしt豊ona翌Pε巳rtitiop　Function

　　　　　　　of〔加a意ern盆ry　Systems

　　　Masaji　ONODERA

（Received　December　12，　1977）

Abstraet

　　The　asymptotic　method　applied　to　£ernary　solutions　is　extended　to　quaternary　system．

The　configurational　partition　function　is　obtaiRed　for　the　system　of　particles　having　spin

ya｝ue　3／2．　The　method　of　calculation　thereof　is　based　on　the　assumtlon　of　treating

pairs　of　neig熱bors　as　independe籠毛ent童t圭es．

1．　lntroduction

　　　Recently　statistical　thermodynamics　of　ternary　systems　has　been　developed’｝，

however　many　actual　systems　involve　more　than　three　components．　For　instance，

when　we　try　to　treat　the　system　of　particles　haviRg　spin　of　3／2，　the　problern　of

order－disorder　of　A　and　B　particles，　each　of　which　has　spin　of　1／2　and　ternary

solution　together　with　holes，　we　must　solve　the　problem　of　quaternary　system．

So　far　we　have　not　had　any　advanced　method　of　describing　quaternary　systems．

ln　order　to　study　the　complex　phenomena　of　multicomponent　systems，　it　is　neces－

sary　to　develop　the　method　of　treat．ing　quaternary　systems．

2．　Energy　of　Configuration

　　　We　consider　the　assembly　of　particles　having　a　spin　value　of　3／2　as　an　example

of　quaternary　systems，　which　consists　of　four　states．　The　number　of　each　state

is　denoted　by八「、，〈㌃，〈r3　and〈r，　correspondiog　to　spin　components－3／2，一1／2，

1／2　and　3／2　（hereafter，　each　state　is　referred　to　as　state　1，　2，　3　and　4）．　Apparent－

ly　the　total　number　of　particles　is　iV＝：Ar，十N，，十N，，十AT，．　When　we　assume　that

they　have　potential　energies　－！＞’、．x、，　一NL，xL，，　一く「3x3　and　　一ハr，x，　in　pure　states，

respectively，　the　the　average　energies　per　pair　in　each　state　are　一2xi／2，　一2x2／2，

一2x3／2　and　一2x，／2　（2　is　the　coordination　nufnber）．　if　we　start　with　particles　of

state　1，　and　2，　and　interchange　an　interior　particle　of　state　1　with　an　interior

particle　of　state　2，　the　total　increase　of　potential　energy　is　2tv，，，．　ln　this　process

we　destroy　2　pairs　of　state　1　and　2　pairs　of　state　2　and　create　22　pairs　of　state　1

and　2．　Therefore　the　average　potential　energy2）　of　a　pair　of　state　1　and　2　is　ip，，

＝一
?ｉ／2－x2／z十zviL，／2・　Similarly　the　average　potential　energies　of　another　pair

of　state　i　and　7’　are　obtained　by　any　selection　of　two　from　subscripts　1，　2，　3　and

4．

　　　Now　we　consider　a　particuiar　configuratioR　in　which　the　number　of　pairs　of

state　1　and　2，　2　and　3，　3　and　1，　1　and　4，　2　and　4，　and　3　and　4　are　assumed　to

be　2．ikrln，　2AV．．3，　2×3i，　2Xi4，　2Xi4　and　2×3，t，　respectively．　Here　the　number　of　pairs　of

states　1　and　1，　2　and　2，　3　and　3，　and　4　and　4　are　（Ari－Xn－Xi3mXi4）z／2，　（N2－X23

－X，、一，Xi2）．2／2，（AT，一X，ゴー／￥3，一X34）2／2　and　（〈㌃一X41－X，2一．瓦3）2／2，　respectively．　　It
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Table　1

　　　Kind　of　Pairs　Number　of　pairs　Energies　of　Pairs
　　　　　　1－1　（N，一X，，一X，，一X．）z／2　一？一x，／z

　　　　　　1－2　X，，z／2　¢i2
　　　　　　！－3　X，，z／2　ipi3
　　　　　　1－4　Xi，zf2　ei4　　　　　　2－1　X，，z／2　¢2i　　　　　　7．一2　（AT，一X，，一X，，一X，，）z／2　一2x，／z

　　　　　　2－3　X232／7．　ip23
　　　　　　2－4　X2，z／2　¢24
　　　　　　3－1　X3iZ／？一　di3i　　　　　　3－2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　至ぐ32z／2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ32

　　　　　　3－3　（A’3－X3i－X32－X34）z／2　一？一x2／z

　　　　　　3－4　X，，z／2　ip34
　　　　　　4－1　X，izf2　ip4i
　　　　　　4－2　X，2zf2　ip42
　　　　　　4－3　X，3z／2　¢43　　　　　　4－4　（N，一X，，一X，，一IY，，）zf2　一？一XUZ

is　convenient　to　display　the　number　of　pairs　and　their　energies　in　the　Table　1．

　　　Using　this　Table，　for　the　particular　configuration　mentioned　above，　the　total

potential　energy　E　is　given　by

　　　　E；一瓦κrN』κ2r蝿κ3一〈い4＋X12W12＋X』3W23＋X3互Zθ31＋X14ω14＋X24ω24＋X34ω34．（1）

Further　the　assembly　in　the　magnetic　field　U　has　the　magnetic　energy：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E〃t＝μπ（3！＞F1十1＞』一一く「3－3八「4）

in　unit　1／2．

3．　Configurational　Partition　Function

　　　Let　g（Ni，　IV2，　2V3，　IV4，　Xi2，　X23，　X3i，　Xi4，　X24，　X34）　be　the　number　of　distinguishable

arrangments　ofノ〉、，。鵡，　N，　and瓦partic正es　having　states　1，2，3and　4，　with　the

specified　values　of　Xn，　X23，　Xs，，　X，，，　X，，　and　X，，，　which　，is　abbreviated　as　g（［Ni］，

［Xi，・］）　in　the　following．　Then　the　configurational　partition　function　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q・r鵜，・（｛Ni｝，剛・xp（一t、’i！う・　　　（・）

In　order　to　obtain　the　combinatory　formula　of　g（［Ari　l，［Xii］）　we　assume　that　we

may　treat　pairs　of　neighbors　as　independent　entities．　According　to　this　assumption，

from　the　Table　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h（2Vi，〈r2，　N・，　1＞1）｛N垂｝

9（碑’｛x’ノ｝）
o（瓦二云ジXl評乱蔚｛（〈」、・一・Xlゾ憂；1二瓦、）各｝！｛（N，一鵡二鵡ジ扇言〔｝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　く　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　げ　　　　　　　　　　　　　げ　　　　　げ　　　　　　　　げ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　セ　

　　　　　　　　　　｛（N，　一　X，，一　X42一　X43）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　書｝・｛（Xi2月前・（x・・号）・（為1者）・（x，・号）・（x・・音）・（x・4各）・｝2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

where　it　is　assumed　that　we　can　distinguish　between　the　two　manners　of　occupation

1－2　and　2－1，2－3　and　3－2，　3－l　and　1－3，　1－4　and　4一一1　2－4　and　4－2，3－4　and　4－3．

9（｛〈L・｛，｛XがD　has　to　satisfy　the　relation：
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　　　　　　　　　　　　　　　　　、黒、9（｛N，｝，　｛X，」｝）「＞i！躍｝魂1　N，1・　　　　　　（の

and　h（［Nil）　is　a　constant　to　be　selected　so　that　g（1？Vi］，［Xi，・i）　may　satisfy　（4）．

Using　the　formuia：　（crN）！・一一一crat’Y（，IV！）cu　for　large　IV，　we　have

　　　9（｛Ni｝，偽｝）一槍，〈r・，・N3，〈」4）［1瓦一x－1，＝瓦、＝x1諾遍＝萄＝煽一）蟻）1

　　　　　・（IV3　一　X3，　一　A－3？一　Ai34）瓶二）41．二瓦1．＝陶RXIID輪1ぎIID堪）煽D卿）』〃2・（5）

　　　　　　　　　　　　　　　4．　Mean　Values　and　Dispersions

　　In　order　to　obtain　the　asymptotic　exprressioR　of　the　inner　rpart　of　the　bracket

of　（5），　we　will　start　by　caiculating　the　following　sum　with　a　certain　constant　c

which　is　given　by　（18a）　（we　have　no　need　of　knowing　its　defiRite　value）：

　　　　、黒，ω脚）「恥＝班x19耀畿職濁噸1

　　　　　　　・蒔邸隅縄ξ凧罵1＝瓦城，鰍轟，，x、1，獄窓，）1・（・）

The　inner　part　of　the　blacket　（5）　is　different　from　co’（IXi，・1）　of　（6）　bty　a　certain

constant，　which　is　derived　from　multinomiai　expansioRs．

　　We　write　down　four　multinomial　expansions　in　variables　x，　y，　z・t　and　v　as
follows　：

　　　　　　　陶＋・・＋晒Σ（NrX12㌦一一X・14）（X12＋1：：＋A“4）（X且繋】3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×κA㌦｛滞犯…ご「13…κ14ニソ’Yl’：，u’Y13v’1F14，　　　（7）

　　　　　　　駒・岬一Σ（N，　一　Xl，一　X，3一　X24）（A’｛　L）＋餓：胸（凡文評4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×x・1’；・」西訓；ゾ栴3一’￥24・pe’1’23v’V24，　　（8）

　　　　　　　（・脚取引Σ（二巴㌦一x34）轡奏i：胸（X繁）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xκ輪yκ1・〃v3譜1・一，，一　・Y；ゴiY3・iv’Y34　　（9）

and

　　　　　　　（脚什の・・＝＝Σ（凡．X譜x｛、．x，：、）（X畷＋巡1（猿ざll

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×xxyl，y・YS，te・！’g，vALt－iYg，一一Yi，一；YS，．　（10）

Multipiying　（7），　（8），　（9），　and　（10）　side　by　side，　the　condition　of　picking　up　the

term　of　xNiy‘V2ztN3v’V4　is

　　　　　　　　　　　　　　　　（A「監2－Xl、）÷（X且3－X三、）＋（X14－X壬、）＝0，　　　　　　（1！）

　　　　　　　　　　　　　　　　（X，，一X｛，）一（X，・，一X，）一（A’，，一XS，，）＝O，　（！2）

　　　　　　　　　　　　　　　　（X，，一A’L，）十（X，，一X｛，）一（X，，一．）sTl，’，，）　：O　（！3）

and

　　　　　　　　　　　　　　　　（X一，，一Xl，）十（A’，，一X，1，）　一F　（X，，一X，’　，，）　：O．　（14）

These　equations　are　dependent　on　each　other，　since　we　can　derive　（11）　from　（12），

（13）　and　（14）．　ln　other　words，　we　have　only　three　relations　for　six　variables

（Xij－X；・」）．　Therefore　we　can　choose　three　values　among　them　arbitrarily．　A£ter

we　put



　　　　　　　　　　　　　　　　　A’：2－A’12＝le，，　X24－XS．，＝1｛2　and　AT］3－A’ii＝le3，　（！5）

we　have，　on　solving　（11）一一・（14），

　　　　　　　　　　　X｛、＝X、4＋lei＋ん3，　Xi，＝X23－lei＋々2　and　Xl、＝X34－k，＋le2一ん3．　　（16）

（15）　and　（16）　are　the　conditions　of　picking　up　the　term　of　uiYiyN2zt”3v2Y4．　k・，，　k，　and

　k，　are　the　poitive　or　negtive　i．nteger，　but　（15）　and　（16）　must　not　constitute　any

power　of　（7），　（8），　（9），　and　（10）　negative　when　they　are　put　into　them．　The　real

　role　of　k，，　k，　and　k，　is　to　bound　the　changing　range　of　variables　Xl，，　Xl，，　X5，，　Xl，，

Xi4　and　X：3’4・

　　　　Now　substi．tut沁g（15）an（圭（正6）into（7），（8），（9），　and　（10），　multiplying　them

side　by　side，　and　comparing　the　coefficient　of　the　term　x”Yiy”2u’V3v’V4　of　both　side，

we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，，，1，　．lr，，・，　PQRS　＝＝　At｛’1’tt’1”IX’　z”g’t”N4’！　（i7）

together　with

　　　　　　　　　　　　　　　P一（　N，N，一X，2－X，3－X，4）（X’2＋畑X’4）（猿ざ’3）・

　　　　　　　　　　　　　　　Q＝　（lv2－x｛，　IYZ￥23－x24）　（Xi’2＋Xx21：＋X24）　（X23x＋23Xw）　，

　　　　　　　　　　　　　　　R嘱．X∴1、一X34）（X；3＋数詞伐ざ34）

and

　　　　　　　　　　　　　　　s一（旧∴三、．Xi、）（邸4÷琵i：＋xsう（X結ざ1つ．

Using　f（［kil，［Xi，・1），　the　abbreviation　of　the　summand　on　the　left　hand　side　of

（17），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　認、、！（齢剛一Nll一職．「瓦1・　　（・7・）

For　the　sake　of　clarity，　we　write　out　the　left　hand　side　expression　of　（17a）　in　full

　　　　　　　認、ノ、1珂＝幕X訊識曇蒙響謁＝現π2＝、1＞，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　×碑て押明篇r天14！一陽τ一隅鵬§rl葬x；灘1二．ん、’：一一・・’XI’；＋le，一x，、）！

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　×’署認瓦認、rX14－x，4）！（x，、一矧！（x、、一々1＋々，）！

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×IX誕轟）1て環、二陣んi＝ん、メ・　　　　（18）

The　special　value　of　（18）　having　k，＝k，，＝k，＝O　is　a　part　of　the　total　number　of

terms　x‘ViyiV2zaA’3v’V4　and　so　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　f（｛lei｝，｛Xij｝）一cXf（｛O｝，｛Xi，一｝）　（！8a）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1々ム．Yiノ｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛Xiノ｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E－ii　X　co’（｛　Xii｝）．　（18b）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛λ万｝

As　the　right　side　of　（18a）　is　nothing　but　（6）　and　we　have　the　following　sum　from

（18b）　and　（17）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　邸識㈹一，罵、・’（Xii）・　　　（・9）

　　　　Let　us　obtain　the　mean　values　and　dispersions　of　Xi，・．　As　it　is　shown　in
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appendix　1　that　the　mean　values　of　！V，．i，・　through　o’（Xi，・），　namely　through　of（IO］，

［X，・ゴ｝）are　equal　to　those　through∫（｛んf｝，｛Xlノ｝），　we　wi．11　calculate　the　mean　values

and　dispersions　through∫（｛ノ？，i，　｛瓦・ゴi），　because　it　is　easier　to　handle∫（｛鳥｝，iX，ゴ｝）by

the　aid　of　multinomial　formula　（7）一一v／（10）　than　to　handle　tu’（Xlii）　itself．　The　mean

values　throgh　f（lki］，　［Xi，・1）　is　denoted　by　the　bar．　First　diffe．rentiating　（7）　with

respect　to　y，　multiplying　it　by　（8），　（9）　aRd　（10）　side　by　side，　dividing　by　（17），　using

the　conditi．on（15）and（16），　and　picking　up　the　coe伍cient　ofκN1ヅN“L’rmlztA’3vb’・1，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X，2＝＝八へ八1』μ〉　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20）

Next　starting　with　differentiat．ing　（7）　two　times　with　respect　to　y　and　using　（20），

we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・号・一一・一ズ・一遡遅編野及四．　　（21）

Similarly　we　have　other　mean　values　and　dispersions　by　a　cyclic　change　of　At・，，

1＞1，．鵡aa（i八㌃．　Further　we　h．ave

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l？　，．　＝O．　（22）

5．　Asymptetic　Expression

　　　The　mean　values　and　dispersions　are　given　．i．n　the　preceding　section，　and　so　we

can　now　obtain　the　asymptotic　expression　of　the　followi，ng　combinatory　formula：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（四）一二二面則・’（偽｝）．　　　（23）

For　this　purpose　we　carry　out　the　foliowing　transformation：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t、、．型置．　　　　　　（24）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のノ

Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x，，＝！－Y一…tY…tt…一一2（1＋p，，t，．，），　（2s）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　β1・十墨摺腿…艀’2　　　（26）

and

other　variab隻es　are　obtained　by　the　cyclic　change　of瓦．，△乙2，〈n，　and．八r4．　Simi．larly

we　have

　　　　　　　　　　　　　N，・一・X，　X・3－X・・一雑｛1一（飴β・2ち・・蜘3磯β・4tl・・｝　（27）

and　others　obtained　by　the　cyclic　change　of　subscripts　1，　2，　3，　4．

　　　When　we　take　the　logarithm　of　both　sides　of　（23），　and　use　Stirl．ing’s　formula

and　the　following　expansion　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1・9（・・画一穿・＿，

we　have

　　　　　　　　　－1・9・（｛x，ゴ｝）一一1・9・＋一1一一　i・9（・・）・1・9（N、蝋岬一81・gN

　　　　　　　　　・〔雑｛・一（銑β・2ち・・蜘3…＋飴β・・ち・）｝・去〕
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As　A・Ti－eo　in　（28），　ti，・　remain　fiRite．　ln　fact，

ing　values，　we　put　1＞1＝（7h，八1，＝m乃，ム％，：＝　nh，

When　we　neglect　terms　having　higher　orders
have

　　　　　　　　　　　一撫1・9・（｛　Xiノ｝）一1・9［・一1｛（・・）・・廻紫鞘］…細・・’1・

　　　　　　　　　　　＋λ3，ti’，＋λ，，tl、＋λ調、＋？，　，6tl’，＋2λ23ち2ち3＋2λ24ち3t、4＋2儲13∫24

　　　　　　　　　　　十2Z2eち3t34十2Z12ち3ち3十2ズ13ち2t23十21i4ti4t23十2Z．ist23t24十22ieち3t34

　　　　　　　　　　　十2λ34ち2ち4十2λ35ち2ち4十2136ち2ち4十2λ4こち4ち4十2λ4tち4t34十2λ：6t24t34，　　　　　　　　（29）

where　the　limiting　value　2．，　the　coeMcient　of　t；，　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・ll一病幽・＋鵠謬N｝　　　（・・）

and　other　2ii’s　are　obtained　by　the　cyclic　change　o£　subscripts，　and　R，，　the　coeffi－

cient　of　ち2t1．1　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　…一壱繁｛1＋鴨謬N｝’ノ2｛・・鴨謬N｝1’2　　（31）

and　other　2i；s　are　obtaiRed　by　the　cyclic　change　of　subscripts．　ln　addition　R，，＝

23，＝2、、｛謹◎，which　are搬serted　formally．　R，・i　can　be　represe凱ed　by　fracまions　such

as　NifAr，　however　it　is　noted　that　we　must　treat　them　as　constans　when　we　derive

cltemical　potentials　and　other　thermodyRamical　quantities．
　　　Rewriting　（29）　with　／V，一ii　we　haye　the　asymptotic　expression　of　（23）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（｛Xiノ｝）一。研（轟瓶ア・X・（一・）　　　（32）

・卜（蜘2ち・＋蜘3’13＋飴β14ち・）一壱（蜘2ち2＋蜘・3ち3＋瓦β1…4）2］

・〔莞｛レ（蜘・2，tl・＋楚β・・ち・・銑β・・’・・）｝・壱］

・卜慌β12ち2＋銑β・・ち・・蜘・・t・・4）一去（銑β・ん＋銑β23・23・銑β・・ち4）2］

・［労｛！一（鍛β31・31＋鍛β・・’・・＋銑β34’・・）｝・壱］

×　［一　（t…一3’　B3　it3　i　＋　tt”’B23123　＋　ii・　￥一一43一　fi3，t34）　一　…3・〉一　（iYi　B3　，t3，　＋　t……3tp23t23　＋　？NKz…一43　tg3，13，）　2］

・脳一磯β・・婦鍛β》…鍛β詞｝・吉］

・［一（銃β・・’…愛野＋蜘・・’・・）一華慌β・1墨型β・・婦飴β轟）2］

・・［Z．Y．．fo．1．byi．．？．（1＋B，2ti，．，）・壱］［β、2ち2一壱鯛

・・［勢（1＋β23ら3）・去］［β、・ち3一ム鯛

・・1勢（1＋β・lt31）・封［晶一古β1、司

・・［肇（！÷β1・ち・）・畜〕「β1・ち・一吉鯛

・・［勢（1・βぬ）・壱1β・・ち・一壱鵤］

・・﨟i1　＋　P34t34）・雪1β・・’・・一吉鯛．　　　　　（28）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　in　order　to　obtain　the　unique　limit一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　？’vrr，一一kh　and　let　h　tend　to　infinity．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　of　t’i，一　than　the　second　order，　we



7　Configurational　Partition　Function　of　Quaternary　Systems

together　with

　　　　　　　　　　・一・11（極許㌦α・・房μ…μ譜身1…μズ・！l

　　　　　　　　　　　．λ、μ弓鞠1．λ661ざ・4・遊．2λ，、駈二＆・ざ・感・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6E．l　　　　　　　　　　　　　　　　　　al，．t　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a12　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ且3

　　　　　　　　　　　　＋2λ，、麹こざ込口糧＋2λ，、塩二駈些が強

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　014　　　　　　　　　　　　　　　　　　ift3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a13　024

　　　　　　　　　　　　＋2λ，6ざ些瓠撫二強＋2え12墾二墾趣二麹

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a34　　　　　　　　　　　　　　　　　　a13　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a13　a23

　　　　　　　　　　　　＋2え、、麹ゴ南江蜘＋2λ、、麹＝一ざ・・蜘二面

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　623　　　　　　　　　　　　　　　　　　a12　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σヨ4　　　　　　σ23

　　　　　　　　　　　　．2λ、、麹〔梅撫二墾．2λ1趣一幅ざ匠墾

　　　　　　　　　　　　　　　　　　a23　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a24　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aL）3　a34

　　　　　　　　　　　　＋2え、4撫二駈撫二瓶2λ、、祉X・・聖蚤・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g14　　　　　　　　　　　　　　　　　　a12　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ髪2　　　　　　σ24

　　　　　　　　　　　　．2、、、ざ・二麹祉X…＋22、、撫二丁遇に麹

　　　　　　　　　　　　　　　　　　び12　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　び34

　　　　　　　　　　　　＋2λ、、ざ虹駈梅二．麹・繊6

　　　　　　　　　　　　　　　　　　a14　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a34

　　　Now　we　can　obtain
that　g（［A”，1，［X，，］）　is　different

ω1 i1瓦・ゴ｝）

di仔erence　betveenω’（｛瓦・ゴD　and

is　to　be　selected　to　satisfy　（4），

i．s　［exp（一ψ）コz／2　aside

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（｛〈ろ・｝，｛瓦・ゴ｝）

where　c，　is　a　constant　determined

satisfy　（4）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・51《落

together　with　9＝IRI，　defining　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r　f，sl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2＝1　2，，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！λ4監

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1ズ、1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K　lai

Using　（34），　we　have　the　partition

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo
　　　　　　　　　　　　　　　　　o，一ssssSSg’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一G心

The　integration　of　（36）　can　be

we　can　carry　it　out　easily　as

from　the　sign　of　the　integrati

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ji4　024
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ざa壬．．．π．麹蜘．．．1一一．．．．ぎ呂．斗

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　024　a34

　　　　　　　　　　　　the　asymptotic　expressioR　of　．g（［A’i］，　IXiA）　（3）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　from　tu’（［Xi，・i）　（6）　by　a　certain

is　connected　with　w（［Xi．i）　by　（23），　where　we　see　that　there　i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　to（［Xi，・］），　in　addition　lz（［Nil）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　we　know　that　the　essential　part　of

　　　　　　　　　　from　various　constants　and　therefore　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　諦2幽瓦，・・eX・（＿ζ．の　　2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　so　that　the　integratioR　of

133

　　　　　constant

　　　　　　ls　a　constant

is　a　constant　which
　　　　　9（｛　Ar，　｝，　［XiB）

　　　　（33）

Recalling

　　　　　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3tl）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　exp（一；（P）　may

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Zl一）Gi：’aiz，a23a3］ai4a24a342rmii2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　following　matrix　（see　Appendix　2）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll　f，　，1　IG　N　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Rt3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　212　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　え14

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2il　？，1，5　zl　4　iLl，　？，Sg．　，i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l銑：雛ll一．　　（35）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1：，r）　Zr）6　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2i，3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R：．，4　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　えb2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ62λ。、λ…、，λ66／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　function　having　an　integration　form　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（｛AI，｝，　｛Afi，・｝）・xp（一三・）｛棚．　　（36）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　obtal．ned　by　elementary　calculus　in　principle，　but

　　　　　　　　　　　　　　　　　follows．　Rewriting　（36）　with　ti，・，　we　can　pull　out

exp｛　一（一Yi　2wi2　“一　X123zv23　一t一　L“kiih　i　zv3i　一t一　IYi　4zvi4　十　tt24zv24　十　tts4zv34）／1e　T一　E．／1e　T｝　（37）

　　　　　　　　　　integration　and　then　remaining　terms　in　the　exponent　are
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一号［λ，，tLt、＋λ，齢λ、、tl，＋え、4ti’、　一Y　7，　［，・t；、＋R6etl．t＋2λ・・ち2ち3＋2λa・ち3ち4

　“
　十2λ25ち3ち4十2，），L，Lt13t34十2λ12ち3’23－y2λi3ti2t23十2R，4ち4t23十2え1it23t24

　十2λiet23t34十2Z34tmち4十2λ3ちぢ2’24÷2R3eti2t34十224　f，ち4t24十2λ，しちgt34

　一一　2λiLt24t34十2t12γlL，十2t237’23十2t31r31÷2ti4γ且4十2t　L，4γ・24　’L－2t347’34］， （38）

where

　　　　　　　　　　　　・、2一㍗夢ゲ，…一癖ゲー・3聖轡一24一雛ゲ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γ31一響タ・nd　7・4一雛歩．

The　igtegratioR　of　（36）　is　g．iven　by　the　following　formula3’：

　　　　　　　　　・・∫ニ…・Se・・（　　ft一　Z　2i．fxix」　　i，ノ）・xp（・写βの▽・・F・・p（尋・’・β・β・）

together　with

（39）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　え＝｛ん｝，　λ”i　・．｛αゴゴ｝

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C．＝121i／？／（zi／L）n　．

For　writlng　down　the　resuit　of　the　integration　correctiy，　it　is　convenient　to　display

the　inverse　matrix　having　ri，・　in　piace　of　ti，一　at　the　fringe　of　it：

　　　　r23

r23　／1ii

γ131　λ2蓋

　　…
γ12…λ3歪
ri4　ii　A4i

r・24「λ、且

r34　K　z6，

ri3

292

7，22

Jl　32

242

／i2

162

r12

1，3

223

133

143

え53

263

r14

214

ズ24

134

144

7，　s4

え64

r24

Z15

7，　2s

23s

Rls

Rss

R6：）

r34

7，16　X－1

7．26　’

13e　1

146　i

え、6「

2，6ノ

Thus　we　have，　bringing　（37）　together，

　　　　　　　　　Q・一儲礁嚇，・xp｛一（X，・…2＋X・…23・X31z・v31＋淫1・・1・＋X・・・…

＋　X3　‘tv34）／kT一　E．　／k　T　｝exp　［一gt一　｛　cr　i　lr　〉’3　＋　cr22r　Zi　＋　a33r？2　＋　cr44rk　＋　assr；4

十a66rZ4十2cr217’23r13十2a31r23r12十2a“r23r14十2crslr237’24十‘7“cr61r23r34

＋2a32r13r12÷2a42r13r14＋2as2r13？’24＋2cr62r131’34＋2cr43r12ri4

・…3…γ・・＋…3・1・γ・・＋…4・14…＋・…γ…31＋・・轟…｝］

（40）

（41）

where　exi；s　are　elements　of　the　inverse　matrix．　For　instance，　introducing　the

fraction　qi＝Ni／Ar，　they　are　given　by

　　　　　　　　　　　　偽・螺a12一・（1；廓！・評

　　　　　　　　　　　　勉一灘一一癬1｝（弾齋（42）

From　（41），　by　use　of　（20），　（21）　（39）　and　（42），　we　have　the　free　energy　of　mixing：
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Fc／NleT＝＝　qi　log　qi　十q2　log　g2÷g3　log　op3十　g4　log　q4　十　ptH（3gi　十　q2　一q3一　t“；g4）／1eT

　十＠1ψ2zv12十ψ20ρ3w23十｛03SOIzv31÷9194w14十ψ2ψ4ZV24十ψ3ψ♂θ3．墨）／1e　T

一卿§（1＋望1．窯望淫　　2g）2go　3）孟謬ゼψ§ψ1（1＋傷謡うを欝rψ畷！＋努亀舞）2舞2

一卿1（1＋敷土塾　　2qi94）。爵、一卿1（1＋鶴爵）乏絡ゼψ1ψ1（1＋努款）誰張

一・編（　　　　！1　m　；’g”：”””’　　　2go．）舞L・・副1一轟霧一・・1・・卿・雛

一・卿・（　　　　11－　　　2ca　z’）舞L…蝋1一ゑ）欝￥一・・1・…（1一盛1）雛

一・卿・（　　　　11　一　．．一　一：一一一　　　2q，）纂一饗一・・1一雛・一・・1・1・・（1－2哉）雛

一・幅（　　　11　一　；；・・：・・一一一一一　　29，）雛一…卿・（1一毒野饗蜘・・聯雛4

一・幅（　　　　11　一　一th一：…一　　　294）雛一・｛c）姻レ野砲舞畑・・1（1一耀畿（43）

Appendix　1

　　　When　we　differentiate　（7）　with　respect　to　y，　multiply　it　by　（8），　（9）　and　（10）

side　by　side，　divided　by　（17）　side　by　side，　and　use　the　the　conditions　（11），　（12），

（13），　we　have　at　the　right　hand　side

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ爵織鯉理物…西　　　（A・・）

This　is　to　be　equal　to　the　coeficient　of　the　term　x”iy”L’un’zt‘V3vN’i　in　the　multinomial

expansion　of　the　’ieft　side　obtained　at　that　time：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　繍畦畔罵．　　　　（A・・）

Thus　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x，，＝f・IY．．x．　f．！，Y．一2一．　（A．3）

Similarly　others　are　obtained　by　changing　subscripts　cycl．ically．

　　　On　the　other　hand，　taking　the　logarithm　of　（17）　and　differentiating　it　with

respect　to　zV，i．i　and　ki，　making　them　zero，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ラ
　　　　　　　　　　　（X12十々1）（X23一ん1十1｛2）（X34一々1十ん2一々δ）＝〈Xll十1｛，十h3）BC，

　　　　　　　　　　　（Xi3一　leユ閃々2＞（X34－lei十le2一　le3＞＝（X24　一　le2）C

and　　　　（X，3－les）（X34－lei＋le2　一　les）＝（Xl、＋々，＋le、＞C，

where　we　put　as　fo正lows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　／1＝：（N1一　X12一　Xl　3一　xri4），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　。8＝（N，一Xl　2－F々聖一X23－X24＞，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　c＝（！＞G－x23＋le、一le2一．Y13＋k、一x3、）

and　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1）＝（N，一X34一　Xl　4　一　XL，4）。

Xi2（Xi2－lei）　：A．B，

Xi　3（Xa　3　’　led）　x　AC，

Xi4（X，，＋le，＋le，）　：AD，

X23（X23一　le　i　十　le2）　＝　BC，

x24（x24一ん2＞篇BI），

X34（X34　一　le　i　十　le2　一　le3）　＝　CD

／

’1

（A．　4．　a）

（A．　4．　b）
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　　　When　we　slove　these　simultaneous　equations，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tt，，，＝1．）tr！．．］i．〈｝．！．Y．．2．　（A．　s）

and　others　changed　subsclipts　cyclicaliy　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鳥瓢O　　i＝1．，2，3　　　　　　　　　　　　　　　　（A．6）

lf　we　substitute　（A．6）　into　（A．4．a），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　Xr，，　＝　（AI，　一　X，2一　i￥，3一　X，，）（All，，　一　X，2一　X，　，；　一　X，，，）

　　　　　　　　　　　　　　X：，＝（Al，一X，2－X，3－X，，）（N，一X，3－X23－X34）

　　　　　　　　　　　　　　Xk　＝　（Al’，　一　X，　，，　一　X，3一　X，，）（N，　一　X，4一　X2，一　X34）

　　　　　　　　　　　　　　！Xf　tr，　＝　（N，　一　X，，　一　kY，），　一　X，，）（IV3　一　X，　，　一　X，3　一　X3，）

　　　　　　　　　　　　　　．Y　l汗（N，一iXI　2一　X23一　X24）（N，一XズX24－X34）

an　cl　Xh’　，t＝（IVs－Xi　，s－X23一　X34）（N4－Xi4一　X2　，i　e　X－64）　．　（A・　6）

These　simultaneous　eqliatj．ons　are　also　derived　fi一’om　（18b）．　Apparently　frorn　these

we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　期響　　　　　 （A．5）

and　so　on．　Thus　if　we　take　the　most　probable　value　as　the　mean　value，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ蒙7灘恥し雪デ畿1辮　　　（A・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Appendix　2

The　determinaRt　of　matrix　a　is　given　exp！icitiy　by

　　　l咲ぎ）6（1＋勉±塾　　9296）（・＋鴇14）（1＋血忌）（1＋矯）（・・糠1う

　　　　　　　　　　i（9、＋9、）2

　　　　　　　　　　ミ
　　　　　　　　　　i　gi92
・（！＋望1＋92　　　9，94）囲r・

　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　「　ρ3甲4
　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　｝　9294

一（1）6（・＋腰

・（！＋腰当，、，、

　　　　　　0

・q鴎）5｛・＋贈

　　［（s・a＋9i）29・9・

　　i㌍，9、（9i＋9，）2
　　ミ

　Xi　ρ3¢4　　9294
　　　
　　1　　0　　　　9i94
　　1
　　19・，9、　　o

一（告・・徽4

　×
　　　　　　SPa94

　9i92
（SPa＋　so　，）2

　9293

　9ti94

　　0

　gpiso4

　　　）　（1　＋　S’！！一一一s2，／il．　IliE，294）　（1　＋　E，

）（・＋免且＋ρ物理．

Some　of　the　minor　determinants　are

　9！93

　9293
（9i＋92）2

　9294

　9i94
　　0

磐3＋9A
SPlSD2

）　5｛，　m，一　e．　？．t／，一1．　iil．i　Ai，　4］　（i　一t一　g・　i一一tli・1・li－tt一　一　］・e）　（

｛1＋懸｝23醐・1（・・鋤）・

　　　　0　　　　弧～04

　　　9，94　O
　　　～02～ごブ4　　　　　　　9♪1～04

　　（9．，＋94）2　9i92

　　　9i92　（92＋g，）2

　　　SO　i　SP3　SO2SD3

）（1＋望a再刊　　9i94）

　｛02SD4

　SPi904

　　0

　Sl）iSO3

　P293
（93＋g，）2

｝｛1＋盛土望窪　　　9i92｝｛1＋矯｝｛！＋㌦壽詮｝｛・・繋｝

　　　9，9、　　0　　9、9、　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　9294　ρ、94　　0　i
　　（9J十9’4）・9、92　9．，93　i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　9、92　（92＋ρ4＞2　s・2eo　3

　　　9i93　ρ29s　（93＋94）2

・・ ｸ1＋噺｝｛！＋繋｝
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　　　　　0（1）一ω5｛・・織謝ψ｛・＋鴇㍗｝｛1・鴇塗｝｛・・㌦鶉

　　　　　　・｛1＋聯｝｛1÷望謝／2←・）2・卿1卿1（蟻）

　　　　　D（ll一（む）「）｛！＋繰謬｝｛・＋縁φ㍗｝｛！＋糠㍗｝｛・傷認2｝
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