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北海道大学工学部研究報告

第89号（昭和53年）

Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering，

　　Hokkaido　University，　No．　89　（1978＞

軸継手を有する回転軸の横振動

土肥　修＊大桃光晴＊＊
　　（昭和53年3月31日受理）

Lateral　Vibration　of　Rotational　Shaft　with　Coupling

Osamu　Doi　Mitsuharu　OHMoMo
　　　（Received　March　31，　1978）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　The　authors　have　analyzed　the　lateral　vibration　of　a　shaft－disk　system　with　a　flexible

coupling．　First　the　critieal　speeds　and　modes　of　vibration　were　obtained　ln　consideration

to　the　distributed　mass　of　shaft，　gyromoment　and　supporting　condition．　T｝ien　the　ampli－

tude　of　the　forced　vibration　arising　from　an　unbalanced　mass　was　introduced．　The

results　of　the　analysis　are　as　follows．

　　（1）　ln　a　symmetric　set　of　coupling，　two　modes　of　vibration　are　present．　One　is

affected　by　the　shear　rigidity　of　the　coupling　and　the　other　is　affected　by　the　flexual

rigidity．

　　（2）　ln　an　unsymmetric　set，　the　first　critical　speed　is　higher　than　that　of　symmetric

set．

　　（3）　ln　forced　vibration　with　an　unbalanced　mass　of　coupling，　the　critical　speed

without　resonance　may　exist　for　a　certain　phase　angle　of　unbalanced　mass　and　for

a　small　or　no　damping　of　coupling．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Lはしがき

　　軸継手にも種々あるが，中でもゴム軸継手は偏心，偏角の許容値が他にくらべて大きいので

組立てが容易であり，振動，衝撃の吸収効菓が大きいなどの利点を有し，欠点とされていた耐久

性についても改善せられ広く使用されている。

　　機械の性能と効率の向上，小型化，高速化に伴い危険速度が問題となり，ゴム軸継手を有す

る軸系の振動の解析は重要な課題であるが，従来，ねじり振動については考慮されながら，横振

動についてはあまり配慮されていなかった。これはゴム軸継手が，横振動について殆んど考慮す

る必要のない低速域の使用に限られていたからである。

　　本論文は，ゴム軸継手の持つ特性とジャイロ効果，軸の分布質量，支持条件を考慮して，圓

転軸系の横振動に関する理論解析を行い，ゴム軸継手が回転軸系の動特性に与える影響を明らか

にしたものである。

＊　機械設計学講座

＊＊@（－株）石川島播磨璽工業
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　　　　　　　　　　　　記号の定義

軸継手の質量の1／2　　　　　　　　ρ　　：軸の密度

軸の断面2次モーメント　　　　　　A　　：軸の断面積

軸の縦弾性係数　　　　　　　　　　0　　：軸の回転角速度

軸継手フランジ部片側の重心を通る回転軸まわりの慣性モーメント

軸継手フランジ部片側の重心を通り回転軸に垂直な軸まわりの慣性モーメント

系の固有振動数

軸と軸継手の質量比

みの無次元量：

」の無次元：量

軸継手の曲げ剛性の無次元量

軸継手の勇断剛性の無次元量

軸継手取付け位置の無次元量

支持端の曲げ剛性の無次元量

λ2　　　支持端の勇断剛性の無次元量

9　　　θの無次元量

ω　　　Pの無次元量

W　　　軸の振動振幅の無次元量：

δ1，δ2：　フランジ重心の偏心量：

ψ　　　左右フランジ重心の位相角

W　　　変位の複素数表示

　　　　　　　　　　　　　　　　　2．　自　由振動

　2．1　基　礎　式

　　図一1のように軸継手をはさみ，左右軸支持端01，02を原点とする静止座標系を，左側をXl，

y、，2、右側をX2，Y2，X2とする。2、，Z2軸は軸の偏心やたわみのないときの回転軸中心線に一致

する。理論解析にあたり，（1）軸のねじり変形と曲げ変形は互いに無関係に存在する，（2）軸力

（スラスト）と曲げ変形も無関係である，（3）軸及び軸継手に偏心がない，ものと仮定する。回転

軸のX」，Ψゴ（ju－1，2）方向変位成分‘C」（紛，　t），　yゴ（紛，　t）を複素数表示により，

Xl

三

X2

Yl

o， zt　zl　：1！　z2＝12　z2

Y2

02

図一1　座　標　系



3 軸継手を有する回転軸の横振動 45

　　　　　　　　　　　　　zσゴ＝紛＋勿ゴ　（ブ＝1，2，i＝V＝τ）　　　　　　　　（1）

軸の横振動方程式は

　　　　　　　　　　　　　　　傷匹一町∂誰ゴ　　　　　　（・）

一般解は

　　　　　　　wゴ＝（αゴsinん拷ゴー1－bゴcosん堵ゴ十。ゴsinhん堵ゴートdj　cosh　k驚ゴ）ei　■）t　　　　　　（3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　le＝＝Y－p’Armt2fEl

但し，αゴ，ゐゴ，6ゴ，ゐ＝任意定数

　2．2　境界条件
　　支持端の境界条件は…一般セこ固　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　倉

定三二轍持の中間にあると　　　　K”　2
考えられるので，両端弾性支持と

し，曲げモーメントに関するぽね
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　勇断力と偏心　　　　　　　　賜げモーーメントと偏角
定数K，，勢断力に関するぽね定
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　二一2　ゴム軸継手
数Hbを用い，　Zj＝0で

　　　　　　　　　　　　　　　　絵一難讐一・I

　　　　　　　　　　　　　　　　　W」一一鍔一　零鴛匿　一〇　∫　　　　　　　　　　　　　　　（4）

瓦→。。，H，一一・。。は固定支持，　K戸0，　H戸・。は単純支持である。軸継手の境界条件は図一2のタ

イヤ型ゴム勅継手の場合，勢断力と偏心，曲げモーメントと偏角の間に比例関係があると考えら

れるので，偏心のばね定数H，偏角のぽね定数Kを用い，物讐ちで

毒！鴛鱗撚磯船＋畿）｝（・）

　2．3　式の無次元化

　　式（3），（4），（5）から任意定数aゴ，あ，6ゴ，4ゴに関する係数行列式を0と置いて振動数方程式が

得られるが，その前に各量の無次元化を行う。まず，1，＋1，＝　21とし，自由端に質量Mを有する

長さ1の片持ばりの国有振動数．Poが，はりの質量を無視すれぽPo＝V3E〃Mズで表されること

を考慮して，

　　　・一去・・藷・・同署・階毒・腕一壷・・一藷・・一諜

　　　・一々翫・一与・、箋一謡・、三一｛蕩　　　　（・）

式（6＞の最後の2式によりK，，H〃の0～。。の変化を，κ2，22の0～1までの変化に置換えること

ができる。式（3），（4），（5）から任意定数に関する行列式の要素α，，、，、伽，n　・＝　1，　2，…，8）を無次元量で

示すと，

aii　＝＝　1，　ai2　＝　（1－rc2）　e　Vrrt　l　／1t’2，　ai3　＝　1，　ai4　＝　（1－rc2）　e　Vrrt　l　／rc2，　ais　＝　ai6＝　ai7　＝　ais　＝＝　O

a2i　＝　a22　＝　a23　＝　a24　＝　O，　a2s　＝＝　i，　a26　＝＝　（i　一　rc2）　e　V－ eTt　l　／rc2，　a27　＝　i，　a2s　＝：　（i　一　rc2）　E　VTTt　／rc2
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a3i＝一（1－22）　s3VYt）S’T／？L2，　a32　＝　1，　a33　＝（1－22）　e3　VT」TI　f22，　a34　＝1，　a3s＝a36＝　a37　＝＝　a3s　＝　O

α、、一a42　＝α、3一α、、＝＝　o，α、5”＝一（1一λ、）ε3　V’一ttl〆λ、，α、、；1，α、7識（1一λ、）ε3覇ω3｝／え、，　a4s　・！

asi　＝　（／i2w2一　ptigca　一　rc）　cos　T　c一　VM 堰fcaM’ 撃翌浴@一1一　（eVM，ti　／3）　sin　r　s　V’1－w　i

as2　＝　（一　th（ti2十　th9（ti　一t一　ti）　sin　r　c一　VTcb’1”　十　（EVM，v　1　／3）　cos　T　c一　V”ll，IJIu　l

as3　＝　（／t2e）2一　pti－O一　to　一　lt’）　cosh　T　E　Vrm mEtl／r　一　（eVfft　1　／3）　sinh　r　E　V－17（e　i

czs4＝（μ2ω2一μ1ρω一κ）sinhτεV飼「一（εV一短「／3）coshでεVT両一，　a55ニーκcos（2一τ）εV一両一』

as6　＝＝　，c　sin　（2－T）　EVI－a）’1”，　as7　＝：　一fc　cosh　（2－T）　eV”1’it一，F，　ass　＝　一lt’　sinh　（2－T）　eV－i－tl

a6i　＝　一　rc　cos　T　c一　V’ 窒iI’一　，　（i62　＝　rc　sin　T　e　VJt　1　，　a63　＝＝　一　rc　cosh　T　G　V　一1？tlJti　’ff　，　a64　＝　一　h’　sinh　T　E　V］’a，　JID　l

ct6s　＝　（pt2a）2　一　ptige）　一　rc）　cos　（2　一丁）　c　Vith．171　十　（eVr．’Y73）　sin　（2　一　T）　c一　Vn．　1

a66　”：　（　一　，u2（D2十　pti一（？（ti　十　ii）　sin　（2　一　T）　e　Vff．　1　十　（EVTJ’iwu／3）　cos　（2　一　T）　e　Vn．　1

α67＝（μ2ω2一μ1ρω一κ）cosh（2一τ）εVlth「一（εV｝Oj　l／3）sin｝ユ（2一τ）εV…π研

a6s　＝　（pt2（ti2一　ptie（t）　一　，E）　sinh　（2　一丁）　e　VTco　1　一　（E　V　1（ti　1　’／3）　cosh　（2　一丁）　s　V”．　I

a7i　”：　（一　（02÷　？・）　sin　T　e　V” 堰fi’1’　÷　（e3　VIE．IJg’1－3　1　／3）　cos　T　c一　Vl？，1］lti

a72　＝（ww　tu2十2）　cos　T　：一　Vn．1　一　（s3VM，v31　／3）　sin　T　s　V’］ww，b’1mm

‘z73＝（一ω2十λ）sinhτεV… p石∫1…一（ε34画73）cos1ユτεV「帯「

a74　＝（一tu2十？L）　cosh　T　c一　V－堰|ca　l　一　（e3VTtiorm3mm’lum／3）　sinh　T　s　VJth，iL　a7s　＝　一？L　sin　（2－T）　s　V－ia．

a76　＝＝　一　2L　cos　（2－T）　e　V’ww戟fUJJ’nv　，　a77　＝　一2　sinh　（2－T）　s　Vmml’w’－，　a7s　＝　一2　cosh　（2－T）　．一V”1’iJr

cls1　＝：一λsinτε》一 ｯ一，α82鵠一えcosτε》fi．1『，α83＝一えsinhτε》価1，a84　＝一えcoshτεV．．’i2”　1－

czss　＝　（一　to2十　7L）　sin　（2　一　T）　e　V－ P2．IJI一）　1　十　（s3　VTdie’1一／3）　cos　（2　一　T）　e　Vn．　IH

as6　：”　〈ww　w2十2）　cos　（2－T）　eV　fol一　一　（E3VM．J3　f3）　sin　（2－T）　c－V　lw’］

as7　＝　（一　w2十　2）　sinh　（2　一　T）　eV］’T．　1”　一　（s3Vfi．31　／3）　cosh　（2　一　r）　EV’1’to－1

α88＝（一ω2十λ）cosh（2一τ）εV一 諱u一（ε3VT■9’「／3）sinh（2一τ）ε4了瀞丁一　　　　　　　　　　　　　　（7）

　　［α。、，」＝0から系の固有振動数が求まる。特に危険速度を求める場合にはρ＝ωと置けばよい。

　2．4計算と結果
　　計算例は次に示す諸元を有する軸及び継手について各無次元量の値を求め，次にそれらの値

を変化させて危険速度，振動モードの検討を行った。

　　M　＝　5．1　×　10－5　kg　sec2／mm，　Jp　＝　4．3　×　10－2　kg　mm　sec2，　」＝　2．7×　10－2　kg　mm　sec2

　　K　＝　9．55　×　103　kg　mmfrad，　H　＝＝　20．0　kg／mm，　d　＝＝　10　mm，　1　＝：　500　mm

　　　p　＝＝　8．08×10unie　kg　secZfmm4，　E　＝＝　2．！×！04　1〈gfmm2

各無次元量：は，

　　　　　　　　　　／i　＝　O．618，　Ati　＝　O．00337，　Lt2　＝　O．1544，　7，　＝　80．84

　　まずジャイ・モーメントは，回転速度がさほど高くなく，μ、の値も小さいので三次以上の高

次の危険速度にしか影響していない。

　　次に，両端が固定（κ2＝・？、2＝1＞で軸継手を中央に取付けた場合κ，7．が危険速度に及ぼす影響

は図一3のように，κに対して変化しない危険速度と，λについて変化しない危険速度がある。こ

れは，軸継手のぽね定数K，Hが同時に影響するような危険速度が存在しない事を示している。

振動モードの結果が図一4で，（a）がえに無関係な振動，（b）がんに無関係な振動を示す。（a）の振

動モードは左右面対称で偏心がなく，そのためえに無関係となり，（b）では点対称のため偏角が
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ないのでκに無関係となる。

　　軸継手を非対称（τキ1）に取付けた場合，τが危険速度に及ぼす影響を図一5に示す。一次危

　　　　　　　　　　　　　　　険速度に関しては，τの増加に従って上昇するが極大値が存在

　　　　　　　　　　　　　　　し，二次危険速度については逆に降下してある点で極小となる。
tel　1噸

@　　　　　　　　　　　この傾向はκ，λを変化させても変らず，一次危険速度のみ考慮

　12　　　　　　　　　　　　　する限り，軸継手は非対称に取付ける方が有利なことを示す。
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次にτ＝1．3としてκ，λの危険速度に及ぼす影響を計算した結果が図一6，7である。図一6から，一

次危険速度だけについて言えば，κ＝0．2以下にしかその影響が現れない。実際には軸継手の偏角

に対する許容値を大きくするため，κの値は小さく，0．07～0．02の範囲にあるので，一次危険速

度を考慮するなら，κの値の大きな軸継手を用いる方がよい。図一7から，2の実用範囲が20～100

であるから，その間では一次，二次危険速度はほぼ一定であり，特に一次危険速度に関しては殆

んど影響がないことがわかる。

　　固定支持と弾性支持の差異を検討する。まず，弾性支持のぼね定｝rk　H・についてはほぼ無限

大と考えられるので？．2＝1とし，K，については図一8のような支持状態を考えて，　B点の傾き角

に対するぽね定数を求め，κ2＝09091を採用した。

　　図一9はκ2に対する危険速度で，κ2＝0，9以上なら固定支持と弾性支持との差は5％程度であ

ることがわかる。実際はκ2の値は図一8の計算値より大きいので，固定支持として解析しても差

支えないと考えられる。但し，図一8で，κ2の値はAB／BDの比だけで決り，　AB＝BI）でん2；0．5

となるから，大きなκ2の値を必要とする場合，支点の数を増すか，AB／BDの比を変えなけれれ

ぽならないが，K・の値がある程度大きくなるとκ2の値は殆んど変化しなくなる点に注意しなけ

れぽならない。図一leはん2＝O．9091とrc2　＝1，0が危険速度に及ぼす影響を比較したものであるが，

変化の傾向はほぼ一致している。

3．　強制振動

　3．1　理　論　式

　　一般に軸及び軸継手には不釣合質量があるが，この不釣合質

量が回転に伴い，起振力として作用する場合について検討する。

　　図一1の軸継手左右フランジ部重心の回転中心に対する偏心

量をδ1，δ2とし，偏心の位相は右フランジが左フランジに対して

回転方向にψだけ進んでいるとする（図一11参照）。偏心によって

y

　　　左フランジ
　　　　　重心　　ほ
右フうし。ψ

重心’
A

　　　　、
回転中心

図一11　重心の位相角

x

o

軸の受ける力は，Zl＝11でM㊧2δ1　exp（zet），　z2＝1，でM㊧2δ2　exp（葡彦＋ψ），さらにゴムの内部減衰

を考慮して，速度，角速度に比例した減衰力が働くものとし，減衰係数をCs，　Cmとすれば，粉＝ら

の境界条件は

一・轟（∂wゴ∂之ゴ）南岳｛（讐）e｝一E・鵠・＋K（砦＋鴇デ）・自認（砦・絵ノ）

M雀・一E・讐・＋恥一’w・）・緩（w・一w・）・M醐漣

　M犠一EZ讐・H（w・一w2）・熾簡一w2）・Me・・　e・翻　　　　（8＞

支持端の境界条件には式（4）を用いる。式（8）の境界条件を満足する式（2）の解は

　uリゴ＝（αゴsinん2ゴ十bゴcos　kzゴ十〇ゴsinh　kzゴ十dj　coshんz5）eigt，　k＝＝ま／ρA㊧2〆EI　　　　　　（9）

但しαゴ，あ，6ゴ，めは位相差を考慮して複素数とする。式（4），（8）に（9）を代入しての，∂ゴ，cゴ，　dj

から振幅が求まる。マトリックス表示を用い，αゴ，ろゴ，cゴ，　d」，（ブ＝1，2）を順に｛R。、　＋　is”b｝，（m＝1，

2，…，8）係数行列を［a。、，、＋ib。、，、1，伽，　n＝　1，2，…，8），定数項マトリックスを，｛f，、b＋ig．｝とする。

式（4），（8）に（9）を代入すれぽ，

　　　　　　　　　　　　　［α勘＋iゐ“、π］｛Rm＋i8，。〉＝｛㌦＋ig，。｝　　　　　　　（10）

　　　　　　　　　　　　　　　　　刀ちπ＝1，2，…，8
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さらに実部，虚部に分けたマ1・リックス表示を一本化すると

　　　　　　　　　　　　　　［1瑠璃）1｛急ト｛登1｝　　　　（・・）

ここで（砺，」は式（7＞でω鷹ρと置いた式に等しく，他については無次元量rf，，，＝砺ノ酒〃解，η，＝

08／ハ4Po，δ；δ2／δ1を用いて，

bii　”b2i＝＝　一7i／’7n一（？　cos　T　EV’ sL’1’，　bi2　＝b22　＝　xi’”b“（？　sin　r　sV　lk（2i　，　bi3　＝　b23＝　一rp．，，．（？　eosh　T　c－V　1．（21”

b、、一b、、一一η，、ρ・i・hτ・、／． �Cゐ、，・＝　b、、一一η、，、ρ・Q・（2一・）・，／「ρ1，ゐ1、一ゐ炉η。ρ・i・（2一・）・V’ゆ「

b17＝b、，；一η、，ρc・sh（2一・）・V… P◎1－，　bl，一ろ28一一η。、ρ・inh（2一・）・へ／笹らb，F吻、一η，ρsin・・、／｝ρ「

b32＝一b42＝　n’skO・　cos　T　eV　K）’1’，　b33＝＝　一b，i3＝‘p，s一（？　sinh　T　aV　ILti’1”，　b34＝　一b44＝＝　）7s．（？　cosh　T　eV　1’LQI’

b3s＝　ww　b4s　＝＝：　一　r2s一（？　sin　（2－T）　c一　s／　’ P：0’2　i ，　b36＝　一b46＝：　一ri’s．（？　cos　（2－T＞　sV’　1’LO．　i　’

b37＝：　一b47＝　ww　r／’s一（？　sinh　（2　一丁）　EV” P1（’？1　，　b3s＝　一b4s＝　一　7f’s一（？　cosh　（2－T）　EV　1．（21

b．，，．＝＝　O，　（m＝　5，　6，　7，　8，　n＝1，　2，　3，　・一・，　8），　．fl　＝fa＝：O，　fls＝92

，倉92δc・sψ，fS　一f6＝ノ｝一ノ9　・・O，9、一q．，一σ、＝0，σ、一ρ2δsinψ

g．r　＝　g6　：g7　＝＝　gs　＝　0

　3．2計算と結果

　　図一12はη購＝η、＝O．002，δ＝1として，

振幅Wと回転角速度．C？との関係をsb　xO，

π／2，πの場合について計算した結果であ

る。ψ篇π／2ではすべての危険速度で振幅が

ピークを示し，ψ＝0では一一次，黒次の危険

速度しか表れず，ψ＝πでは二次，四次の

危険速度しか表れないのは，振動モードと

不釣舎質董の位相藻との関係によるもので

ある。これは減衰が小さいか，ない場合

であって，減衰が大きくなるとψ＝0でも

二次，四次の危険速度が表れる。

　　　　　　4．　む　す　び

　　可擁軸継訴を：有するll証1転軸系の横振動

について理論解析を行い，次の点を明らか

にした。

　　（1）

しない振動が存在する。

　　（2）

　　（3）

相角により現れない危険速度が存在する。
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図一．一12 動振　幅

軸継手を対称に取付けた場合，軸継手の勇断剛姓が影響しない振動と，曲げ剛性が影響

軸継黍を非対称に取付けた場委穿は，対称の場合より　・次危険速度は上昇する。

不釣合質量による強制振動では，軸継手の減衰が小さいか又はない時，不釣合質量の位


