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北海道大学工学部研究報告

第89号（昭和53年）

Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering，

　　1÷lokkaido　University　No．　89　（1978）

組合せ入力関数による最適制御　悌1報）

システムとアルゴリズムの一一・般モデルー

大内　　東＊　宮腰昭男＊＊加地郁夫＊＊＊

　　　　　（艮召禾II　53年3月311ヨ受聚曼〉

Optimal　Control　by　Combinatorial　lnput　Functions

Azuma　O－ucm　Akio　MiyAKosHi　lkuo　KAJi
　　　　　　（Received　March　31，　1978）

　　Let　2’　be　an　arbitrary　dynamical　system，　T　a　set　of　control　times，　T＝｛to，　ti，一・・，tN｝

a　finite　set　of　control　switching　time，　Ut　a　finite　set　of　admissible　control　funct‘ion

available　in　a　control　time　period　of　Tt＝’（ti－b　ti］．

　　The　problem　here　is　to　obtain　the　sequences　of　coRtrol　functions　for　the　system　”〉”

which　minimizes　the　objective　function　subject　in　the　presence　of　certain　constraints．

This　problem　is　a　sequentia｝　decision　process　with　a　finite　decision　set．

　　We　give　a　general　model　for　the　system　and　algorithm．

1．　まえがき

　　動的システムXに対して制御時間集合丁，門内の有限個の制御切り換え時刻集合τ＝＝｛t。，　tl，

…，凝｝，時間区間鱈＝偽一1，　ti］において使用可能な入力関数の有限集合鶏が与えられたとき，　to

からt　AT　rkでの評価関数を最小にする最適制御問題を考える。すなわち，各るにおいて（傷臨」

における制御入力関数を有限個の組の中から1つ選択し，考察期間Tにおける評価関数を最小

にする入力関数列を決定する問題である。本報告はこの問題の．一tt一般モデルとアルゴリズムについ

て述べている。アルゴリズムはこの問題が有限決定集合からなる逐次決定過程であることに注目

し，分枝限定法を適用している。本モデルは孟乞における決定がtoからtt－1までの入力関数列の

型に依存する場合も含み動的計画法の適用では効率の良いアルゴリズムは得られない。また，

各瑠こおいて使用可能な入力関数を有限個に制限することによって，現実的なモデルとなって

いる。

2．　諸　定　義1）

　　動的システムig　2’＝〈T，　X，　U，9，φ〉と表わす。ただし，　T⊂Rは制御時間集合，　X⊂Rnは

状態集合，σ⊂R’nは入力値集合，9＝｛ωIT一・σ｝は許容入力関数の集合，　g：T×TxX×9一一．X

は状態遷移関数である。すなわち，時刻妊丁に状態V（t）∈Xにあるシステムは許容入力関数

ωeρのもとで時刻〆≧辞ことる状態x（〆）は，x（〆）・g（t’；t，x，ω〉∈Xと表わされる。
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　　Σに対する制御情報を1”＝〈t，ω0，U，　XO，　Xf，3　T，々0＞と表わす。ただし，τ　・｛to，…，tN｝，　t，　E　T，

i＝0，…，Nは制御切り換え時刻の有限集合で’o，伽はそれぞれ制御開始時刻および制御終了時刻

である。τによりTはN分割される。すなわち，U鎧銑＝T，　T・　A　Tゴ＝ip，醤ブ，銑＝（t・i－1，司，

i＝1，…，N。一般に関数ノ：T一一・　Uに対して，その定義域をTから（t，〆」に制限して得られる関数

をセグメントと呼び，プ～t，、’］：〈t，〆】ft　T－Uで表わす。特に定義域を偽に制限したセグメントを

ゐ：Ti．∩T一・　Uと表わす。ωo∈ρは時刻toまでに使用していた入力関数である。

　　llはTi　vこおいて使用可能な入力関数のセグメントの有限集合をtL＝｛副広Tt∩T一・び，

Uξ9｝とするとき，U＝U1×U2×…×UA・である。馬の濃度を隆1＝ll．・i．で表わす。　U々，恥＋1，…，鶏

から順に1個ずつ要素をえらび，これを連接して得られるセ

グメントの系列をAA，1で表わす。　dkl＝｛砺砺＋1…副晩∈筑乞，

仁ゐ，…，1｝，k，1＝1，…，　N。　dklの長さ臨』をδ∈4漁こ含まれ

るセグメントの個数で定義する。δ∈dk、．に対してiゴ凹くN

のときδを部分政策，14訓＝Nのとき単に政策という。特

tl■　Aiゴを4ゴ，」（」＋ユwを場と略記する。　d＝Ui，4　di」とおく

（Fig。、1参照）。

ド　　　へ　　　　　ア　へへ　ヘヨ
　　　　　　　　　　　　　　1　　　△（‘）　　1　△‘‘）1
トーT－n一一一丁一一一トー一一r一一

to　　tt　　t2　　　　t‘幽｛　　　t‘　　　　tH　　ttt

Fig．　1．　Illustration　for　しli，

　　　　」（のand」（の．

　　Xo∈Xは彦。におけるΣの初期状態，　X∬∈Xは伽におけるΣの最終状態の集合である。

　　π：T×X×（XT）×U－Rはコスト関数で（XT）は関数！：T－Xの全体が作る集合である。

」（〆，X（t’），δ，ちX（‘））≡π（t’，　X（t’），φ（t，t’］（・；ち亀δ），δ）とおくと」はΣhlN　X（t）からX（t’）に遷移したと

きの制御コストである。以後簡単のため時刻ti・ilこおける状態v（ti）をCiと略記する。最後にん。は

Σの初期コストとする。

　　Σの最適制御問題．Pを「．Σに対して「が与えられたとき，　Ui∈馬の系列からなる政策δ∈d

で，δ∈9かつ」（tN，5eN，δ，　to，　Xo）を最小にするδを求める問題」と定義する。孟斥丁において1つ

のUi∈1工iを選択することは1つの決定であり，　Uiが有限集合であるからこの問題は有限決定集

合からなるN段決定問題である。

3．最適政を求めるアルゴリズム

　　問題1）は次のようにして解くことができる。「時刻toより始めて，　S・　t，毎に1つのセグメ

ントUi∈塩を選択し，これらを連接して得られる部分政策δ’∈Aを構成し，　to≦t≦糟こ対して

δノ（”）∈U，　X（t）＝g（ち診。，X，δり∈Xを調べる。これらの条件を満すδtのみを残し，加島でVN∈Xi，1

となる政策δ∈dで，」（t、V，　X、V，δ，　to，　XO）を最小にするδ＊を見い出す。この手続きは有限回で終了

する。」

　　上述の解法を効率よく行うために分枝限定法2）・3＞・4）によりアルゴリズムを構成する。以下の

記号を定義する。

　　A（Vi）＝〈δ∈Al（g（t，；to，　x，δ〉＝．ri）〈（露ωξXδω∈σ，　te≦t≦診∂｝は時刻翫でViとなる実行可能

部分政策の集合，

　　4②瓢σ啄超（婦は時刻tiまでの実行可能部分政策の集合，

　　d（N）＝U・　．．Exfi　d（v〃）は実行可能三寸の集合，

　　A＊＝｛δ＊∈d（N＞iJ（tN，　lzrN，δ＊，　to，　Xo）≦」（tAr，　JCN，δ，’o，　Xo），「δ∈d（N）｝は最適政策の集合，　．

　　とする。以後」』＊藁」（醜伽，δ＊，to，　Xo），　vδ＊∈d＊とおく。

　　分枝限定法は緩和と推測から構成される。すなわち，原問題の制約条件を緩和してより易し

い問題（これを部分問題という）を考え，部分問題を逐次に解いて原問題の最適政策を推測し，
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最適政策を含まないことが判明した政策の集合を捨てていくことにより最終的に凍問題の最適政

策を商い出す。

　3．1　問題の緩和

　　X，Xl，，σ，　Uめ拡張集合文⊃X，文⊃文■ア⊃X刀，σ⊃U，ρ⊃蓑⊃簑を考える。これに伴いgゐ

定義域も自然に拡張し，g：T×T×X×9－Xとして，これらの拡張集合の上でオμ，　d，　d（Vi），

ゴω，d（N），∠iを前と同様に定義する。また新たにXω，　i＝1，2，…，N－1を定義する。

　　x（i）…｛δ・貨繍・幅δ）・編（・憾δω・伽〈t≦酬翻（N），・・’・A（i））｝

　　X④はδ’∈」⑦にδを連接して得られる政策δ’δが拡張集合の上で実行可能となるti以後の

部分政策の集合である。

　　　　　　　　　　　　　　X一　｛fi　＝　6teTititEA（i），　6’GX（i＞｝

とする。

　　下限関数1を1：T×X×（XT＞xU－Rであり

　　　　　　．・（t’，　；v（t’），　6，　t’，　a）（t））≡・（ゆ（幅門（…廟δ），ち〆・T

とおくとき

　　　　　　　　　五（ゆ爾4期≦・（t・，・・v（’汚航μω）・憾

を満す実数値関数とする。簡単のため下限値を1（δ）と略記することがある。

上限関数hをh：T×X×Xi’×U一一Rであり，

H（tノ，x（～ゾ），δ，　t，　x（t）〉蛾（t・，・・（t’），・9・t，t’・（・・ち励δ）

とおくとき

H（t’，　v（d’），　6，　1’，　‘r（t））≦・（tt，　」c（・幽砿ω）・・δ・蝋・・…

を満す実数有藪関数とする。

　　通常は上限関数としてコスト関数を使用し，問題を解く過程で得られる実行可能政策をコス

ト関数に代天して決まる値を最適政策のコスト」＊の上限値として用いることが多い。この上限

値をKとする。K≦」＊。

　3．2　推　　　測

　　部分政策δf∈ゴωとδ∈λ：（i）を連接して得られる政策δ漏δノδを用いて，δノが最：適政策のセグ

メントとなり得るか否かを判定するのが推測で
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Att）ある。

　　：補助定理1．　コストによる推測

　　　　L（tA，，　：C）V，　O，　tO）　UO）〉κδ一6・5，

　　　　　　×δノ∈A（の，vδE・X：（の　　　　　　（1）

ならぽ（δノ・〉藍A＊。

　　補助定理2．状態による推測

嘱儲δ）eZ’（NP一二

　　×δノ∈A（の，IXti∈X（i）

気。

ω1≦、　　一　　　　七　　　　　　　　　　！　　　　　　　　　！　　　　1

kヒニ函・　　、

1　　　　　　　『噂「

1　　　　　　　　　　【
P　　　　　　　　　　　【

P　　　　　　　　　　【

@　　　　｝ 亡

to　tt　ti一　tS　ti＋S　tpt

Fig．　2．　An　Exampie　for　fathom

　　　　of　state．
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ならぽ（δノ・）¢A（N）（Fig．2参照）。

　　補助定理1はδ！にδ’を連接した政策δ篇δ’δに対して（1）式が成立すれぽδ’が最適政策のセ

グメントにはなり得ないことを示す。また補助定理2はこの条件が成立すれぽδ’が実行可能政

策のセグメントにはならないことを示す。証明はいずれもδがもとの集合を含む拡張集合の上で

定義されていることから明らかである。

　3．3　アルゴリズム

　　ステップ1．A（0）一ωo，」＊一∞，　A＊・一φとセッFする。

　　ステップ2．妬にδ∈X（1）を連接して政策δ＝ωGδをつくる。推測によりδ∈Xを調べる。

　　　　　　　　δ∈Xなら下限値1（δ）を計算してωoとしB（ωo）をリストへ記憶し，ステップ3

　　　　　　　　へ。磁Xならぽ実行可能政策はない。終了。

　　ステップ3．ゴキφならぽステップ4へ，ゴ繍φならステップ7へ。

　　ステップ4．リストの中から最小の下限値を持つδノを取り出す。δ！∈」㈲とする。取り明し

　　　　　　　　たδtとしB（δノ）はリストから消す。」＊〈LB（δノ）なら」＊が最小値であり，　A＊が

　　　　　　　　求める最適政策である。終了。」＊≧LB（δノ）ならD＝φとしてステップ5へ。

　　ステップ5．δ∈塀＋1－Dキφを1つえらび，D・一一｛δ｝JDとする。

　　ステップ5．　1．δ’にδとδ∈X（々＋1）を連接して政策δ寵δノδδをつくる。推測によりδ∈Xを

　　　　　　　　調べる。δ∈Xならば下限値1（δ）を計算しステップ5．2へ，δCXならステップ

　　　　　　　　5，3へ。

　　ステップ5．2．fe＋1識Nならぽステップ6を実行する。　k＋1＞Nならぽ1（δ）と」＊を比較し

　　　　　　　　て」＊＜1（δ）ならδ∈A（た＋1）としてδとしB（δ）をリストへ記憶する。ステップ

　　　　　　　　5．3へ。」＊＞1（δ）ならδやしB（δ）は記憶する必要がない。ステップ5．3へ。

　　ステップ5．3．II，＋rDキφならステップ5へ。恥＋・一D＝　Ofsらステップ3へ。

　　ステップ6．1（δ）＞」＊ならステップ5へ，1（δ）＜」＊なら」＊＝1（δ），A＊＝＝A＊U｛δ｝としてステッ

　　　　　　　　プ5へ。

　　ステップ7．Jr＊凱OOならぽ問題は実行可能政策を持たない。」＊〈○○ならぽd＊が求める最

　　　　　　　　適政策の集合である。終了。

　　補助定理1，2とτ，11が有限集合であることからアルゴリズムの有限性は明らかである。

　　定理

　　上述のアルゴリズムは有限回で終了する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　あ　と　が　き

　　本報告で与えたモデルとアルゴリズムの適用例として，原子’炉の最適炉停止問題を解いた。

この結果については機会を改めて報告したい。

　　終りに本研究に際し，御討議いただいたCORG研究会のメンバー，特に関口恭毅（北大経済

学部経営学），若林信夫（小樽商大管理科学），久保洋（北大大型計算センター）の各助教授に感謝

の意を表します。
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