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北1毎道大学田学都研り暮報告

第90ウ≡｝　（i．1召喚摘53勾乙）

Bulletin　of　the　Fae．ulty　of　Engineering，

　Iilokkaido　University，　No，　9．0　（1978）

エネルギー原理によるSurface－Preservingモードの安定性解析

本四利ク労　　鬼頭讐三史粥÷　加地郁夫幹ぐ鰭

　　　　　　（昭：和53年6月：30111i受理）

Stability　Analysis　of　Surface－Preserving’　Modes

　　　　　　　by　an　Energy　Princip｝e

”lroshihisa　lltloN“（A＊　Masafunii　1〈ITo＊：｛‘　and　ll〈Lio　1〈AJi＊：k’i：

　　　　　　　　（lltcceived　llune　3’O，　！978）

Abstract

　A　stal）ility　c．riterion．　fo．r　sur’face－preserving　．moclet　in　elosed－line　systeins　in　an　axisyn）inentrical

tor．（）idal　plasma　is　cleri．vecl　／from　an　energ　principle．　C｛’he　c．riterion　is　coniparecl　’with　a　crit．erlon

for　localizecl　niodes　of　plasma　’with　closed－line　field．　’il“here　exlsts　a　clisc，ontinuity　between

those　criteria．　The　stability　criterion　for　the　surfacie－preg．，erving　niodes　it．　representec］．　by

ell．ipti．c　qtiadratic　c，i．irves　f（）．r　toroidal　，pl．asirLias．

1．緒 言

　最近の電子計箪機による数偵解法の発展にともない，軸対称トPイダルプラズマの固有モード

の解析が行なわれているなかで，解析的な立場からも規準モード法を用いたsurface．preserving

モードと局所モード（Mercierモード）の解析が行なわれ，成長率が計算されている1）。この：解析

によると，s、wface・Preservlngモードは，磁知盤1上の磁力線が閉じているプラズマで生じ，局所

モードは，磁力線のシャーのあるプラズマで生じるモードである。そのため，円柱プラズマの立

場から，これらのモードを観察すると，前者は，h！1e－preservh19モード2・3）（純交換形モード4））

に，後者は，Suyclainモード2・s・のに対応していると推察される。さらに，磁力線のピヅチの一定

な円柱プラズマでは，純交換形モ・・一一ドとSしlydamモードの安定条件は異なることが解析されて

いるから4の，軸対称トロイダルプラズマでも岡様な安定条件の不一致性が認められると思われ

るQ

　一一方，プラズマの安定｛生解析の手法であるx・ネルギー原理を用いた解析では，Mercierモード

に対して解析されているがs），surface－preservingモードに対するエネルギー原理による解析は，

まだ，なされていないQそのため，本論文では，エネルギー原理の立場から，surface－1：）reserving

モードの安定条件を導出し，この安定条件とMercierの安定条件とを比較することにより，

対称い・イダルプラズマにおける安驚条件の不一致性および安定領域を調べることを繕：i的として
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いる。

　以下，第2章においては，軸対称卜uイダルブラズマのエネルギー原理を導出し，第3章で，

エネルギー原理を用いたsurface－preservingモードの解析を行い，安定条件をもとめる。第4章

では，Mercierモードとの相互関係および安定領域について調べ，その結果を，第5章において

まとめるQ

　　　　　　　　　　　　　　　　　2．　基礎方程式

　円柱座標（R，φ，Z）で記述した平衡時の軸讃称トロイダルプラズマの物理量は，ψに依存しな

いため，ポPイダル磁束関数ψ（R，Z）は，

　　　　　　　　　　　　　　　　　諺一RBu，雛詔B・

と定義される。ただし，磁束密度B＝（B．，Be，　Bz）。つぎに，関係式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7e　・7Z　＝＝　（｝

を満足する関数X（R，Z）は，ψ翫定数（磁気面），φ＝＝定数なる面に直交するX＝定数なる面を形

成するので，この様にして構成される座標系を磁束座標と称すると，この座標の線元素は，

　　　　　　　　　　　　　　　（ds）2＝h？（dQ）2＋hLl（dx）2＋h7，（d¢＞2　（2－1）

となる。

ただし，

　　　　　　　　　　　　h，一意・h・一ノB・，h・一R，　Bx－VIZil’t7i”｝

ノはやコビアン，Bxはポロイダル磁束密度である。

　また，平衡プラズマの軸対称性から，P＝P（ψ），／　・／（ψ）　＆1？Beとなるから，平衡方程式は，

　　　　　　　　　　　　　　　　　酷（ノBZ＞1＋〃裁一・　　　　（2…2）

となる。ここで，プライムは，ψに関する微分を示し，トlrイダル磁束密度Bφ，プラズマ圧力

P，Bx＝：Bz（ψ，　x），　R・（ψ，　x），ノ＝ノ（di，　x）である。

　この平衡方程式（2－2）のもとで，境界の固定したプラズマの安定性をエネルギー原理9）

　　　　　　　・骸訂姻ゆξ）瞬）1｝1・・ξ・・一・縛・（ノ・・．）・（盈個　 （2一・）

を用いて解析する。ただし，磁気面に垂直な単位ベクトル泥，導体壁上でi7・ξ＝0を満足する摂

動ベクトルξ，電流密度ノ、比熱比r，Q27×（ξxB）とする。摂動ベクトルのφに関するフ

ーリエ展開

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e＝：：glt（sb，　x）eiky‘　（2一一4）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k

を，モード数leに対してエネルギー原理（2－3）式に適用すると，

　　　　・嘱勲ノ［画Fξ導・脚（ノξ）一・瀞・膿・・μ・撃；F・・

　　　　　・1伽・岡ξ：｝脚ξ）・G（RBe『吾rη）・帯ζ》・噛μ…餐1（・副iξ・／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2一一5）

を得る。ここで，ξ漏R域ξψ，op　・（Balξx－Bzξe）／RBx，ζ＝（B、ξ，　＋　B，sξ。’）／RBz，　B2＝趨＋．縣，演算子

z），F，Gは，
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　　　　　　　　　　D一歩∂le・F一．協・喚・G一｝品一舵議

と定義し，ポロイダル曲率κψ，トロイダル曲率κ，，法線曲率κ、，は，

　　　　　　　　　　　・・’・＝5（ノBx）～h・・一B・R’，　r・・　＝　：　」1，（砺＋瑞・’）

ともとまる。また，摂動ベクトルの添字たは，省略している。さらに，：：ネルギー積分（2－5＞式

は，Goedbloe（l　lu）の（23）式のx，｝Y，　Zをノξ，∫RBφη／B2，　iRBzζ／B2で書き変えたものに等しい。

次節で，エネルギー積分（2－5＞式から，surface－preserving不安定性び）安定条件を調べるQ

　　　　　　　　　3．Surface・Preserving不安定性の安定条件

　磁気面．．しの磁力線が閉じているプラズマを考察するため，関数

　　　　　　　　　　　　　　・（ψ，z）・：・x・卜・卵ψ凋　　　　（・一1）

を定義す・・ここで，　・・／・IR・謙件・幻・（卿1・一…画・・足す・m　e・対・脚数卿，・）

は，Zに関する周期｛生をもつ。

　．：lr一ネルギー積分（2一一r））式は，

　　　　　　　　　　・嘱・燃F（ψ鴻甥1，ξ・器零叢二）　　（3－2）

と表わすことができるので，エネルギー積分（3－2）式のξ＊，η＊，踏に関するオイラー方程式は，

　　　　　　　　　　　　　　　Frか議F・：一・　　　（3一…：）

　　　　　　　　　　　　　　　　　瓦ド蕨恥＝〔〕　　　　　　（1－s一・3　b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　Fドみ季。　　　　　　　（‘｝　り，s一一，　i　e）

・な・・ここで湘側扁を孔F画因，鰭・脚鋤Fザ・脚ξ伽お・び

／㍉・，F，，1，　Fc・，　Fcfに対しても闇様であるQさらに，1党二Fζ糞＝0の条件を川いている。
　　　’f．’　”　7．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v／）　　　　亨
　（3－2）式のδ理の停留値を評佃1するオイラー方程式（3－3＞グ）解をもとめるため，微小パラメ

ータεを導入して摂動ξを

　　　　　　　　　　　　　　　　　　o．1g　一　（g，　rp，　g”）　一　‘p（sb，　x）　xEi（g一“i（sb，　x），　Tii（sb，　z），　ci（sb，　x））

　　　　　　　　i－o

（3…一tD

と展開する。以下の議論において，摂動のψに関する微分のオーダは，o（ε”1）と仮定する1）。

（｝－mtl）式をエネルギー積分（2－5）に代入し，εのべき数の等しい項に整理すると，

　　・匹・∫勲ノ［ぬ卵・卜礫臥葱・’鴎讐！鴬・可

　　　　　・・一拝噛・’〆磁レ…撫一囎・i・浮熟轡 （3－5）

となる。ただし．

　　　ん一濃，鳳瀧ξ’・ノ毒脇G一．惚・・幽・・一・’〉ξ・

　　　　　　　鳳・綴’・x・一ξ・∂るGl・ノ・）・ρ診吻・γ’一（・・7i・脚
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　一方，（3－4）式をオイラー方程式（3一一3）に代入し，ξ，，η∫，ζ’なる展開係数を決定する方程式系

を調べる。最初に，（3－3b＞と（3－3　c）式から，零次のオーダの方程式

から，（3－6）式を満足する解として

を考えると，（3－5）．式の展開項W．．　，）とW－1は，

となる。さらに，摂動（3－7）．式のもとで，（3－3）式の零次のオーダの方程式

から，解

　　　　　　　　　　　　籍・・藷一・

　　　　　　　　　　　　　　　g“o＝o

　　　　　　　　　w一・一つ醐（・P・画鵠1一・・

　　　　　　レレ＝・一π∫4ψ4zノ（rP＋B2）「誰（Ba＋z）9）＋c．c．］＝：・）

B2tA堰^／一9＋r2【）『霧望一（）＿　　　　　1「『霧2＋，2一一と（暢タ髪（＝）o）　＋1々　ノ（Is，，＋」〔）o）　一〇・

　　　額L・・雅吻・一・・護（！　み～Bz吾2η・｝＋…がζ・）一・

一a．一D．．1．．e．，，e

ax

（3．一の

（3－7）

（3一一8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－9．　）

が導出される。このとき，（3－7）式と（3－9）式から，Bo＝Co　・・　Do＝0となり，（3－5＞式0）展開項

WoとWiもまた
　　　　　　　　　　　1・V・一・S・edxノ［・・…B・i・＋饗1…い・碑］一・

　　　　　　　　　　w，一・∫磁ノ［B・（B・BI）・ぺ鐸塁αα・・脚｛・・司一・

となる。

　つづいて，（3－7）式と（3－9＞式の摂動0）もとで一一一次のオーーダの解析を行うと，（3－3a）式から，

一次のオーダの方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　β龍・・P鴛一・　　　　　　（・・一1・）

が得られ，解

　　　　　　　　　　　Xl－7蹟承一議召・ξ1・γノ畿）・鷺一・　　　（3一・1）

がもとまる。さらに，（3－3b）式から得られた一次のオーダの方程式∂玖／∂Z＝0に，（3－！1）を代入

すると，

　　　　　　　　　　　　　　　品｛済錦牒・議ξ・）｝一・　　　（3一・2）

を得る。（：・1一・12）式をZについて積分すると

　　　　　　　　　　　　　　　　．｝∂∂誕・融ξ1一γ謬2ブ（9）　　　（・…1・）

が得られるので，積分定数∫（ψ）は，（3－13）式をZについてもう一一度積分することから，

　　　　　　　　　　　　　　　f（ψ）．．鯉埜1些）＿書1　　　　（掛1zl）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　勲ノ（・P招WB・

ともとまる・ただ・，動（…）や・（…）で姐ξ1卿のみの［刻数であ・・
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　（3ヨ1）式と（3－！3）式の摂動に対し，（3－5＞式の展開項研2はつぎ4）ようになる。

16／’・一・s・e・・」［（・P・β・）lx，・ナ南（B・z・＋7糊）ず・，建鴇・牒Lイ

　　　　・㌢1激・鞭・・一・t）ξ・1噛匹・恐い・）｝納・・5幽ξ脚）

125

（3－！5）

ただし，

　　　z，一「議ξ・＋ノ旛

　　　　　　脚）誠ノ（，∴細1｛［El；副（麟）険1讐

　　　　　　　　　x［・幽・　・’極ア耀2｝・＋EF’　dzノ｛P’lt－b＋餐』（κρ一κ～〉｝（1誘）　　（3一…・L6）

　この結果，黒ネル一一積分（3－5）」・窺は，δW瓢ε2W齢θ（ε3＞と表わされるので，　W2グ）項が，

δWにおいて主要な項となるQそこで，W2の項の符号から，ゾラズマの安定性を調べると，そ

の符号は，磁気面ψ上のW（ψ）の符号のみに依存していることがわかる。その結果，任意の

ψの値に対して，W（ψ）が正のとき，かつ，そのときにかぎり，　W2は正となるため，　surface－

preserv｛ng不安定性の安定条件は，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1｝li（st））＞O　（3一一17）
となる。

　安定条件（3－17）式は，Schwarzの不等式を川いて変形することができる。すなわち，（346）

式の第一．・項の分母を，

　　　　　　　　　　　　動耀1一紙幅1一軍・・∫晶　　 （・一18）

と粛き変え，（3…1．8）式の第二項にSchwarzの不等式を適用すると，

　　　　　　　　　　動ノ耀≦動／・腰L［雛謝

となるQさらに，Schwarzの不等式を（3－i6＞式の分子にも同様に適用し，計舞すると，安定条
伯二　（3－17）　．鋤こ々ま，

　　　　　　　　　　　　　　　axZ　一F　Limry　十bvS’　一1一　2．cr．r十2fJy＞O　（3－19）

と与・えられるQただし，

x一
ﾍ・ぐ蔽〉ッー＜毒識＞a一・e〈毒〉ろ一∬・＜『錫碁＞

lz－1・’R・リA＞9尋蝉，／一書〃・

9急 ｭ幽〉＜画影1＞一∫〈π義〉・・
〈．〉．動《聖

　　　　　伽

　安定条件（3－19．）．式から，つぎのことが示される。

（D．　変数κ，y，　f，ノ～，駕，　rPを，各々，2／rx，σ／f，　f，1’，那，ρα2で置換すると，　Paoにより導技i

された安定条件に一致する4）。
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Be＝oとすると，　Spiesによりもとめられた安定条件に一致するli）。

　　　　　　　◇（饗〉｛Pぐ瀞〉＋〈ワ（ノ夙）1＼一ノBx／｝〉・

4，　安定条件の検討

6

4．1　Mercierの条件との関係

　安定条件（3－！9＞式とMercierにより導出された安定条件とび）相∬関係を調べる。　Mercierの

安定条件8）は，

　　　　　　　贋ノ〈画〉ぐ掃∴〉・〈IS2　．．．　一／　tcp　’x．R2Bi／　’X　RB；．／｝・詩》・　←4－！）

と表わされる。安定条件（4－Dに，さらに，磁力線び）閉じている条件（〈q7ノ〉一＞o）を適川す

ると，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　，g（h）」十ax）＞O　（4一一2）
となり，（3－／9）式と（4－2）式の安定条件は，互いに異なることがわかる。すなわち，最初から

磁力線の閉じたプラズマを考察した場含と，極限的に磁力線の閉じたものを考察したとき，安定

条件が一一致しないことが示された。この様な現象は，すでに，円形断面の円柱ブラズーvに対し指

適されている。そこで，安定条件（3－！9）と（4－2）式を円柱プラズマに適川した時，すでに知ら

れている安定条件に一…一致するか否かを調べる。

　まず最初に，R＝1，　R’＝＝o，φ→z，　B，→Bzとすると，（3－19）式と（4－2＞式は，各々

　　　　　　　　　　ぐ趨〉｛（／”　十　BgBz’）・〈・卸ぐ面傷固〉・　　圃

　　　　　　　　　　　　　　　　　　く鋭＞／：）t＞・　　　　　　　（4－4）

となる。安定条件（・レ3）式と（・i司〉式は，非円形断面σ）円柱プラズマにおいても，安定条件の…

致しない構造がそのままのこされていることを示しているQさらに，円形断面の円柱プラズマを

考えると，（4－3）式と（4－4）式は，各・々，

　　　　　　　　　　　　　　　　　・）’〉四四　　　　　←4一・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／一”〉（）　（一4一一6）
となる。ただし，プライムは，rに関する微分を示し，筋＝！々ro

　安定条件（4－5）式と（4－6＞式は，磁力線ク）ピッチの一一一定なブラズ『マにおける安定条件の不一致

性を示している。Goedbloed‘）によると，（4－5）式は純交換形モードの安定条件を，（4－6）式は準

交換形モードの安定条件を示している。このことから，軸対称トロイダルプラズマにおいても，

円形断面の円柱プラズマにおける安定条件の不一一性の構造が，安定条件（3一一19＞と式（4－2）一の形

で組み込まれていると考えられる。

4．2　安　定　領　域

　安定領域を調べるために，安定条件における独Vしな変数をκと」’とし，他の変数をパラメー

タと考えると，安定条件（3－19）式の左辺は，有心二次曲線の式となる。そこで，二次曲線の性

質を決める判別．式

　　　　　　　　　　　　　　　・隣町％　　（・1一・）
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を調べると，（3－！9）式の定義から，判朋式Aは，d　＝＝　12R　42となり，さらに，これにSchwa「z

の不等式を適用すると，

　　　　　　　　　　　　　・≧…e〈耀》〈善〉＞・）　　　圃

となる。その結果，A＞0から0〈0が導びかれる。このことは，二次曲線が，　xとツに関し

て楕円曲線となることを示している。

　そこで，安定条件（3－19）式を，標準形で表現するため，座標の原点を（κ1，Yi＞に移動し，そ

の移動点のまわりで”4）座標軸の焦1｝転を行う。すなわち，

　　　　　　　　　x＝　：Y　cos　”一N　sin　H＋　．x’s，　y＝　iV　sin　ti　＋Y　cos　H＋yi

ただ・，・，・は新鵬｛髄示・，・al・・〃一蕩・、一壱W一・・），　・・一h（・g－af）・その糊ミ，

安定条件は，標準形

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4，…一9）　　　　　　　　　　　　　　　　　A．y　十　lsy2　〉　rm
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d

の形でもとまる．ここで，『縄砺，粥一例婦御一・，わ傲定例㈱，柵

曲線（4一一9）式の外側である。

　一一．・方，Mercierの安定条件（4－2）式は，9妻0のとき．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一cnv　（t
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ツ蓑一万κ

と表わされ，安定領域は，慮線y＝一（a／h）xで仕切られた半平面となる。

（4－／0）

5．緒 言

　エネルギー原理による安定性解析の結果，規準モード法によるものと同一の安定条件を，

surface－preserviugモードに対してもとめることができた。さらに，この安定条件をMercierの

条件と比較することにより，円柱プラズマにおける安定条件の不一致性と同様の構造が，軸対称

トロイダルプ．ラズマにも保持されていることが示された。また，安定・不安定性の境界は，

surface・preserviugモードに対して楕円曲線で，　Mercierモードに対して直線で与えられること

がわかった。
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