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北海道大学工学部研究報佳

簾90・．鴇　（lil召禾1：153爾三）

Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering，

　　　Hokkaiclo　University，　No．　90　（1978）

Numerical　Studies　for　the　Nonlinear　Behavior

　　of　the　OneDimensional　Vlasov　Plasma　by

　　　　　　　　　　the　Power　Transform　Method

Masaharu　SEKI’”　and　lkuo　KAJI””“

　　　　　　　（Receivecl　June　29，　19．　78）

Abstract

　　　The　noniinear　electrostatic　wave　behayior　of　a　Viasoy　plasma　is　studied　numerically　for

perturbation　applied　to　a　Maxwe｝lian　plasma　with　two　beams．　The　solutions　for　large

perturbations　are　carried　out　beyond　the　time　points　of　minimum　eiectrostatic　ampiitudes．

After　reaching　their　minimurn．　values，　some　modes　which　are　linearly　stable　grow，　due

to　the　interaction　w．ith　particles　and　the　mode　coupling　effect．　The　effect　of　a　weak

beam　of　electrons　with．　shifted　MaxwellSan　distribution　on　a　Maxweilian　plasma　is　studied．

After　the　initial　conditions　die　out，　rnode　behavior　as　would　be　expected　according　to

quasilinear　theory　was　seen．　The　nonlinear　response　of　Vlasov　plasma　i．s　calculated　for

the　perturbations　applied　to　a　spacialiy　inhomogenous　equilibriun“i．　The　period　of　a

fundamental　spacial　mode　closely　agrees　with　£he　second　and　third　modes．　Each　mode

approaches　a　new　equilibrium　after　tf1￥18．

1．　lntroduction

　　　Two　fundamental．ly　different　formulations　for　the　investigation　of　the　nonlinear

effect　in　plasma　physics　exi．st　in　the　numerical　simulation．　One　method　consists

of　numerically　solving　the　Vlasov－Poisson　set　of　equations，　while　the　other　computes

the　dynamics　of　a　large　number　of　charged　particles　ag　their　self－consistent　electric

且eld．

　　　In　this　paper，　a　numerical　simulation　of　Vlasov－Pisson　set　of　equations　was

performed　using　the　Power　Transform　method　developed　by　Joyce　and　othersi’2）．

This　method　．is　amenable　to　an　extrapolation　procedure　which　avoids　the　dithculty

of　cutoff　of　higher　terms　and　yields　an　appreciable　savings　in　computer　time

compared　with　the　Fourier　Hermite　expansion　method．

　　　We　consider　the　problems　for　the　plasma　oscillations　regarding　spacially

homogeneous　and　inhomogeneous　equilibriums．　The　problems　are　one　dimensional，

with　periodic　boundary　conitions．　The　plasma　is　considered　to　be　a　collisionless

electron　gas；　i．e．　only　the　motions　of　electrons　will　be　considered　and　the　system

is　macroscopically　neutral　with　a　uniform　immobile　positive　background．　Only

electrostatic　forces　between　the　charges　are　considered．　The　Vlasov－Poisson　set　of

equation　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　客＋びi護一務E嘉；o，　　　　　　　　　　（1）
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where　v　is　the

ノー（x，zノ，　t）　is　the　distribution，

source　charge　density　which
electric　且e正（韮．　　In　§2，　eqs．

convenience　of　calculations．

ordinary　dj

　　　　　　　　　　1憂一・・1・・（・づ1ンの…Pex・，　　　　（・）

velocity，　e　and　m　are　the　electronic　charge　and　mass　respectively，

　　　　　　　　differentiai　equations　by　using　the

consistent　system　is　obtained　by　evaiuating　the　coeMcients　a．，v．．．＋i　frOM　an，o，　an，i…

an，v．．，　by　a　polynomial　extrapolation．

　　　Emery　and　JoyceL）　have　soived　the　problemes　of　weak　Landau　damping　in　a

Maxwellian　plasma　and　the　two　beam　instability　with　electron　beams　of　equai

intensity　by　the　Power　Transform　method．　Joyce　and　others“）　have　studied　the

effect　of　a　weak　beam　of　electrons　on　a　Maxwellian　plasma．　ln　g　3，　we　study　two

problems　；　first，　strong　nonlinear　Landau　damping　in　a　Maxwellian　plasma　with　two

beams，　second，　the　efi’ect　of　a　weak　beam　of　shified　Maxwellian　electrons　on　a

Maxwellian　plasma．　The　nonlinear　response　of　two　Fourier　modes　for　a　short　time

has　been　studied　using　the　Fourier　Hermite　expansion　method　for　a　spac．ially
inhomogeneous　equilibrated　plasma　by　Harding’・5）．　ln　g　4，　we　study　the　nonlinear

response　of　three　Fourier　modes　for　a　long　time　by　Power　Transform　method．

E（x，t）　is　the　electric　field　and　p．．’，　（x）　is　an　external

is　regarded　as　generating　the　external　part　of　the　total

（1），　（2）　are　written　i．n　dimensionless　form　for　the

The　equations　are　expanded　in　the　infinite　system　of

　　　　　　　　　　　　　　Power　Transform　method．　A　self一

2．　Computational　Metkod

　　　To　write　eqs．（1），（2）in　dimensionless　form，　we　introduce　the　dimension隻ess

quantitiesノ勉〃t→∫，　ta）P→t，　v／Vtガー〉〃，　x／Rp→x，ρ。鴎／n6一〉ρ。践，　E6λρ／mv7，t→E，　where

vth　is　the　thermal　velocity，ωρis　the　piasma　frequency，　andλp　is　the　Deby隻ength，

In　terms　of　the　dimensionless　quantities，　eqs．（1），（2）become

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　霧＋幕一E彩一〇，　　　　　　　　　　（i’IT電．，）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　誓一レ勉・・。・・．　　　　　（・）

Furthermore，　using　a　Fourier　expansion　in　x　and　Fourler　tran．sform隻n　v　for∫，　E，

ρext，　and　eqs．（3），（4），　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　加・の一。茎．．∫ll恥・t＞・X・（t　VJV）雲・x・瞬・・），　　（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　やの
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（x，t）　：ΣE。（t）eXP＠々。．x＞，　　　　　　　　（6）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　”＝：＿Qり

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　や　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ蝋（x＞＝ΣρneXP吻1？ox），　　　　　　　　（7）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nm一一◎o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鰯・＋畷㌔茸．．砂凧一一・），　　　（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ilnl｛oEn（の　 ：一F，，（0，の一←ρ，、　　　（7・1≒（）〉，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノz＝0，ゴ＝1，±2，＝ヒ3ヂー，

where　k。　is　the　fundamental　wave　number，　and　we　require　E。（t）＝0．

　　　According　to　Joyceユ〉，　F，，（y，のis　written　as　an　expansion　in　powers　ofヅ，

恥，の一急・・，細・exp（　　1り一　’7Y“）・
（！0＞
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9v＝2’v／：）fi（ン／2十1）／ノコ（レ十1），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ン＝0，　！，　2，　3ジ・・．

When　series（10）is　inserted　into　eqs．（8），（9）and　equal　powers　oりare　calcuiated．，

we　obtain　a　system

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　パト　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ
　　　　　　　　　　　de，。汁ノ¢々。γ・［（ン＋1）α、、，．．、一ンa。，。．1］＋ルγ．ΣEntan－m，．…、＝0，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぬ　　

　　　　　　　　　　　E。一一（an，o一　pn）／inleo，　11’　（1！）
　　　　　　　　　　　，．．9，．1／9，．　　　　　　　　　　！

For　the　actual　computations，9y　was　chosen　i．n　such　a　manner　that　a。，ンatendency

to　be　of　the　same　order　of　magnitude　was　obtained，　Equati．on（10）is　truncated

inリ　・v，nax．　As　eq。（11）is　the　infinite　recursive　system　of　ordinary　differentia｝．

equations，　it　must　be　terminated　by　evaluati．ng　a・、t，v。n。x＋、．　There　is　no　reason　to

assume　any　reguiarity　between　the　a、、，。，　however，　wh．en　a　version　of　eq・（ll）

corresponding　to　li．nearized　Vlasov　equation　is　numerically　integrated，　a。，v　lies　on　a

smooth　curve　as　a　function　ofりfor　even　smalD，。。。：D．　Therefore，　for　the　nonli．near

system，　we　used　the　polynomial　extrapolation　scheme　for　1arge　v。naX，　so　thatα，1，v。tax＋l

are　determined　by　a　fourth　order　polynomial　且t　to　th．e　last　five　of　the　coeMcients・

　　　To　evaluate　to　what　extent　of　accuracy　th．e　computer　program　soives　the

truncated　system，　the　conservati．on正aw5＞wh．ich　i．s　obtained　from　eqs．（7），（8），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一廓◎鵠牝。＋壱，鶯．．1且・（の1・一。・・…　　　（・2）

is　used．　Equation（1Dis　so正ved　by　using　the　Runge－Kutta　meth．od．

　　　　　　　　　　　3．　Numerical　Results　of　Plasma　Oscillations　ahout

　　　　　　　　　　　　　　　Ilomogeneous　Equillbrium

　　　We　consider　the　no　externai　source　charge　den．sity　p．，，．　i．n　thi．s　section　is

present．

　　　　3．1　lnitia｝　condition　wit．h　two　beams

　　　The　equMbrium　distr．ibution　of　particles　f，　and　the　initial　perturbation　f・，　are

given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　旛毒（・・蹄…li　vL）・　　　（13）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rn

For　large

From　eqs．　（5），　（10）　and　S（f，＋fi）dvdx

．follows　；

　　　　　　　　　　　　　∫1（x，〃）＝Σε％た。五｝（のeXP伽々。x＞，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π＝一，，置．

フフz，the　initial　electric　fie豆d　for　th．e　perturbation　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　かご
　　　　　　　　　　　　　　　　E（x，0）漏εΣieXp吻ん。κ），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，卍　二　’．“・　ti「．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　端癬諺1：｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝1．　in童tial　values　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

（／1，4）

（15）

（／．6）

a．，v　are　obtained　as

afo，e＝！，　ae，i＝O，　ao，2＝一B／（B＋1）；　”i

ao，　t，　＝o　for　y｝i　3；　l
ct，t，o＝elnl　lee，　a．，i＝：O，　a．，L）＝一einlleoB／（B＋1）　for　n　tu〈　O；　1

（17）
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　　　　　　　　　　　　　a．，v＝＝O　’for　n：k　O，　y　23．

Under　the　initiai　condition　（17），　the　system　（11）

フ7z＝8，り，燃＝50　wl之hε＝10．．．．．．．’3，3x10．．．．．．2　and　7xlO．．．．．．．2．

4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．1　（／7）

is　soived　for　B＝＝O．4，　k，＝O．075，

　In　Figs．　1，　2，　3，　the　amplitudes
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　　Oscillations　about　homogeneous　equilibri．一

　　uin　plasnia　ivith　t“To　beani＄；　the　envelopes

　of　maxinia　of　electric　fie／ds　for　ko：：’：rrO，　075，

　　s＝　7×10－2　witli　n＝＝3，　4，　5，　6，　7，　8．

of　electric　fields．　11t’，一vE，　are　plotted　on　a　logar．ithinic　scaie　versus　t．ime　so　that　each

curve　exhibits　an　envelope　of　the　maxima　of　i　E．1．　Each　soluti．on　departs　from

linear　behavior；　the　severity　of　the　departure　and　the　time　at　wh．icli．　the　departure

occurs　depends　on　e　and　n，　As　e　or　n　is　increased，　the　time　of　departure　yalue

decreases．　．For　example，　when．　s＝＝10”‘i，　3×IO”：’，　the　times　of　that　are　t；＝“’i一’40，　10　or

l’一“’lt‘’…c．7－5，　8　according　to　n＝＝6　or　7．　When　the　mode　coupling　terms　are　neglected，

the　electric　／field　does　not　fiuctuate　after　the　nonli．near　effect　appears“）．　Therefore，

we　find　that　the　fluctuations　of　each　mode　indicate　mode　coupl．ing　with　other

modes，　When　E＝7×10”L，　the　nonlinear　effects　due　to　the　i．nteraction　with
particies　and　mode　coup；ing　are　sufii．ciently　large　so　that　modes　witli　n　2｝i　6　begin

growing　at　the　tirrae　point　tF・lr・．一IO．

　　　　3．2　lnit’，ial　conclition　wit・h　on．e　beain

　　　The　unstable　equiiibrium　of　particles　f，　is　given　by　MaxwelEian　plasma　with

shifted・Maxwellian　electrons．　Tlie　．initial　perturbation　f，　is　given　by　a　beam　of

shifted　Maxwellian　electrons，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　五（，）一＿孔，一ン2．…．…蕉・一適・・　　　　　（18）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1／．2x　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i／2r．

　　　　　　　　　　　　　　　　　五（x，　v）＝　iltk’　e　l／　it　1・　lto．一・・一一1！ik，，．，・，e””／’i’（V’”o　：’ex．1）（tli’tleox＞．　（！9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n，＝i．一m　’　’　’　1／2n

From　eqs．　（5），　（10）　and　S（f，＋f，）dvdx＝．1，　initiai　values　of　a．．，　are　obtained　as

follows　；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α，．。＝1，　　　　豊≧姐（ソ斗（｝），　　　　　　　　　（20）
　　　　　　α。・v＝9ソ　ン！

　　　　eI・n　1・　feo　ivvov

（t・・V＝　 cW…ttt…ジ「…

　　　　　　En（O）＝：ie

（7・tキ。）， （21）

（22）
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　　　　　　1（）　L？O　：一｝O
　　　　　　　　　　　’1’ItX／1　E　（Vp］

（）sciilations　about　homogeneous　equi｝ibri－

uin　plasina　with　one　beani　；　al）s．　oiute　values

o．f　the　unStable　mode＄　n＝＝1，2，3，　for　leo　＝：

O，　0795，　：一　＝1（）一3．　The　solld　and　dottecHines

represent　the　so］utions　for　the　nonlinear

Vkasov　equation　ancl　the　linearized　Vlasov

ec｛uation，

Since　eqs．　（20），　（21）　are　imnginary，　we　consider　the　absolute　values　of　．r，r．，v　ai：e

毛he　function　of　レ　and　extrapo茎ate．an，ンmax＋圭．

　　　Under　the　initial　conditions　（20），　（21．），　the　system　（ll）　is　solved　for　A＝＝O．092，

β＝＝O。08，vo二7，々。＝0．0795，　m　＝3，レmax　＝　80，　w疑h．ε＝10．．∴　　In　Fi9，4，£he　absol．u£e

values　of　｛hree　unstabie　modes　are　plotted　on　a　logarith．mic　scaie　versus　time．

We　note　that　each　curve　does　not　exhibit　an　enve1ope　of　the　maxima　of　l　E．1・

The　solution　departs　from　iinear　behavior　at　tA，t－25，　and　after　tf＝y35　the　mode

coupling　effect　appears，　and　th．iree　modes　behave　as　may　be　expected　according　to

the　quasilinear　theory6），

4．　Numerical　Results　of　Plasma　Oscillations　iR

　　　the　Vicinity　of　lnhomogeneous　Equilibrium

　　　We　evaluate　a　spacially　inhomogeneous　equilibrium　of　a　trigonometiricai　type

and　study　non｝inear　plasma　oscMation　in　the　vicinity　of　the　equil．ibrium　given
by　Hardiほ9』む．

　　　The　spacially　inhomogeneous　eqRilibrium　is　coRstructed　from

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pext，＝c’　co＄　le，．x，　c，　m一一・　const，　（2tl．））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫一毒・x・（一　’／3”v：”　＋　qs　（．x　LJ）），　　　（・・）

wh．ere　tri（x）　is　tlae　etectrostatic　potential．

　　　We　consider　the　soiution　for　ip（x）　which　can　be　written　as　a　rapidly　converging

Fourier　series　（／）（x）＝＝A，　cos　k，x＋A，　cos　k，x－i－A，，　cos　lc，x＋．．．　with　i　A，1・＞IA，，＞1’A31，　etc・

and　A，　suM．ciently　small　so　that　exponential　series　exp（¢（x））　：1十（f）十ipL／2！十．，，　also

converges　rapidly．　Using　these　expansions　and　eq．　（24）　in　Poisson’s　eq，　（4）　and

relating　terms　through　order　Ai，　we　obtain　a　set　of　relations　involving　A，　and　k，
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　　　　　　　　　　　　孟噛…・一…鼎一・一一勢（4聯），レ（・・）

　　　　　　　　　　　　　E＝〆11（ノ4十々言）十メレ4i（A．1＋4ん）／8，

Expanding　the　eq，　（24）　by　eqs．　（5），　（IO），　we　obtaii3　the　equilibrium　coeMcients　a．，v．

　　　　　　　　　　　　　　　〃・・…mA（1＋醐，（’1，・＝：A（At’細・／2沼118）／2，　i

　　　　　　　　　　　　　　　（’…＝細一1／4）／2，・ll・　・　：’”　（A　：s＋細・／2碑／24）／2官　　 （26）

　　　　　　　　　　　　　　　ttn，v＝＝O　（’1’1　〉’　3）．　．，1／

　　　The　coe．fficients　a．，v　for　A，＝＝O，1　and　fe，＝＝O．5　are　used　as　initial　yalues　of　eq．

（11）　for　the　first　three　modes　and　y．．．＝60　to　see　how　well　they　represent　a　time

independent　solution，　the　coeMcients　a，，，，　a，，，，，　a，，，，　from　t：＝O　to　40　are　found　to

oscMate　with　amplitudes　smaller　than　O．1．Oo／　for　t　f“，一　2　and　O．OOIe．　o”　for　t＞2，　in

the　vicinity　of　the　predicted　equilibrium　values．　Furthermore，　after　three　or　four

trials　it　i．s　possible　to　reduce　the　relative　ampl．iωdes　of　the　osc田．ations　of　the

ζτ1，0，ζ72．〔｝，α：当，〔｝to　near豆y　l．0．　6，名多，5xlO…6．％，3×玉0…5％by　adjusting　the　starting　va豆ues，

respectively．　T．he　amplitudes　are　much　smaller　than　that　calculated　by　the　Fourier

He．irmite　expansion　metliod’‘・5＞．

　　　We　study　the　nonlinear　electrostatic　wave　behavior　for　the　following　initiai

perturbation　f，　applied　to　the　inhomogeneous　equilibrium；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫、二一．．．．！！、、：t．t；．e一把，々，、。，た，。．　　　　　　（27）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1／2：

The　perturbed　electric　field　is　evaluated　from　eq．　（11）　for　A，．　＝＝一〇．1，　1？．，，　r＝一一〇．5，　e＝：一rO．Ol

wi．th　v．．．＝＝60　and　100．　ln　’Fig，　5，　the　absolute　values　of　the　perturbed　eiectric

fieids　are　plotted　on　a　logarithmic　scale　versus　time．　The　sokutions　for　each　，i．．，

dlsagree　with　otherり1、、、、K　after≠駕20，　but　does　not　disagree　q．ua更itative1．y．
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．1り

1［i’
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le
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Ii）lasnia　oseillations　about　inhoniosseneous

equilibriuin；　the　absoiute　values　of　the
perturbed　electric　fields　for　Ai　＝O．　1，　c＝＝

O．　1248，　leo　＝　e．　5，　c一　＝＝O．　！　with　n＝：1，　2，　3　ancl

vmtL：　＝60　（一），　hna：　＝100　（’”）
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　　　Each　solution　departs　from　；inear　behavior；　the　time　of　departure　from　iinear

behavior，　i．e．　tA‘10　is　much　smaller　than　that　of　the　solution　for　a　homogeneous

equilibrium　of　Maxwellian　plasma，　and　the　plasma　oscillation　disappears　after

tfv18．　Thus　the　nonlinear　plasma　oscillation　approches　the　equilibrium　in　a
different　manner　from　the　initial　one．　lt　shuld　be　noted　that　before　t一一一12　or　10

the　per．iod　of　the　fundamental　rnode　nearly　agrees　with　that　of　the　second　or

third　mode　due　to　the　effect　of　the　trapped　eiectrons．・

　　　Harding　calculated　the　nonlinear　response　of　two　Fourier　modes　from　t＝O　to

14，　and　concluded　that　the　damping　of　the　second　mode　can　be　considered　to　be

essentially　linear．　Our　results　for　the　fudamentai　mode　agrees　with　the　results

of　Harding，　but　the　second　mode　is　slightly　different．
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