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Abstract

　　　In　flat－ring　cyclide　coordinates，　we　formulate　the　wall　stabilization　problem　of　an

axisymmetric　toroidal　sharp－boundary　plasma　with　a　horizontally　elongated　noncircular

cross　section　which　is　considered　approximately　as　an　elliptical　cross　section．　As　a　result

of　the　formulation，　the　argument　of　the　Wangerin　functions，　which　are　solutions　of　the

Laplace　equation　in　the　flat－ring　cyclide　coordinates，　is　represented　by　the　aspect　ratio

and　the　elongation　ratio　of　a　toroiclal　geometry，　in　such　a　way　that　we　can　treat　the

energy　principle　without　an　expansion　in　the　aspect　ratio．　The　energy　principle　can　be

expressed　as　a　symmetric　energy　matrix　which　consists　of　a　quadratic　form．　The　problem

of　stability　of　a　toroidal　plas：・na　is　reduced　to　that　o£　examining　the　eigenvalues　of　the

energy　matrix．　Therefore，　the　plas，ma　is　marginally　stable　if　the　lowest　eigenvalue　is

zero　in　parameter　spaces　（the　toroidal　perturbation　number，　the　poloidal　field，　the　aspect

ratio，　the　elongation　ratio，　the　plasma　beta，　and　the　wail　shape）．　Furthermore，　critical

poioidal　beta’s　in　equilibrium　are　obtained　analytically．

1．　lntroduetion

　　　In　any　magnetically　confined　fusion　device，　there　is　a　premium　of　operation

at　the　highest　possible　beta　because　the　fusion　power　output　at　a　fixed　magnetic

field　depends　on　the　square　of　the　plasma　beta．　Since　much　of　the　capital　cost

of　a　magnetically　confined　fusion　reactor　is　associated　with　the　production　of　a

magnetic　field，　high　beta　operation　is　a　necessary　ingredient　in　the　formulation

of　a　low　capital　cost　systemi）．　Generally，　the　high　beta　plasma　is　yielded　in　such　a

way　that　the　cross　section　of　plasma　can　be　controlled　in　a　noncircular　form．

Therefore，　it　is　very　important　to　investigate　the　stability　of　a　high　beta　plasma

with　a　noncircular　cross　section．

　　　The　ideal　magnetohydrodynamic　stability　of　an　axisymmetric　toroidal　sharp－

boundary　plasma　with　a　circular　cross　section　has　been　investigated　by　many
authors2－6）．　Lt1st　et　a12）．，　Bateman3），　and　Kito　and　Honma‘’“”）　treated　problems　of　the

stability　in　toroidal　coordinates　（a，¢，¢），　while　Freidberg　and　Hass6）　treated
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problems　in　pseudo－toroidai　coordinates　（r，　0，　¢）．

　　　On　the　other　hand，　the　problem　of　stability　of　a　toroidal　sharp－boundary　plasma

with　a　noncircular　cross　section　has　been　solyed　by　Freidberg　and　HassT），　and

Freidberg　and　GrossmanngHimited　however　to　pseudo－toroidal　coordl．Rates．　How－
ever，　this　requi．res　a　very　complex　method　in　order　to　obtain　a　fast　and　accurate

numerical　evaluation　of　the　Laplace　equation　which　appears　in　the　problem．
Consequently，　fiat－ring　coordinates　（pt，　y，　ip）　are　introduced　into　the　plasma　in

which　a　solution　of　th，e　Lap｝ace　equation　caR　be　expressed　anaiytically　in　terms

of　a　Wangerin　function“’｝．　The　argument　of　the　Wangerin　functions　is　given

exactly　by　both　the　aspect　ratio　and　elongation　ratio　of　toroidal　geometry．　Therefore，

the　only　requirement　to　solve　the　problem　of　stability　is　a　numerical　evaluation

of　the　Wangerin　fuRctioRs　with　higl．i　accuracy．　We　can　treat　the　wall　stabilization

problem　of　the　toroidai　sharp－boundary　plasma　with　a　horizontaily　elongated

cross　sectlon．

　　　In　this　paper，　we　assume　the　cross　section　of　the　plasma　to　be　a　horizontaHy

elongated　noncircular，　and　the　cross　section　of　the　wall　to　be　an　arbitrary　shape．

Making　use　of　the　fiat－ring　cyclide　coordinates，　we　formulate　the　problem　of　the

stability　of　the　axisymmetric　toroidal　sharp－boundary　plasma　in　a　perfectly　conducting

toroidal　wall．　This　is　our　aim　in　the　present　investigation．　The　rernainder　of

this　paper　is　arranged　as　foilows．　ln　the　next　section，　the　argument　of　the

Wangerin　functions　is　expressed　as　both　the　aspect　ratio　and　the　elongation　ratio．

The　unit　vectors　of　the　flat－ring　cyclide　coordinates　are　related　to　the　unit　vectors

of　the　rectangular　coordinates．　ln　section　3　we　discuss　an　equilibrium　of　the

toroidal　sharp－boundary　plasma　in　the　flaレring　cyclide　coordinates　under　the

assumption　of　uniform　pressure　confined　only　by　surface　currents．　Critical
poloidal　beta’s　are　obtained．　ln　section　4　we　formulate　the　problem　of　the　wall

stabilization　of　plasma　with　a　horizontally　elongated　cross　section　in　the　fiat－ring

cyclide　coordinates．　ln　the　final　section　we　discuss　our　results．

2．　Toroidal　Geometry

　　　We　consider　a　toroidal　plasma　which　lies　in　a　perfectly　conduct．ing　wa｝1．　The

plasma　and　wal，1　are　assumed　to　have　the　same　axes　of　symmetry　（X一，　Z－axes）．

The　cross　section　of　the　plasma　is　assumed　to　be　a　horizontally　elongated　noncircular，

which　is　considered　as　an　approximate　ellipticai　cross　section．　However，　the　cross

section　of　the　wall　is　assumed　to　have　an　arbitrary　shape　as　is　shown　in　Fig．　1．

　　　We　introduce　the　fiat－ring　cyclide　coordinates　（pt，　y，　¢）　into　the　plasma　geometry．

In　the　coordinates，　the　curve　pt＝＝const．　and　ip＝＝const．　describe　the　cross　section　of

the　plasma，　so　that　the　direction　of　the　coordinates　；　and　ip　denotes　the　poloidal

and　toroidal　direction　of　the　plasma，　respectively．　On　the　fnajor　circumference

of　the　plasma　defined　by　pt＝ptp，　we　define　the　major　radius　Rp　of　the　plasma　as

the　distance　from　Z－axis　to　the　midway　point　between　y＝K’　and　i　：＝O　on　the
horizontal　axi．s，　i．e．，

鳥一晶豆飴謁他

where　c　is　the　fundamental　length　of　the　flat－ring　cyciide　coordinates，　le　is　the

modulus　and　Kt　is　the　complete　el正iptic　l．ntegrai　of　the飯sζkind　with　the　modulus

fe’　＝＝（1－k2）if2．　A　horizontal　minor　radius　ap　of　the　plasma　results　in
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c　1－le　sn2　ptp

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　af，＝莇…｝冒菰ラ腸……，

and　a　relation　between　Rp　and　af，　is　given　by　cL／k＝R；，一a｝．　A　verticat　minor

radius　bp　bf　the　plasma　is　derived　from　the　conditions　6Z／Op＝O　and　pt＝＝¢＝

const．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ・一河凱盆跨挫・

whereρ＝（x2十プ）1／2　is　the　distance　from多axis．

　　　In　accordance　with　Freidberg　and　Hass’S　definition’），　we　clefine　an　aspect　ratio

A　by　Rp／ap　and　an　elongation　ratio　E　of　the　horizontal　to　vertical　minor　radius

by　ap／bp，　so　that　the　modulus　fe　and　the　function　sn2ptp　can　be　expressed　in　terms

of　／1　an（玉　E，　i．e．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・一！・剥・一訴び二評磐二訓　　
（・一・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　sn2　ptp＝　Ll／’，’一　f’　1”umE’rl’．　（2’n2）

In　the　fiat－ring　cyclide　coordinates，　soiutions　for　the　Lapiace　equation　can　be

expressed　as　the　Wangerin　functions　and　the　argument　of　the　functions　is　given

by　sn2pt．　Therefore，　it　is　convenient　to　define　the　ratio　A　and　E　as　above．　lf
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we　put　E＝＝工，　then　the　modulus　k　becomes　one　and　the　aspect　ratio　A　is　cosh　2μ．

For　E＝1，　the　fiat－ring　cyclide　coordinates　agree　with　the　toroidal　coordinates．

　　　The　fiat－ring　cyclide　coordinate　system　is　one　of　the　orthogonal　systems　of

curvilinear　coordinates，　so　that　the　metric　tensors　are　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　hi＝h2＝S9，　h3　＝＝　isn　pt　dn　y，

where

　　　　　　　　　　　　　A＝！－dn2　／t　sn2　y，　S？2＝＝　（1－sn2　pt　dn2　y）　（dn2　v－fe2　sn2　pt）．

　　　The　fiat－ring　cyclide　coordinates　are　related　to　the　rectangular　ones　by　the

equatlons

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x＝Ssn　pt　dn　y　cos　ip，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y＝　一一Ssn　pt　dn　v　sin　ip，　（2－3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2＝Scn　pt　dn　pt　sn　v　cn　v．

　　　The　unit　vectors　（e．，　e，，　edi）　of　the　fiat－ring　cyclide　coordinates　are　related　to

the　unit　vectors　（ex，　ey，　ez）　of　the　rectangular　coordinates：e，＝＝（aX／Opt）／h，，　e．＝

（aX／Oi）／h，，　eth＝＝（6X／6ip），／h，，　where　X＝e．yx十eyy十ezz．　Therefore，　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ep　＝＝　exa　cos　op　一eya　sin　¢一ezP，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e，＝e．yP　cos　¢一eyP　sin　¢＋ezcr，　（2－4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ee　＝　一elt一　sin　ip　一elr　cos　di，

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cr　＝　Cuntii：［qSI｝un　lf　（cn2　v－k2　sn2　Lt　sn2　y）　dn　y，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P　＝　glti6！2pt（le2　cn2　pt　＋　dn2　pt　dn2　v）　sn　y　cn　y．

On　the　wail　surface，　we　obtain

　　　　　　　　　x＝＝　（R　iv十r；．vr　cos　0）　cos　¢，　y＝一（R」v十riv　cos　0）　sin　¢，　z＝＝r｝y　sin　0，　（2－5）

where　Rw　is　the　major　radius　of　the　wall　and　the　wall　cross　section　is　given　by

r．，＝ag（0）．　Note　that　the　center　of　the　wall　is　defined　to　be　midway　between

the　inner　and　outer　edge　of　the　wall．　The　function　g（e）　represents　the　cross

section　of　the　wall　and　is　arbitrary．　lt　is　normalized　so　that　g（O）　＝g（r，）　＝：1；　thus

arepresents　the　horizontal　radius　of　the　wa且．　The　normal　unit　vectorハ「on　the
wall　surface　is　expressed　as　N＝：（X，×X，）／（g【1＆2－g、も）1／2，　where　X，＝∂X／∂θ，　X，＝

ON／　Oip，　gi　，・　＝　XiXj　（i，　7’　＝　1，　2）．　Therefore，　we　obtain5’

　　　　　　　　　　　　　　　　N＝Tze－，（（．gsig－et）1－ggggEl＄SV　t）cos¢fge，），（isgn，S！sn¢＋ezmu（g一，ose）’，　（2－6）

where　the　prime　represents　the　derivative　with　respect　to　e．

3．　Equilibrium

　　　We　consider　an　equilibrium　of　the　plasma．　The　plasma　is　assumed　to　have　a

sharp　boundary　with　uniform　pressure　confined　by　currents　flowing　only　at　the

plasma　surface．　The　aspect　ratio　A　and　the　elongation　ration　E　of　the　plasma

are　assumed　arbitrarily．
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　　　In　the　sharp－boundary　constant　pressure　mode1，　the　plasma　has　only　a　toroidal

field．　On　the　plasma　surface，　this　field　is　given　byβφf篇oBf／ρ，　whereρ　＝＝　h3　is

the　distance　from　ZT・・axis，　and　B，　is　the　intemal　toroida1且eld　atン＝・レ。　which

satis且esρ＝C，　i・θ・，

　　　　　　　　　　　　　中・・一、t，、。［（・一le・）・n…／（・一…）・s…劇・・μ・…］・

　　　In　the　vacuum　region　between　the　plasma　and　wa11，　there　are　both　a　toroidal

field　and　a　poloidal　field　induced　by　toroidal　currents　flowing　on　the　plasma
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　へ
surface．　The　toroidal且eld　on　the　plasma　surface　is　expressed　asβφ，＝＝cB。／ρ，　where
へ
Bo　is　the　external　toroidal且eld　a．tン＝レ。・

　　　On　the　plasma　surfaceμ＝μρ，　we　obtain　the　pressure　balallce　relation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B塾十B私e－B多i＝21），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－1）

where　1）is　the　plasma　pressure　which　is　constant．　If　we　define　the　plasmaβp
　　　　　　　　　　　　　ハ
byβP　＝＜2P＞／〈B；〉，　where〈＞means　the　surface　average，　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　βP（B8－Bf・）11
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2P＝＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（βグ1）1，sn2μρ’

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・1一儲。d・…一雌・・・…

The　relation（3－1）atρ＝c　satisfies
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B多，十Bδ一、8曇＝2f），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－3）

where　l彦vo　＝・　Bv（μρ，レ。）．　Eliminating　2　P，　Al一βi　from　Eqs．（3－1），（3－2）and（3－3），

we　obtain　the　poloidal　field　on　the　plasma　surface

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　£一愉薯偶2魁許　　　（・一・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　ノも
Furthermore，　if　we　de且ne　the　plasmaβbyβ＝〈2P＞／〈B3　＋　BZ，〉，　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　β・一β，a。β轟，s爾

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γa　＝Bvo／Bo。

　　　Another　parameter　of　the　plasma　is　a　safety　factor　q　which　is　defined　by

e一
Rdφ／・・…h・pl・・m・…face・h・h・fi・t－r・…y・1ide　c…d・・・・…w・・b・…

彦ee／倉．＝　ds3／ds，＝（snμρdnン／9）　（dφ／dレ），　so　that　the　factor　is　expressed　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q一。、争。、ゴ論、…　　　　（3一・）

　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　Acondition　B。（レ＝0）＝O　gives　q＝・　oo，　so　that　the　condition　represents　an

equilibrium　limit．　From　eq．（3－4），　the　condition　leads　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　漁・β・一tJt、，・　　　　（3－6）

If　we　put∫エ／∫，　sn2μρ＝1in　eq・（3－4），　we　obtain　the　other　expression　for　critical

poloidal　beta，　i．e・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　燃β、一告［E・舶＋・／（E・一・）（E・A・一・）］・　　　（・一・）
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For　the　eiongation　ratio　equal　to　one，　eq．　（3－7）　agrees　with　critical　Pp’s　expression

in　the　toroidal　coordinates“）．　Critical　poloidal　beta’s　for　the　aspect　ratio　A　and

the　ratio　E　is　shown　in　Fig．　2，　in　which　the　critical　Pp’s　increase　in　keeping

with　an　elongation　ratio　at　a　fixed　aspect　ratio．

Max．Bp

1．0

O．5

E　一：：2．oE　：＝1．．S　E，　＝＝1．4

　　　　　　　　　E＝＝1．6

E　＝＝　1．2

　　　O．O　5．0　10．OA
Fig．　2．　Critlcal　Bp’s　for　the　aspect　ratio　A　and

　　　　　　elongation　ratio　E．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4．　Energy　Principle

　　　Astability　of　the　plasma　is　examined　by　an　analysis　of　the　energy　principlelo）．

The　principle　for　the　sharp－boundary　model　is　expressed　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δw＝δWp＋δ肌＋δ臥，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・w・一去∫、IB・1w，・肌一告∫β・2既

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・Ws→S、iS…＜・B・／・＞dS，

where　the　subscriptsヵ，　v，　s　represent　the　plasma，　vacuum　and　surface　terms

respectively，　n＝一e芦is　the　unit　normal　vector　from　the　plasma　surface　to
vacuum，　and〈＞denotes　the　increment　of　a　quantity　across　the　perturbed　magnetic

fields．

　　　In　the　sharp－boundary　model，　we　only　require　the　normal　component　of　the

perturbationsξat　the　plaslna　surface．　The　normal　componentξμcan　be　Fourier

analyzed　in　the　form

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξμ＝e－indi　Σ　　ξ，nei’n（πμ（’）レ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4－1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2｝1＝一〇〇

where　theξηt　are　undetermined　coef丑cients。

　　　We　consider且rst　the　surface　term．　In　the且at－ring　cyclide　coordinates，　we
obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n・＜7B2／2＞＝ノ「／h，h3，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4－2）

atμ＝μρ，　where
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫一sn讐豊彦浅・誰（Ag・一B2i）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
In　this　derivation，　we　use　th．e　relation．s∂（h2B、）／∂pt　・O，∂（h3．Boe）／∂／i　＝O，∂（h3Bφf）／∂pt　＝＝　O，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　ム

which．　are　obtained　from　7×Be・＝O　and　7×B，＝O，　where　Be＝egB，t十eφBee，　B，＝

eabBφi　atμ罵μか

　　　From　eqs．（4－1）and（4－2），　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δyレ態＝πoβδξ7選＊．

Here，ξis　the　column　vector，ξil　andξe÷are　the　transpose　and　complex　conjugated

vectors　ofξ．　The　matrix　jぼhas　th．e　foliowing　eiements　atμ瓢μρ

　　　　　　　　　　　私〃噛fナ…（m一力　　　　　πレ．ll〈t）・・一・節・c・・（’劉

　　　　　　　　　　　　　　　　　・［晶。・。（β　・）（面一響濫ど箒）＋snμ劉撒β・］，

wh．ere

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　甑》・nμ・・μ…（・・n・・一A）・

　　　　　　　　　　　籍劣罫・・一d・・［一…（1一　cln2　xt　sn2　y）　（le2　sn4　Ft　一2sn2　xz　cln2　y）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（1－sn2μdn2ン）（dn2ンーた2　sn2μ）dn2μコ．

　　　We　now　consider　the　plasma　term．｛Jnder　the　minimizing　perturbat圭ons，　there

exists　the　scalar　funct圭on　V，　wh．ich　we　can　write　as　B1＝＝VV　satisfying　プV＝0．

Therefore，δr7p　is　expressed　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・艦一÷∫！γ・・階

1：fwe　apPl．y　Green’s　theorem

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　£（〃・・＋〃…）・γ一旛・・，

to　th．e　above　integral，　we　obtaiR

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　既一一瓠畝（y響・v・暢），　　　（・一・）

atμ＝μ♪，　where　we　use　the　directional　derivative　dψ／dn＝n。7～ク．

　　　Since　we　require　V　regular　atμ＝K，　the　solution　V　of　Laplace’s　equation　is

expressed　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　にき
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　レT＝・i／11／2e－i・｝t‘b　Σ】　Bm　T，；，i（zi川（π／ノく’）リ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4－4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2Jt　nt　inoo

where　2一℃；；t　is　the　abbreviatio麺of　the　Wangerin　functionア努、（sn2μ），　and　B。t　is　an

arbitrary　constant．　Substituting　eq．（4－4）i飢。　eq．（4－3），　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ鵬一一πo。871σB＊，

where　B　i．s　the　column．　vector　and　G　l．s　th．e　matrix　whose　elements　are

　　　　　　　　　　　　　（；v・一S・・∫1訪・・S（望・・膿｛嘱（遡）・婿1（・…叫

at　μ＝μか

　　　Arelation　between　B　andξis　obta圭ned　from　the　boundary　condition　n・B、＝＝

n。7Y＝n・7×（ξ×B1）atμ＝μψ．　A．fter　a　straightforward　calcul．at呈on　we　find
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　　　　　　　　　　　　　、量．．ξ・・1・…iKt・・一一sn2急量n2ン。乱、塁．．・　μ’・p議（A1／・T・＃）Bm，

so　that　the　Fourier　coe爺cientsξp　are　expressed　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξρ＝一　 Σ　　Cp，n・Bnt，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11t　＝＝一〇Q

where
　　　　　　　　　　　　　・…一s守話鴫ン轟（A…T・・’）…（㌘・・），・・一町，

atμ＝μか　Therefore，　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δWp＝一πoB3ξ7（C－1）r「GC1ξ＊，

where　C　is　the　matrix　whose　elements　are　Cp　，，l　and　O　1　represents　the　inverse

matrix　of　O．

　　　Finally，　we　consider　the　vacuum　term．　Since　the　vacuum　region　Iies　between

the　wall　and　the　p正asma　surface，δWv　is　expressed　as

　　　　　　　　　　　　　　・・v・一・・一・・，・w一弧。1卿y・ち一託＿ρ罵

where　the　integrals　of煽　andちare　integrated　over　the　volumes　of　the　wall　and

plasma　respectively．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　Under　the　minimizing　perturbations，　there　exists　a　scalar　function　V　which
　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

we　can　write　as」B1＝7V　sat童sfying　72レア＝0．　The　solution　レ■of　Laplace，s　equation

is　expressed　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　匹∫汲・／2e一’・diΣ（A．Sin’＋a，．　Ts）e’・（　rr　／　1〈’・・，　　　　　（4－5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m＝一CQ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　ム
where　S，琵is　the　abbreviation　of　the　Wangerin　function　S毒（sバμ），　and　Am，，8m　are

arbitrary　constants．　Substituting　eq．（4－5）into∫ρ，　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ち＝一6π　Σ　　［Am」FLiiBノ鯵＋』し，、〔勇品汐お＋Bη、0兄蹟4芸＋B，nA’in’＄BSコ，　　　　　　（4－6＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　tn，P・＝一〇。

atμ＝μρ，　where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　P蝋㌦・sn瑳、ll，｝nンC・・（m－p　　πンKt）（StlS…萎・・il），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　磯イ窃・sn籍…（㌘・・）（隅・丁労S。），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　醐イあsn饗ン…（㌘・・）（蹄M狐。），

Sp　and　Tp　are　the　abbreviations　of∂（∠112S多）／∂μ　and∂（ノii／2T多）／．∂μ，　respectively，　and　if

we　replace　Sp　and　S努by　Tp　and　T｝t　in　P綿respectively，　then　we　obtain　the　formula

forδ！i｝・Moreover，　if　we　replaceε貌and　S．　by　7’凱and　T．l　in磯おrespectively，

we　obtain　the　formula　for倉1品．　This　derivation　is　simi豆ar　to　that　ofδWp，

　　　In　accordance　with　Green’s　theorem，　the　integra1．lz．　is　replaced　by　the　foHowing

surface　integral　on　the　wall　surface

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム。一÷∫。雌器

The　directional　derivative　at　the　wall　surface　is　expressed　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　s－K一一N・・9・，一（N…）認一（N…）譜・

Therefore，　we　obtain
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IiV　＝一6π　Σ　　［盗，。P鴇互劣十盗，πGS，？｝か秀十Ant（｝織盗お十A，π」霞舞お倉茅］，　　　　　（4－7）

　　　　　　　　　　　　　　　　tn，P＝＝一〇Q

where

　　　　　　　　　　　　　　礁ゴレ・sn劣、害ユン［・…（s；夷sψ十s多s）・・〃・・嘉・｝・’］，

　　　　　　　　　　　　　　α薙｝イ・・s捻絆［・〃・・（s　；，　Tp　十　Tsts）・・…舞凋，

　　　　　　　　　　　　　　醐一点sn籍［・〃・（T・t・・Tp・罵の・・…丁糊・

　　　　　　　　　　　　　　・炉（…N）…（㌘・・）・

　　　　　　　　　　　　　　…一（・ゾN）俵霧…（㌘・・）一”餅…／・S・・（㌘・・）｝・

Notice　thatμon　the　wa11　depends　onレ．　The　scalar　products　eμ・ハ「and　θ．。2V

call　be　calculated　in　accordance　with　eqs．（2－4）and（2－6），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　　　　へ
　　　To　obtain　a　relation　between／1，、　and　B，n，　we　impose　the　boundary　condition
　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　ム

2V・B、＝＝　O　on　the　wall　surface．　Substituting　B，＝・7V　into　the　above　condition，　we

obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　θψ（・1K’）pApSp　＋Σθ蝋・ノκ’）・｛A，nSmεptn＋A，nT“t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ガエは　ゆ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十（d，十id2）（A，nS　t十B．蓼7㍉；1）｝＝0，　　　　　　　　　　　　　　（4－8）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・1一・fi，Zi、・・39，　d・一・響・・・…一発lll・

and　we　defhne　epm　asεp。t＝O　for｝n　＝＝P　andεpln　：＝1　for　mキヵ．　　　　　　　　　　　　〈

　　　Dividing　eq．（4－8）by　Sψand　summing　overメ），　we　obtain　the　Fourier　coef五cient／1p

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム篇一Σ（D織盗，。＋瑠β，n），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，il＝：一◎Q
where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　D鴇拍（s．。　s，；：）一ti，。。P，　P留Fん（T，、、，　T，：），

and　we　define

　　　　　　　　　　・綱一鼠㌦（、量．．焉）［（A・・β）…e髪ク・・）一・・B…（㌘・・）］・

In　the　vector　form，　we　obtain
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　へ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B＝一LA，　L＝（D（2））一1（1＋1）（2）），

wherc∬is　the　unit　matrix，　and　1）（1），刀（2＞are　the　matrices　whose　elements　are
z）易；、，DS3，），，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム

　　　Arelation　betweenξand．4　is　obta童ned　from　the　boundary　condition　n・B、＝
　　　　　　　　　　　　　　　バ
n・7ア＝π。7×（ξ×Be）atμ＝μ♪．　After　a　straightforward　calculation，　we　find

　　　　　“茎．．・廊・・’・・（A・・S〃1＋B・・　T，n）一，藷，…加（・・…［（欝・＋・宏箒）A・・一ta’Ptdnソa・・］・

In　this　derivation，　we　use　the　relation　∂（h3Be。）／∂p＝＝一（かe。snμ　dnレ／9）（∂h，／∂り）

which　is　obtained　from　V・か，＝0。　Therefore，　the　Fourier　coethcientξρis　expressed　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ・一ム，，茎．．｛瑠（B・ξ・・）一丁一囎・・｝，　　（4一・）

where
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　　　　　　　　　　　　　　鞠訊ゾ’碗・’・C・・（m－P　　　TVKt〉・

　　　　　　　　　　　　　　喋y・ゴ’・鵬C・・（一k？・・）・

　　　　　　　　　　　　　　嚇一y・ゴ’幽｛器・…（’翠・・）一驚・S・・（V’，P・・）｝・

Here　V1・＝（sn2μ／nK’），　V2＝（dn2り／ρの，　and　if　we　replace　S。i　by　T”t　in　yF撮，　we

obtain　the　formula　for　VSI）、．　The　vector　form　for　eq．（4－9）is〕V（1）．4十V（2）B＝

（7（3LI）B，ξ，　where　V（z＞，　V（2）and　V（3）are　the　matrices　whose　elements　are　γ織，

y留tandγ搬．　Therefore，　we　obtain
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ4＝Mξ，　　　．B＝・一LMξ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4－！0＞

where　M＝（VαV－V（2）ゐ）一1（V（3LI）．

　　　Substituting　eq．（4－10）into　eqs．（4－6）and（4－7），　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　ム　　　　ヘ　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　へ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　δWv　＝rrcBδξTM　7’（F－GL－LTG　T÷・L　7’H二乙）Mξ＊．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘヘム　 ヘ　ヘ　ハ　ム　ム　へHere，　the　elementS　Of　the　matriCeS　F，　G，　H　are　F～｝｝rF鴇，　G；，1｝一G鴇，石r鴇一厚宜

respectively．　Therefore，　we　obtain　the　final　result

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δy7『＝noB6ξi’Wξ＊，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　ム　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　ム
where　擢＝＝ll一（〇一1）TGC－i十ノ班7てF－G．1ンーL　7’G　「t「十一Lff　ZL）M．　lf　we　put　L＝0，　th．e

energy　matrix∬corresponds　to　the　energy　matrix　in　the　case　of　no　waH．

5．　Discussion

　　　A　wall　stabilization　problem　of　an　axisymmetric　toroidal　sharp　boundary
plasrna　is　formulated　in　fiat－riflg　cyclide　coordinates．　The　cross　section　of　plasma

is　assumed　to　be　a　horizontally　elongated　noncircular，　and　the　cross　section　of　the

wall　is　assumed　to　be　of　an　arbitrary　shape．　The　fiat－ring　cyclide　coordinates

（pt，　v，　ip）　are　more　useful　than　the　pseudo－toroidal　coordinates　（r，　0，　ip），　because　a

solution　of　Laplace’s　equation　can　be　analyticaliy　represented　in　terms　of　the

Wangerin　functions　which　are　calculated　numerically　in　accordance　with　standard
work9）．

　　　The　argument　of　the　Wangerin　functions　represents　the　aspect　ratio　and
elongation　ratio　of　a　toroidal　geometry，　so　that　we　can　treat　the　energy　principle

without　an　expansion　of　the　aspect　ratio．　Also，　expansions　in　the　plasma　beta，

such　as　the　conventional　and　high　beta　orderings，　are　not　necessary．

　　　The　energy　principle　is　reduced　to　the　energy　matrix　which　consists　of　a

quadratic　form；　therefore，　the　stability　of　the　plasma　is　determined　by　examining

the　eigenvalues　Ri　of　the　energy　matrix　W．　Since　the　matrix　W　is　symmetrical，

the　eigenvalues　are　always　real．　lf　all　the　2i＞O，　the　plasma　is　stabie　and　if　any

2i　〈O，　the　plasma　is　unstable．　Therefore，　if　the　lowest　eigenvalue　is　zero，　the

plasma　is　marginally　stable，　so　that　our　problem　is　to　find　the　lowest　eigenvaiue

of　the　energy　matrix　which　is　zero　in　the　parameter　spaces．　ln　practice，　we　give

the　toroidal　perturbation　number　n，　the　aspect　ratio　A，　the　elongation　ratio　E，

and　wall　shape　g　（e）．　Then，　we　find　such　a　plasma　beta　in　which　the　lowest

eigenvalue　is　zero　for　variation　of　the　parameter　r，，．

　　　The　remainder　of　the　wall　stabilization　problem　is　to　evaluate　the　Wangerin

functions　numerically　and　to　find　the　criticai　plasma　beta　for　several　parameters．

In　the　near　future，　this　will　be　investigated．
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