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北海道大学工学部研究報告

第94・．募渉　σi召禾i154，ご年こ）

Bul．letin　of　the　Faculty　of　Engineering，

　　　Hokkaido　University，　No．　9．　4　（19．　79．　）

The　Vacuum　Poioidai　F｝ux　Functions　Satisfying

　　　　　　　　the　Grad－Shafranev　Equation　in　the

　　　　　　　　Fiat－Ring　Cyciide　Coordinate　System

Toshihisa　ffONMAi　Masafumi　KITO’i：’；X’，　lkuo　KAJI“’；”：”；“

　　　　　　　　　　　　　　and　Masaharu　SEmi’一v”’i’〈’

　　　　　　　　　　　　　　（Received　December　？“8，　1978）

Abstract

　　　The　Wangerin　functioRs，　which　are　solutions　of　Laplace’s　equation　in　the　fiat－ring

cyclide　coordinate　system，　are　derived　as　series　so｝utions　about　regu｝ar　singular　points

pt＝O　and　y＝K’　which　correspond　respectively　to　the　external　and　internal　points　of

plasmas，　where　the　curve　pt＝const　denotes　the　fiattened　cross　section　of　plasmas　and　K’

is　the　complete　elliptic　integral　of　the　first　kind　with　the　modulus　le’．　Since　the

argurnent　of　the　Wangerin　functions　is　expressed　as　the　aspect　and　elongation　ratios　of

plasmas，　so　we　can　accvrately　treat　the　equiiibrium　prob｝em　of　axisymmetric　toroidal

plasinas　without　an　expansion　in　the　aspect　ratio．　The　Grad－Shafranov　equation，　which

govems　magnetohydrodynamic　plasma　equ圭圭ibria，　is　analyt童caHy　so正ved　in　the　vacuu組

region　by　using　the　fiat－ring　cyclide　coerdinates，　so　that　the　poloidal　flux　function　is

expressed　as　the　Wangerin　functions　with　the　toroidal　mode　number　being　equal　to　one．

1．　lntroduction

　　　Recent　investigations　in　a　magnetically　confined　fusion　reactor　system　suggest

that　it　is　important　to　produce　a　stable　high－beta　plasma　in　order　to　construct　a

fusion　device　of　a　iow　capital　cost．　For　this　reason，　a　cross　section　of　the　fusion

device　is　designed　to　be　noncircular　and　the　high－beta　plasma　with　noncircular

cross　section　is　produced．

　　　We　have　already　studied　stability　problems　of　high－beta　axisymmetric　toroidal

plasmas　with　the　circular”2）　and　noncircular3｝　cross　section　from　the　energy

principle　which　is　a　stability　theory　for　magnetohydrodynamic　plasmas．　ln　the

analysis　of　the　stability　for　axisymmetric　toroidal　plasma　with　the　circular　cross

section，　we　have　introduced　a　toroidal　coordinate　system　into　the　toroidal　piasma

and　made　use　of　toroidal　functions　as　special　functions．　We　have　also　solved　an

equilibrium　problem　of　toroidal　plasmas　by　us．ing　the　toroidai　functions　and
made　properties　of　toroidal　coordinates　and　functions　clear4＋5・6｝．

　　　On　the　other　hand，　for　so｝ving　the　stability　problem　of　axisymmetric　toroidal

plasma　with　the　horizontally　elongated　cross　section，　a　flat－ring　cyclide　coordinate

system　has　been　introduced　into　the　the　piasma　with　the　noncircular　cross　section3）．
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In　fiat－ring　cyciide　coordinates，　we　have　used　the　Wangerin　functions　as　solutions

of　Laplace’s　equatioR．　However，　we　have　Rot　yet　derived　a　detailed　form　of

the　Wangerin　functions．

　　　Therefore，　we　express　the　Wangerin　functions，　which　play　aR　important　part

for　solving　the　equilibriura　problem，　as　series　solutions　about　a　regular　singularity

of　the　Laplace　equation　in　the　flat－ring　cyclide　coordinates．　Furthermore，　ana－

lytical　solutions　of　the　Grad－Shafranov　equation　in　the　vacuum　region　are　obtained

in　terms　of　the　Wangerin　functions．　This　is　our　aim　in　present　paper．　The
remainder　of　this　paper　is　arranged　as　follows．　ln　the　next　section，　the　flat－ring

cyciide　coordinate　system　is　constructed　aRd　its　properties　are　summarized．　ln

section　3，　from　R－separation　of　tke　Lapiace　equation，　the　Laplace　equation　is

analytically　solved　and　the　Wangerin　functions　expressed　as　series　solutions　are

obtained．　ln　section　4，　we　consider　the　analytical　solution　of　the　Grad－Shafranov

equation　and　the　discussion　is　described　in　the　fina｝　sectioR．

2．　Flat－Ring　Cyc｝ide　Coordinate　System

　　　We　develop　the　flat－ring　cyciide　coordiRate　system　in　accordance　with　the

complex－plane　transformation7｝，　so　that　we　consider　the　following　transformation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z＝：a　sn　zv，　（2－1）

where　zv　＝zt－f－iv，　2＝：x十iy，　and　a　is　the　fuRdamental　length　of　the　fiat－ring　coordi－

nates．　ln　this　transformation，　the　rectanguiar　map　．i．n　the　w－plane　is　transformed

into　a　curvilinear　but　orthogonal　map　in　the　2－plane，　so　that　angles　are　preserved

by　the　transformation，　and　squares　in　the　zv－plane　always　map　into　curvilinear

squares　in　the　2－plane．

　　　Separation　of　eq．　（2－1）　into　real　and　1．maginary　parts　resuits　in　the　two

equatlons

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．x’　一一　e，（z・e，　v）＝｛　sn　zt　dn　v　（2一？．）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y＝＝ξ・い〉一劣・n紬・・s・一　　　　　（2－3）

where　A＝1－dn2u　snL’v．　Since　the　two　families　of　curves，　u＝const　and　v＝＝const

form　the　orthogoRal　map　in　the　2－plane，　ali　intersection　are　at　right　angies　and

ail　subdivisions　are　curvilinear　squares．

　　　We　now　generate　a　fiat－ring　cyclide　coordinate　system　（pt，　v，　¢）　which　is　one

of　the　rotational　system．　lf　the　2－plane　map　is　rotated　about　what　was　originally

the　y－axis，　the　flat－ring　coordinates　is　specified　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x・　＝＝　ei（pt，　y）　cos　ip　＝　一／／ii　sn　pt　dn　v　cos　P，

y＝8i（pt，　y）sin　¢＝一t7　sn　pt　dn　y　sin　di， （2－2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g一一　e2（pt，　v）　＝Scn　pt　dn　itt　sn　y　cn　y，

where　the　coordinates　u　and　v　are　replaced　by　the　coordinates　pt　and　v，　respectively，

Metric　coeMcients　are

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g11一蝋魯髪）2＋（謝2一（穿）2・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2－4）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ba・33＝　（gi（pt，　v））2　：T．　（fsn　pt　d．　y）2，
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Fig．　1　Toroidal　geometry　in　fiat－ring　cyclicle

　　　　　　coordinates　（y，　y，　ip）

where　92＝（1－sn2pt　dn2p）（dn2i　一ifsn2pt），　and　fe　is　the　modulus．

　　　The　fiat－ring　cyclide　coordinate　system　is　shown　in　Fig．　1．　ln　Fig．　1，　the

curve　pt＝＝const，　which　denotes　the　flattened　cross　section　of　plasmas，　is　expressed

by

　　　　　　　　　　　　　　幽・・＋・・）・＋／／i（ヒん2）2τ2（！講驚＋（1脚n4在・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一a2（sn2itt＋t“sn，pt）（x2÷y2）＋Zl＝O．　（2－5）

The　curve　（2－5）　is　referred　to　as　a　flat－ring　cyclide．　Then　a　major　radius　R．，

horizontal　and　vertical　minor　radii　rh，　r，　of　the　curve　p＝const　are　defined　re－

spectively　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　距舞＋，讐2μ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α1一んsn2μ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　（2－6）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lt’・咳，nμ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a　cn　p　dn　pt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γ・咳皿snμ．、

A　relation　between　RN　and　rh　is　given　by　a2／k＝＝Rk－r7，．　Furthermore，　if　the

aspect　and　elongation　ratios　are　defined　by　A＝Rnt／rh　and　E＝　rh／r，，　respectively，

then　the　modulus　k　and　the　function　sn2pt　can　be　expressed　in　terms　A　of　and
E，　i．　e．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fe一・・剥・一七一／（　　　　11－　　　E2）（互・一渉）］，　　（2－7＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・…一÷会辛1・　　　　　（2一・）

If　we　put　E＝＝1，　then　the　modulus　k　is　equal　to　one．　ln　this　case，　the　fiat－ring

cyclide　coordinates　are　reduced　to　the　toroidal　coordinates　in　which　the　aspect

ratio　A　is　given　by　cosh　2pt．

　　　Finally，　we　summarize　important　equations　in　the　fiat－ring　cyclide　coordinate

system　：

An　infinitesimal　distance　is　expressed　by
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（・・）・一空浮2［（・・）・・（d・）・］・蒙…μd・・ン（dil）・・　　（2一・）

Gradient　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・ad嚇［・・1：一・偶霧］・E2、n弩弓講　　　（・一・・）

Divergence　is

　　　　　　　…E・＝。。、s諜、。。［暢（’撃μE・〉・・nμ£（聖瓦）］・繭謁＆講φ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2－11）

Curl　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e，9　e．9　edi　sn　pt　dn　p　1

　　　　　　　　　　　　　　　・u・IE一。。，s諜、。。誰轟　轟　・　（2一・2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E，9／A　E，9／A　E“　sn　pt　dn　y／A

Since　the　scalar　Lmplacian　of　ip　is　defined　by　li2¢＝div　grad　q，　so　Laplace’s　equation

is　expressed　by

　　　　　　　　A・・一。，。，s諜、。。［…轟（s武器・…£（d惚］・房、f・2、。・誰（2一・3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　3．　Solutions　of　the　Laplace　Equation

　　　Since　the　Laplace　equation　in　the　fiat－ring　cyclide　coordinates　is　R－separable，

so　we　consider　the　following　solution

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　～ρ＝ノ蛋1／2M（μ）！＞r（ン）望7（φ）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－1＞

The　solution　（3－1）　permits　the　separation　of　the　partial　differential　eguation

（2－13）　into　three　ordinary　differential　equations，　so　that　substitution　of　eq．　（3－1）

into　the　Laplace　equation　（2－13）　gives

　　　　　　　　　　　　　sit2izili（snpttduM）＋［k2sn2」tt－cr2－cr3（k2sn2pt＋s一“，pt）］M＝o，　（3－2a）

　　　　　　　　　　　　　　　aitlily2i4y（dny｛L／r）＋［一dn2v＋a2＋a3（dn2v＋d－kly）］N＝o，　（3－2b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d2y
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十cr3Ψ　＝，0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－2c）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d¢2

where　a，　and　a3　are　the　separation　constants，　Furthermore，　substitution　of　sn2pt　＝2

in　eq．　（3－2a）　and　dn2v　＝2　in　eq．　（3－2b）　reduces　both　to　the　canonical　form

　　　　　　　　　　　髪多・÷［。詰α1＋。≧。，＋。ξ。瀞÷［（。畿畿諾、〉、］Z一・，　（・一3）

where，　forハ4　withα2＝がandα3＝（Z2，

　　　　　　　　ai＝＝b＝1，　a2　；c＝1／fe2，　a3＝O，　Ao＝一q2c，　A，＝一P2c，　A2＝1－q2．

For　Ar，　with　cr，＝P’2c　and　a，　＝q2，

　　　　ai＝b＝1，　a2＝c＝k2，　a3＝＝O，　Ae＝一q2c，　A，　：一P’2c，　A2＝1－q2，　p’2＝p2／k2．

The　equation　（3－3）　represents　one　of　the　B6cher　equation　with　four　singularities，

which　is　referred　to　as　the　Wangerin　equation．　The　solutions　of　the　Wangerin

equation　are　called　the　Wangerin　functions　and　denoted　by　S，4（k，　2）　and　TS（k，　2）．

　　　We　consider　an　appiication　of　the　Wangerin　function　to　both　the　equi正ibrium
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and　stability　prob正ems　of　axi．symmetric　toroidal　p互asmas　in　the　flat－ring　cyclide

coordinates．　　The　direction　of　the　coordinate　レ　denotes　the　poloi（ial　direction

with　the　period　21（’，　whereκ’is　the　complete　elliptic　integral　of　the　first　kind

with　the　modulus　k』（1－k2）1／2．　Therefore，　i．n　order　to　solve　the　eq．（3－2b），　we

assume　that出e　solutio簸八r（レ）is　Fourier　analyzed圭n　the　following　form

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N（ン）篇ΣC“leim（rt／K’）リ，　　　　　　　　（3－4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nt＝酬檜co

where　C“、　are　the　Fourier　coe爺cients．　Furthermore，　we　can　consider　the　differ－

ential　equation（3－2b）as　the　Sturm－Liouvil互e　system　with　the　boundary　condition
［dnレ！V（レ）Nt（レ）コ致，＝O，　so　that　we　can　formulate　th．e　variational　problem　which　is

equivalent　to　eq．（3－2b）．　Therefore，　the　separation　constantsα2　can　be　determined

by　th．e　foHowing　proper　equation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ci「（∠4．8－1一？，1）＝0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－5）

whereλ　＝＝　afL，，　C　is　th．e　column　vector，　and　the　matrices．4　and　B　have　the　foll．owing

elements

　　　　　　　　　　A・’・＝：・ゴ’・・…［静ρ・｛・…一…（・…＋、klン）｝】…（㌘・・），

　　　　　　　　　　B〃・イ訪…c・・（m－pτπン），

η2二α3is　the　toroidal　mode　number　determined　by　eq．（3－2c）．　We　can　obtain

the　eigenvalues　λ　and　eigenvector　O　from　　eq・（3－5），　so　that　the　value　of　the

solution〈砲）is　determined　by　these　results．

　　　The　remai簸der　of　the　problem　is　to　soive　the　eq．（3－2a）　and　derive　the

Wangerin　function　regular　at　pt　＝・　O　orμ＝K．　First　of　al豆，　we　consider　the　series

solution　of　eq．（3－2a）aboutμ＝0．　　Forμ＝0，　the　variab隻e　2　becomes　zero，　so

that　we　find　that　2＝O　means　the　regular　singular　point．　In　this　case，　the　roots

of　the　indicial　equation　differs　by　an　integer，　so　th．at　two　distinct　series　solutions

of　the　Wangerin　eq．uatioR（3－2a）are　given　by

　　　　　ss團＝・唱誰翫・

　　　　　TS（・，・）一一講！・S（le，の1…1講1瓢（仁”ヒ穆捨幽…

　　　　　　　　　　　　・1諜τ蕩（篇“蕩，｛［給］，。．，，，一A・〃（一号）「冨÷・葛｝一tki÷］｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－6）

where

　　　　　A。一・，A，一一皆，A・一」ジ，ん一÷｛A・一・（…）一飼，ブ〉・

　　　　　B。一一，B，一一一tc｛（・＋・）Cl・＋P・・｝，

　　　　　面一か櫃・＋・・）・・＋（1＋o）P2c＋o（1一グ）｝，

　　　　　B・一壱｛B・一1（・＋・）一B・一・｝，ブ〉・

　　　　　五，（β）＝β2＋（A・。一！＞β＋B。，　ノつ（β）＝βノq，・＋Bゴ，　ブ　：1，2，3，＿
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A，　＝＝　1，

di（B）　一

　　　On　tlie　other　hand，　we　coRsider　the　s・eries

the　variable　2　becomes　one，　so　that　2＝l

as　z＝：O．　We　fin

and　do　not　differ

Wangerin　equation　（3

籠総li総（∴、）■1」．
t　tt@tt@tt　t @t@tt @t@ttt @’@’@’t@tt@tt@tt@t@tt@’t @tt@tt@t@tt@tt@t@t’@”@’t@t@tt@ttt @t@t@tt@tt@” @’@” @’@”@”@”@tt @’@tt@tt@t@tt @’@’t@tt@t@t’@’t @’@t’@” @tt @’@ttt @t@tt@t@tt@t’@”@t@t’@’t@t@tt@1

編1喫1土蕪喫｝．二二llll二llllllll膿1二1呵呵i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　soiution　about　μ＝K　　　Forμ＝瓦

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　means　a　regular　singuiar　point　as　well

　　　　　d　that　the　roots　of　the　indicial　equation　for　2＝1　are　distinct

　　　　　　by　an　integer，　so　that　two　distinct　series　solutions　of　the

　　　　　　　　－2a）　are　giveR　by

　　　　　　　　　雛。）一（。一・）1噛。。（ゴ：蜜！艀L（。一・）・・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m＝一〇u　（1　一t一　1）（1十1／2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－7）
　　　　　　　　　TS（k，z）　＿≦自一in（二）’nd2n（9）　（9－！）1・

　　　　　　　　　　　　　　　　M＝L’O－1－1一（1＋1）（1＋1／2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lnL1

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　且→A→誓書・A・一一壱20i諸跨3・

　　　　　　　　　　　　　　　　　A・一一。土、凶一・（o－2）一Aゴ＿2｝，　　　　ブ〉・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　BJ＝O，　Bi＝一rt　iilii｛1－q2一（p2＋q2）c｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　B2　＝t　（’z［．1：［ri　2’｛　一　（1　一　q2）　一　〈c　一　2）p2c　一　（2c一　3）q2c｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　B」一一’s’1．riii｛Bi－i（c－2）一B」一2｝＋4’（’rp’9’一＋2iC（，’：”1’一），　i’＞2．

The　series　solutions　above　converge　within　the　circle　whose　center　is　at　a　reguiar

singular　point，　so　that　the　solutions　（3－6）　and　（3－7）　are　appropriate　for　the

external　and　internal　solutions　of　the　equilibrium　or　stability　problems　of　plasmas，
re’唐垂?ｃｔｉｖｅｌｙ．　That　is　the　reason　why　pt　＝O　and　pt　：＝K　mean　the　external　and

internal　points　of　plasmas，　respectively．

4．　Vacuum　Flux　Functions

　　　Magnetohydrodynamic　（MHD）　plasma　equiljbria　are　governed　by　an　equilibrium

equation　grad　P＝＝JxB　and　Maxwell’s　equations　」＝curl　B　and　dl．v　B＝：O，　where

P　is　the　plasma　pressure，　f　the　current　density　and　B　the　magnetic　field．　The

equilibriu組equation　of　axisymmetric　plas組as　in　the　cyl．量ndrical　coordinates　（1～，

Z，　ip）　is　expressed　by　the　Grad－Shafranov　equation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R2　div　（R－2　grad　er）　＝＝　一R2P’一U’．　（4－！）

Here　ev（．R，　Z）　is　the　poloidal　rnagnetic　fiux，　the　plasma　pressure　P（？V）　and　the

toroidal　magnetic　flux　1（ev）　are　functions　of　lf　and　the　primes　indicate　derivatives

with　respect　to　er．　MHD　plasma　equilibria　is　determined　by　solving　eq．　（4－1）

with　expressions　of　Pr（tg）　and　II’（？P’）　which　are　given　as　linear　or　nonlinear
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functions　in　W．　On　the　other　hand，　in　the　vacuum　region，　eq．　（4－1）　is　soived

with　P’（？Y）＝O　and　II’（？Y）＝O　so　that　we　obtain　analytical　solutions　of　eq．　（4－1）

in　the　vacuum　region　in　which　the　solutions　are　expressed　in　the　form　of　the

Wangerin　functions．
　　　Equation　（4－1）　in　the　vacuum　region　is　rewritten　in　the　following　form

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ofi2V　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　aer　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a2　er

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　譲「π1叢～＋拶＝0・　　　　　　　（4－2＞

In　order　to　eliminate　the　differential　e’Y／OR　in　eq．　（4－2），　we　replace　the　poloidal

fiux　eU（R，　Z）　by　ep，（R／a）ii2Fv”：’（R，　Z），　where　T，　is　constant，　so　that　eq．　（4－2）　reduces　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　馨・馨→kF・．　　　　（4－3）

Since　eq．　（4－3）　with　the　rigth－hand　side　being　equal　to　zero　means　the　Laplace

equation　in　2－space，　so　we　consider　the　conformal　transformation　from　the　coordi－

nates　（R，　Z）　into　（pt，　v）　and　obtain　the　following　reiation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　雑㌦誓一最賜（∂2F＊∂叩＊葎＋　∂7），　　　（4一・）

where　the　Jacobian　determinant　O（pt，　y）／a（R，　Z）　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　畏三無一　（fg）2－

Application　of　eq．　（4－4）　to　eq．　（4－3）　results　iR

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂1多禿・∂讃一書，誌。F・・　　　（4一・＞

Furthermore，　for　eq，　（4－5）　we　consider’　the　transformation　Fnli’：’＝＝（2　sn　pt　dn　p）一’i2F，

which　implies　the　transformation　ip’＝？lr，（2A）wwiiL’F，　so　that　eq．　（4－5）　can　be　expressed

as　foilows

　　　　　　　　　　　　霧罪・1裟一興鍔額・艦。号ン筈一1｛・sn・・F…脚　 （・一6）

Namely，　we　can　show　that　the　Grad－Safranov　equation　（4－2）　under　the　transfor－

mation　W＝＝　？P’ C（2A）一ii2F　reduces　to　the　partial　differential　equation　（4－6）　written　in

the　form　of　the　fiat－ring　cyclide　coordinates．

　　　We　need　to　solve　eq．　（4－6）　in　order　to　obtain　the　poloidal　fiux　function．

However，　since　we　can　show　that　the　foilowing　equation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（curl　curl　A）e＝O，　（4－7）

is　identical　with　eq．　（4－6）　under　the　transformation　A，＝’1，（2A．cr，，）一ii2F　in　which

the　poioidal　fiux　function　is　given　by　W＝＝g592Ath，　so　we　consider　eq．　（4－7）　in　place

of　eq．　（4－6）　and　express　eq．　（4－7）　in　the　flat－ring　cyclide　coordinates　as　follows

　　　　　　　艦φ＋（一耀・響μ周・£［％4i一＋（一溜一欠2s膨nン周一・・圃

We　appiy　the　following　R－separable　solution

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／1P＝ノ1i／2ハ4（μ）！＞（レ），

to　eq．　（4－7），　so　that　we　have，　two　second　order　differential　equation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　編（　　dMsnμ瀦π）一（…、翻M一・・　　（4一・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t“．iv（dn　y！ll£N／）＋（a2＋al／iXi．）N＝＝o・　（4－gb）
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We　find　that　eqs．　（4－9a）　and　（4－9b）　are　identical　respectively　with　eqs，　（3－2a）　and

（3－2b）　with　cr，　＝1，　so　that　solutions　of　eqs．　（4－9a）　and　（4－9b）　are　determined　by

the　Wangerin　functions　with　the　toroidal　mode　number　cr，　＝1　and　the　poloidal

flux　function　can　be　expressed　by

　　　　　　　　　　　　　y（μ，・）叩阻筆票∴茎．．、n；一．．c・16瞬ノ榔

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×　［AiSiii／L）　（k，　sn2　pt）　＋Bi　Tin／2　（k，　sn2　pt）」，　（4－10）

where　Ai　and　Bi　are　any　constants　determined　by　boundary　conditions．

　　　Therefore，　we　conclude　that　the　afialytical　solution　of　the　Grad－Shafranov

equation　in　the　vacuum　region　is　obtained　by　using　the　Wange血functions　which

are　solutions　of　Laplace’s　equation　in　the　fiat－ring　cyclide　system．　Furthermore，

for　the　modulus　fe＝1，　the　metric　coeMcient　g，，　in　the　fiat－rifig　cyclide　coordinates

becomes

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　93・《。。，譜暮，ψ）2　　　　輿・）

whereσ　・2Pt，ψm2レーπ，　and　ide航ical　with　the　metric　one　in　the　toroidal　coordinates・

Therefore，　we　find　that　the　analytical　solution　of　the　Grad－Shafranov　equation

in　the　toroidal　coordinates　is　derived　from　the　same　procedure　that　is　used　in　the

fiat－ring　cyclide　coordinates　and　the　poloidal　fiux　functioR　can　be　also　expressed

byザ＝9毒12／1φ．

5．　Discussion

　　　We　obtain　the　seyies　representation　of　the　Wangerin　functions　which　are　the

series　solutioR　of　the　Lap正ace　equatio鍛　量n　the　登at－ring　cyclide　coord量nate　system．

The　Wangerln　functions　are　represented　as　the　internal　and　external　solutions　of

plasrnas　with　the　fiattened　cross　section．　The　argument　of　the　Wangerin　functions

is　expressed　as　the　aspect　ratio　and　elongation　ratio　of　toroidal　plasma，　so　that

we　can　treat　the　equilibrium　and　stability　problems　of　plasmas　with　noncircular

cross　sections　without　using　the　expansion　of　the　aspect　ratio　for　the　physical

quantities．　We　apply　the　Wangerin　functions　to　the　equilibrium　problem　of

axisymmetric　toroidal　plasmas　with　a　horizontally　elongated　noncircular　cross

section　and　show　that　the　the　analytical　solution　of　the　Grad－Shafranov　equation

in　the　vacuum　region　is　obtained　by　using　the　Wangerin　functiion　in　the　fiat－ring

cyclide　coordinates．

　　　However，　we　have　not　yet　developed　the　programming　code　from　which　the

values　of　the　Wangerin　functions　are　evaluated，　so　that　the　equilibrium　magnetic

structure　consisting　of　the　poloidal　flux　function　is　not　shown　but　will　be
investigated　in　the　near　future．
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