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A　New　One－Parameter　Family　of　Generalized

Variable－Metric　Method　in　Accerdance　with
　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fletcher’s　Duality

Toshihisa　HONMA‘’：’　and　lkuo　KAJI；”：’；”：’

　　　　　　（Received　December　28，　1978）

Abs重rac重

　　　We　have　developed　a　new　one－parameter　family　of　generalized　variabie－metric　method

which　is　reduced　to　Fletcher’s　one－parameter　family　for　certain　values　of　parameters．

The　process　of　the　development　is　as　follows．　First，　from　the　application　of　the

generalized　inverse　of　matrices，　we　derive　the　general　solution　of　a　matrix　equation

on　which　variable－metric　methods　are　based，　and　we　consider　only　the　generalized

variable－meeric　method　including　the　Broyden－Fletcher－Goidfarb－Shanno　algorithm．　Next，

we　develop　a　dual　generalized　variable－metric　method　in　accordance　with　both　the　ShermaR

and　Morrison　formula，　and　Fletcher’s　idea　of　dual，　so　that　we　construct　a　new　one－

parameter　fami｝y　which　consists　of　the　generalized　variable－metric　algorithms　which　are

dual　with　each　other．　The　situation　of　known　variable－metric　methods　is　made　more　clear

by　the　new　one－parameter　family　of　generalized　variable－metric　fRethod．

1．　lntroduetion

　　　There　exists　a　Rumber　of　variable－metric　methods　developed　by　many　authors．

The　superior　characteristics　of　the　variable－metric　methods　are　that　the　methods

retain　an　excellent　stability　as　the　steepest－descent　methods　and　use　only　the　first

derivatives　of　the　function　to　be　minimized；　nevertheless，　the　variable－metric

methods　are　superior　to　the　steepest－descent　methods　in　a　rate　of　convergence　as

Newton’s　methods．

　　　As　one　of　tlie　variable－metric　methods，　we　have　already　studied　a　property　of

Fletcher’s　one－parameter　family　of　the　yariable－metric　method　u．nder　linear
constraints’）．　Fletcher’s　one－parameter　family　of　the　variable－metric　rnethodL）　is

constructed　by　taking　any　linear　combination　of　the　Davidon－Fletcher－Powell
method3”‘〉　and　the　Broyden－Fletcher－Goldfarb－Shanno　method5’i’6”）　（referred　to　as　the

DFP　method　and　the　BFGS　method，　respectively）　iR　such　a　way　that　the　coeficients

sum　is　unity．　We　have　showR　that　Fietcher’s　one－parameter　family　of　the　yariable－

metric　method　holds　a　property　represented　by　the　concept　of　exactness　and　is

stable　for　the　convergence　in　some　range　of　the　parameter　even　under　linear
constraintsi）．

　　　Therefore　we　consider　that　it　is　useful　to　extend　Fletcher’s　one－parametey

family　with　such　excellent　properties　to　a　more　generalized　form．　The　importafit
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structural　characteristic　of　Fletcher’s　one－parameter　family　is　that　the　DFP　method

and　the　BFGS　method　hold　a　dual　relation　with　reach　other　in　accordance　with
Fletcher’s　idea　of　dzsal　（referred　to　as　Fletcher’s　duality）2）．　For　this　reason，　vve　make

use　of　this　characteristic　and　consideT　the　extension　of　Fletcher’s　one－parameter

family　of　the　variable－metric　method．

　　　In　this　paper，　it　is　our　purpose　to　develop　a　new　one－parameter　family　which

inciudes　Fletcher’s　one－pavameter　family　as　one　of　the　algorithms．　The　remainder　of

this　paper　is　arranged　as　fo正lows．　In　section　2，　we　summarize　the　properties　of　the

variabie－metric　method　and　establish　a　matrix　equation　on　which　the　variable－metric

methods　are　based．　From　its　general　solution，　we　derive　the　generalized　variable－

metric　method　including　the　BFGS　algorithm8）．　ln　section　3，　the　Sherman　and

Morrison　formula9）　is　applied　to　the　generalized　variable－metric　method　derived　in

section　2，　so　that　we　obtain　a　dual　generalized　variable－metric　method　in　accordance

with　Fletcher’s　duality．　Furthermore，　by　making　use　of　the　results，　we　construct

a　new　one－parameter　family　to　which　Fletcher’s　one－parameter　family　is　extended．

In　section　4，　discussion　about　the　new　one－parameter　family　is　described．

2．　Generalized　Variable－Metric　Method

　　　　2．　1　Variable－metrie　method

　　　We　consider　the　problemll；．　to　find　a　local　minimum　of　a　function　f（x）　of　n

variables　x＝（x，，　x，，　．．．，　x．）i’，　where　T　denotes　the　transpose　of　a　matrix．　The

gradient　of　a　function　f（x）　can　be　expressed　by　g（x）＝（6f／Ox，，　6f／Ox，，，　．．．，　Of／Ox．）T，

so　that　the　variable－metric　method　for　the　problem　is　to　find　a　sequence　of　vectors
（XO，　Xi，　・・一，　X，i，　…）

such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xi　＋i＝xi　一i一　risi，　（Lt－1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　si＝一Hl　g（xi），　（2－2）

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lim　g（xi）　＝＝　O．　（2－3）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i一｝co

Here，　the　i　th　step　size　ri　js　determined　so　that　f（xi十risi）＝＝minf（xi十rsi），　and　Hi　js

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r

the　n　x　n　positive　definite　matrix　and　defines　the　inverse　of　the　metric　matrix，　so

that　the　direction　vectors　si，　i一一〇，　1，　2，　，．．，　mean　the　direction　of　minimizing　the

directional　derivative　of　f（xi）．　Furthermore　the　matrix　Hi　i’s　updated　on　the　basis

of　a　recursive　formula．　lt　is　shown　that　if　the　updating　matrix　Ui　in　eq．　（2－2）

is　replaced　by　the　unit　matrix　and　the　inverse　for　the　Hessian　matrix，　respectively，

then　the　variable－metric　method　is　reduced　to　the　steepest　descent　method　and

Newton’s　method．
　　　For　a　positive－definite　quadratic　functionf（x）＝＝　一ll－x7’Ax－gf”ac＋a，　the　recursive

formula　in　the　yariable－metric　method　has　the　following　properties：

　　　（1）　The　direction　vectors　are　a　set　of　the　A－conjugate　vectors　such　that
sf’Asi＝O，　i－Tk＝」，　i，　7’一一e，　1，　．．．，　n－1，　so　that　the　minimum　of　the　function　f（x）　is

attained　at　most　in　n　steps．　Then，　we　obtain　the　following　relations

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　yl’σノ…O・・S分ゴ＝0，戸1，．．。　i－1　　　　　　（2－4）

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A－iYi　一一　Si，　（2－5）
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where　the　n　x　i　matrices　Yi　and　Si　are　defined　by　Yi＝（yo，　yi，　．．．，　yi－i）　and　Si一一

（a，，　a，，　．．．，　oi一，），　respectively．　The　vectors　ai　and　yi　are　defined　by　ai＝xi一，一xi　and

Yi　wu－gi＋i－gi，　respectively．

　　　（2）　The　matrix　updated　by　the　recursive　forrnula　is　the　positive　definite

matrix，　so　that　H，　tends　to　the　inverse　matrixノ牛1　for　the　Hessian　matrix　of∫（x）

in　the　vicinity　of　the　extremum　point，　in　which　the　direction　vector　is　similar

to　that　of　Newton’s　method．

　　　　In　the　next　section，　we　consider　a　recursive　formula　whick　holds　the　above

properties　for　nonquadratic　function．

　　　　2．　2　Generalized　yariable－metric　algorithm

　　　The　many　variable－metric　methods　for　the　problem　of　minimizing　nonquadratic

functions　are　derived　on　the　basis　of　the　following　matrix　equation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H，　Y，　一一　S，，　（．？一，一6）

where　the　variable－metric　matrix　Hi　i’s　an　unknown　matrix　and　satisfies　the　second

property　in　section　2．　1　because　of　the　similarity　to　eq．　（2－5）．　lf　the　matrix

Hi　satisfies　the　above　equation　then　the　A－conjugacy　condition　of　ao，　ai，　．・・，　oi－i，

is　reduced　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　｝／ノ’σゴ＝0，0r　γノ〕酵「、昭’島・瓢γノS；f’8ン・瓢0，ブ＝1，　．．．，　i－1　　　　　　　　　　　　　　　（2－7＞

　　　A　generai　solution　of　eq．　（2－6）　i．s　obtained　in　accordance　with　Adachi’s

derivationS）　in　which　a　generalized　inverse　for　matrices　is　appiied　to　eq．　（2－6）iO），

so　that　the　generaKzed　variable－metric　method　is　expressed　as　follows

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　瓦＝S∫y苧十2？ゴ（、r，、一y㌃y季），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2－8）

where　the　i　x　n　matrix　Y？　is　such　that　YiYT・　Yi’一　Yi．

　　　In　this　paper，　we　consider　only　a　generaiized　variab’ie－metric　method　into　which

the　BFGS　algorithm　is　included．　For　this　reason，　the　n　x　n　matrix　1？i　is　chosen

as　（SiYfr）T’　so　that　the　variable－metric　matrix　Ui　becomes　symmetric．　The　recursive

formula　for　Y？　used　by　Adachi，8）　is　applied　to　the　solution　（2－8），　so　that　the

matrix　Ui　i’s　expressed　recursively　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Hi…二一鍛鷺鷹鐸　　　（2－9）

where　the　vectors　d，，η∫and　the　matrixノ｝are　defined　by（cll’IJIi）71，　ffiyi一σi　andゑ，一

YiYT・，　respectively．　The　vector　ci　is　any　vector　such　that　c17，　Yi＝O．　For　several

values　of　di，　the　generalized　variable－metric　algorithm　（2－9）　is　reduced　to　the

following　algorithms　：

（1）　The　BFGS　algorithm　as　d，＝a，i・5・6・7＞

　　　　　　　　　　　　　　　　砺π磁［…西面’・語（・磯諮）司・　．（・一・・）

（2）　Broyden’s　first　aigorithm　as　di＝ai－H‘iy］・）i’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　私＋1一私・（¢族讐塀響　　　 （2一・・）

（3）

（4）

Greenstadt’s　first　algorithm　as　di一一Hiy12’

　　　　　　　　　　私…私・廊［・瀬・砺’・1｛・一（・÷轟）呼野・

Greenstadt’s　second　algorithm　as　di＝y］？）

　　　　　　砺π癒［の・繍一恥胸調一力・ノ・・一蜘厩1

（2－12）

（2－！3）
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（5）　A　new　algorithm　as　di一一Hiai，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　瓦・・一…σ警告のηノ・諺｝評の鵡

　　　Thus，　we　obtained　the　generalized　variable－metric　aigorithms

the　BFGS　algorithm，　so　that　we　next　deriye　a　dual　geReralized

algorithm　in　accordance　with　Fletcher’s　duality．

（2－14）

（2－9）　including

variable－metric

3．　A　New　One－Parameter　Family

　　　　3．1　Dual　genera韮ized　variable．metric　algorithm

　　　Asimple　idea　of　dual　was　applied　to　the　DFP　algorithm　of　the　variab互e－metric

methods2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Hi・・一鰐鑑一気温・　　　（3一・）

so　that　the　BFGS　algorithm（2－10）was　developed．　Fletcher’s　one－parameter　family

of　the　variable－metric　method　was　constructed　by　taking　any　linear　combination

of　the　righレhand　sides　of　the　DFP　algorithm（3－1）and　the　BFGS　algorithm（2－10）

such　that　the　coe伍cients　sum　is　unity，　i。　e．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　私…私噺驚瞬・　　　（・一2）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・ド幽）・喘一，鴛；），

　　　In　accor（iance　with　Fletcher’s（iuality，　we　consider　the　extension　of　Fletcher’s

one－parameter　family　（3－2）by　making　use　of　the　ge厳eralized　variable－metric

algorithm（2－9）which　includes　the　BFGS　algorithm．　First　of　all，　it　is　necessary

to　derive　the　inverse　for　the　recursive　formula（2－9）．　For　this　reason，　the　recursive

formula（2－9）is　rewritten　as　follows

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π一・・ツ辮・　　　（・一・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・一畷1　　　　（3－3　b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　岡譲　　　　（3－3・）

Then，　the　follo．wing　Sherlnan　and　Morrison　formuia9）is　app正ied　to　the　recursive

formulae　（3－3a），（3－3b），　and．（3－3c），　respective至y，

　　　　　　　　　　　　　　（B一・z‘の一’＝・B一’一τB…’ZtvTB一．1，　・『1＋σ”’＝vTBHize，

whereβis　nonsingu正ar　matrix，％and　v　are　any　vectors，　andσandτare　any
scalars．　We　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　グレ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Hi；｛一・　爾，＋講）∂蕊芦一麟一1・　　（3－4・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・一・一丁一1協，．刃；T－1曜丁一・，　　（3－4d）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T…恥み黛砺H・1η・舐　　　（・一4・）
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The　right－hand　sides　of　the　eqs．　（3－4a），　（3－4b）　and　（3－4c）　are　expressed　in　terms

of　the　inverse　matrices　Smi，　T“m’　and　H’；・　i，　respectively．　The　inverse　matrix　SH’　of　eq．

（3－4　b）　is　substituted　into　eq．　（3－4a），　so　that　the　inverse　matrix　Hi．i，　can　be　written

in　the　form　of　the　inverse　matrix　T－i．　Since　the　inverse　matrix　T－i　can　be

expressed　by　the　inverse　matrix　Hi　’　through　the　eq．　（3－4c），　the　inverse　matrix　Hi＋i，

is　expressed　by　the　inverse　matrix　Hi　i．　As　a　result，　the　inverse　for　the　recursiye

formula　（2－9）　is　given　by

　　　　　α・・一Gi・（　　　　　　1di　Giai）2　＋　（ff　，T・　pti）（轟；）

　　　　　　　　　　　　　×［（d，T’　Giai）　（ptidr・　Gi十　Gidi＃：〉　十　（dl　Gidi）pti＃　T・　一　（aipti）　GididiTGi］，　（3－5）

where　the　inverse　matrices　H奄1、　and　1∫rl　are　replaced　by　G，＋1　and　G，　respectively．

　　　Next，　from　the　recursive　formula　（3－5），　we　derive　the　dual　generalized　variable－

metric　algorithm　to　the　eq．　（2－9）．　Since　Fletcher’s　duality　is　based　on　the

following　transfomation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　yi｛→σi，　」研←＞Gi，　私・＋，←＞Gi＋1，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－6）

the　application　of　the　eq．　（3－6）　to　the　eq．　（3－5）　results　in

　　　　　瓦・・一私・（　　　　　　　　　1∂1恥，）・一（ッ1η∫）（、鋤

　　　　　　　　　　　　　×［一（δ『1ゾ～ニソ，）（η∫δ忽f十瓦∂fη多）十（bi　ff∫b，）ηfη『÷（y『’η∂1ゾ，δ汐『H，＝｝，　　　　　　　　　（3－7）

where　a　transformation　diebi　is　used．　The　eq．　（3－7）　represents　the　dual　recursive

formula　to　the　eq．　（2－9）　on　the　basis　of　Fletcher’s　duality．

　　　Since　we　have　the　dual　generalized　variable－rnetric　algorithm　（3－7），　we　consider

dual　recursive　formulae　corresponding　to　the　eqs．　（2－IO）　to　（2－14）　in　section　2．　2．

The　following　dual　recursive　formulae　are　derived　：
（1）

（2）

（3）

The　DFP　algorithm　（3－1）　as　bi一一yi，

Broyden’s　first　algorithm　（2－11）　as　bi＝yi－Giai．　This　algorithm　is　identicai

with　dual　one，　so　that　it　is　referred　to　as　self　aual．

As　bi＝Giai，

Hi・・一H汁剪咩ﾎ諜募鰍砺〉
　　　　　・［　畑一興・（・＋∬罪無）・・σr・夕1漁評・識］

（4）　As　bi＝ai，

（3－8）

　　　　　私＋1一私・爾Fl粥｝yl瓶）

　　　　　　　　　　　x［：一（σ『私ツ，）（η，στHξ十．θfσ，η7）十（σ劉瓦・σ，）ηfη1了十（y『ηゴ）．厚∫σ，σ紐【，］　　　　　　　　　　（3－9）

　　　（5）　As　bi一一Giyi，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　H…＝私＋（二y裂ソ、）2一（y／1η，）てy諏）

　　　　　　　　　　　×［＝一（ツτ7ニソi）（ηfニソ11十IYi？7i）十（二y1召，ツ∫）η，η1’十（二y　lrOP，）JYiニソ1コ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－10）

　　　　3．　2　Extension　of　Fletcher’s　one－parameter　family

　　　In　accordance　with　Fletcher’s　duality，　Fletcher’s　one－parameter　family　is　extended

to　a　new　one－parameter　farnily　which　consists　of　generalized　variable－metric

algorithms　which　are　dual　with　each　other．　We　take　any　linear　combination　of
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eqs．　（2－9）　and　（3－7）　in　such　a　way　that　the　coeMcients　sum　is　unity，　i．　e．，

　　　　　　　　　　　　　私・・一（・一φ）礁・＋φH｝・・一私」禦η『＋y纏編・　（3一・・）

where

画一1面弟瀟酬・腔…）（η汐1．κガ十．κ∫∂∫η11）一（三帰

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一（湘漁｝」傷1蜘癖

the　matrix”i＋1　in　eqs．　（3－7）　and　（2－9）　is　denoted　by　179＋、　andπ1＋、，　respectively・

The　new　one－parameter　family　（3－ll）　inciudes　the　following　formuiae：

　　　（1）　Fletcher’s　one－parameter　family　（3－2）　as　di＝ai　and　bi＝＝yi・

　　　（2）　A　one－parameter　family　consisted　of　Greenstadt’s　first　formula　（2－12）

　　　　　　　and　its　dual　formuia　（3－8）　as　di一一Hiyi　and　bi一一Giai・

　　　（3）　A　one－parameter　family　consisted　of　Greenstadt’s　second　formula　（2－13）

　　　　　　　and　its　dual　formula　（3－9）　as　di一一yi　and　bi＝ai．

　　　（4）　A　new　one－parameter　famiiy　consisted　of　eqs．　（2－14）　and　（3－IO）　as　ai＝Hiai

　　　　　　　and　bi＝Giyi・

　　　Furthermore，　we　can　show　that　Fletcher’s　one－parameter　family　derived　from

the　eq．　（3－ll）　includes　the　following　formulae：

　　　（1）　Broyden’s　first　formula　（2－11）　as　¢　＝aT・y，／（al｛’y，一yl’H，y，）．

　　　（2）　Greenstadt’s　first　formuia　（2－12）　as　ip＝＝一ali・”y，／yl’H，y，．

　　　（3）　Broyden’s　second　formula”’　as　g5＝＝igioY　yi．

　　　　　　　私・＋1＝＝IH’i　rm　Hiyiz；T一＋の二yi，　　　zlT＝：δi：ソli’Hi＋β，σ11，　　　（1　ii・T＝αf5『’一βi∠ソ多’∬∫，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・F1舜艀・μ撃・　（3一・2）

　　　（4）　Shanno’s　formula7）asφ＝（正一のσ叛ノ（（1一のσ，i　lryi　一　ylg’ffisri），

　　　　　　　　　　　　　　　　私＋1一私・癒・回窄書票器瀞鯉　　（・一・3）

　　　Since　we　have　a　new　one－parameter　family　（3－11）　of　the　generalized　variable－

metric　method，　we　require　more　theoretical　and　computational　research　for　the　new

one－parameter　family　in　order　to　be　regarded　as　an　eMcient　and　practical　tooi　for

unconstraiRted　minimization　problems．　However，　in　this　paper，　we　do　not　treat

these　problems　in　detail．

4．　Discussions

　　　We　have　the　new　one－parameter　family　which　consists　of　the　generaiized

variable－metric　methods　which　are　dual　with　each　other．　We　found　that　a　new

one－parameter　family　was　derived　from　a　new　one－parameter　family　generalized

variable－metric　method．　We　also　showed　that　the　new　one－parameter　family
was　the　extension　of　Fletcher’s　one－parameter　family　of　variable－metric　method．

However，　for　the　new　one－parameter　fami／ky，　we　do　not　study　both　the　property

presented　by　the　concept　of　exactness　and　the　stability　for　the　convergence　but

Fletcher’s　one－parameter　family　has　been　already　investigated　for　these　propertiest）．

Iln　order　to　guarantee　the　superiority　of　the　new　one－parameter　family　to　other

variable－metric　methods，　it　is　necessary　to　study　whether　or　not　the　new　one一
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parameter　famiiy　satisfy　the　above　properties．　IHowever，　these　problems　wili

remain　unsolved　in　this　paper．　Furthermore，　from　the　computational　point　of　view，

it　is　necessary　to　test　whether　or　not　the　new　one－parameter　family　is　considered

as　an　eMcient　and　effective　method，　because　of　the　compiicated　recursive　form　for

the　new　one－parameter　famiiy．　These　algorithms　will　be　tested　in　the　near　future．
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