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北海道大学工学部研究報告

第98号（昭和55年）

BuHetin　of　the　Faculty　of　Engineering，

　　　Hol〈kaido　University，　No．　98　（1980）

境界層剥離の近似的な推定法

知名　　宏＊　小橋安次郎pa一

　　（昭和54年12月27日受理）

An　Approximate　Method　to　Estimate　the　Laminar

　　　　　　　　　　　　Boundary　Layer　Separation

Hiroshi　CHINA　and　Yasujiro　KoBAsHI

　　　　（Received　December　27，　1979）

Abstract

　　　AR　approximate　method　is　presented　to　estimate　the　separation　point　of　a　two－dlmensional

steady　incompressible　laminar　boundary　layer．

　　　It　is　wel｝　known　that　the　combination　of　the　momentum　and　the　energy　integral　equation

gives　a　comparatively　accurate　solution　of　the　laminar　boundary　layer．

　　　In　this　paper，　these　equations　are　solved　under　the　assumption　that　the　shape　parameters，

such　as　displacement　thickness，　energy　thickness　which　are　normalized　by　the　momentum

thickness　（designated　by　G，　H）　and　the　normalized　dissipation　integral　Q　are　functions　of

the　normalized　wali　shear　stress　P．

　　　For　£he　stagnation　fiow　and　the　flow　over　a　flat　plate，　the　relations　among　G，　H，　Q　and

P　are　determined　by　the　exact　solutions．　The　relation　among　these　parameters　at　the

separation　point　is　also　determined　by　introducing　similar　solution　proposed　by　Tani，　which

has　one　undetermined　parameter．　Then　the　quantities　G，　，El　and　Q　can　be　expressed　by

either　quadratic　or　cubic　functional　relation　with　respect　to　P　involving　one　variab1e　pa－

rameter　which　is　to　be　determined　by　examining　the　exact　solutions　of　various　types　of

flow．　lterative　calculations　are　necessary　to　determine　the　value　of　the　parameter，　but

they　converge　very　quicl〈ly．　The　numerical　calculation　shows　that　the　values　of　the

parameters　are　very　close　to　each　other　for　every　case，　suggesting　the　existence　of　a

universal　similarity　of　the　velocity　profile　at　the　separation　point．

　　　The　separation　points　of　a　circular　and　an　el｝iptic　cylinder　are　calculated　numerically

and　the　results　are　found　to　be　quite　satisfactory．

1． 緒 言

　　流体中を運動する物体の圧力抵抗の増加や翼の失速など理学上好ましくない現象は，流れの剥

離に由来することが多く，したがって剥離点の推定や圧力勾配がある場合の境界層の発達を算定

することは重要である。しかし，境界暦方程式を解くことは，その非線形性のため非常に困難で

．厳密解が得られる例は，ごく少数である1）。近年，計箪機の発達に伴い，非線形の微分：方程式を

直接数値的に解いていく方法があるが，かなり面倒な計算手順を必要とし，とくに剥離点付近の
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解の特異性を取り扱うのが困難で，手軽に用いるという訳にはいかない。このため，工学上の目

的に対しては，計算精度は多少低下しても簡単に剥離点を推定できる方法を見い出すことが望ま

れている。境界暦方程式の近似解法としてはPohlhausenの方法1）がよく知られているが，剥離

点近くで解が不安定になる欠点がある。これに対して，Tani2）は運動量積分方程式とエネルギー

積分方程式を併用して剥離点近傍までの比較的精度の高い解を得ることに成功している。

　本報告は，岐点流れおよび平板上の流れについて知られている厳密解とTaniが与えた相似速

度分布を剥離点に用いて，境界層の特性量を算出し，これらの間に簡単な関数関係が成り立つと

して，運動量積分方程式とエネルギー積分方程式を結合して得られる式を解く手法について述べ

たもので，この結果は剥離を伴う一般の流れに対しても適用することができる。

2．記号一一覧表

X　；物体表面に沿う流れ方向の座標

y　；物体表面に垂直な方向の座標

U，V；X，夕方向の速度成分

σ1；主流速度

ン

6

m
p

Ue

；動粘性係数

；境界層厚さ

；境界層内における速度分布のパラメータ

；境界層内における速度分布の指数

；境界層外における速度分布の指数（U，　・＝　Xβ）

；境界層外における速度分布の指数（U，＝1－X”）

；基準速度

；基準長さ

　添　　字

0　；壁爾における値

S　；剥離点における値

3．基礎方程式とその変形

　定常な二次元，非圧縮の層流境界層に関する運動方程式，および連続の式はつぎのように与え

られる。

　　　　　　　　　　　　　　　偽・券α署・聯　　　　　　（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ou　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ov
　　　　　　　　　　　　　　　　　　翫悔＝o　　　　　　　　　　　（2）

ここで，境界層特性長さを次式で定義する。

排除厚さ

　　　　　　　　　　　　　　　　　o“i＝S，6　（i　一8）dy　（3）

　運動量厚さ

　　　　　　　　　　　　　　　　ら一驚（・一距　　　　　（・）
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偏驚（　　　U21一τ聲）dy

33

（5）

連続の式（2）を考慮して式（1）をy＝＝Oからッ＝δまで積分し，さらに式（3），（4）の関係

を用いると次式のような運動量積分方程式が得られる。

　　　　　　　　　　　　　響・・響繰（・・象）一箸（弩）。

さらに，式（1）にuを乗じ，同様な手順をくり返すと，エネルギー積分方程武

　　　　　　　　　　　　　　響・・響一儲離

が得られる。ここで，つぎのような無次元量を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　鴫・一心

　　　　　　　　　　　　　P一警（必∂夕）。！Q著艦）2dy

で定義すると，式（6），（7）はつぎのようにまとめられる。

　　　　　　　　　　　　　　　9響＋2（2・H）肇讐一P

　　　　　　　　　　　　　　　望4（薯響・6響δ響一Q

さらに式（10）は次のように変形される。

　　　　　　　　　　　　　響・響一P一（・＋・H）響

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝A－nZ

ここで

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・一響

は，いわゆるPohlhausenのパラメータを表わす。

式（12）の両辺にσ望を乗じてまとめると

　　　　　　　　　　　　　　　　謡［砕三一AUIi

となり，この式はただちに積分できて，次式が得られる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　蓼誌、∬σ鵠

式（11）も同様に積分できて，次式が得られる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　竪一画ダQ融

　一一方，式（10）と式（11）からdδ妾／dxを消去することにより，

まとめることができて

　　　　　　　　　　　　肇［（H一・）駆血割一線［P一多］一・

　ここで流れのレイノルズ数を，つぎのように定義する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Re一絶L一き

ただし，U。は基準速度，　Lは基準長さを表わす。さらに，これらの量を用いて，

（6）

（7）

（8）

（9）

（10）

（！！）

（！2）

（13）

（14）

（15）

これらの式は一つの方程式に

　　　　　　　　　　（16）

　　　（17）

次のような無
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次元量を定義する。

　　　X＝i

　　　弓

π＿む　G＿藝
　　　　　　62　　6，

γ甲

δ1幾δ・一豊

P一 ﾙ（調。

　　　　び　　　　ヒ

　a＝町

δ、識〆

Q一
M（∂廊評）dr

これらの量を用いると，式（14），（！5）および（16）はそれぞれ，つぎのように書ける。

　　　　　　　　　　　　　　　　δ1一赤f瞬

　　　　　　　　　　　　　　　　δ1一あゴQ嘲

　　　　　　　　　　　δ1［（if－1）十一暑霧］一子（P一多）一・

（！8）

（19）

（20）

（21）

（22）

　結局，問題は式（22）から明らかなように，与えられたσ1に対してδ1，P，　G，　H，　Qを

流れ方向の距離Xの関数として求めることに帰着する。以下，その具体的な方法について述べ

る。

　まず，境界層の外側における流れU一，（X）が与えられると，式（20）からδ1（X）が求められ

る。ここでAおよびnはTaniの与えた値を採用し，　A＝0．44，　n＝5とする。このように

して求めたδ1（x）を第一近似とし，dG／dX；oとおいて式（22）に代入する。このとぎP，　G，

H，Qは速度分布に依存する量であるが，たとえぽ式（23）で表わされるような速度分布を仮定

すれば，一つのパラメータaの関数として表わすことができ，したがって，あるXの位置で式

　　　START

漉｣点Xsを仮定

主流の速度分布を決定
@　　U1（X）dU殉X

（20）式：6＞の第一近似

@　　　　NニO

@　　　N＝N・】
@　　　X＝N・6X

パラメータα（刈を仮定

@P（G＞、G（α）．H（o），Q（G）

NO　（22）式が収束？

@　　　　　　　　YES

mO 規定回数を終了？

@　　　　YES
X，P，　G，H，Q，

п唐

NO

（21）式・一 i濁の再近似

｛x＞分布の変化の藩

@　　　YES

漉｣点；Xs

@　SτOP

図一1流れ図
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（22）を満足するaを反復計算をすることによって求める。このようにしてP，G，　H，　QがXの

関数として求まると，式（21）を用いてδ1（X）の第二近似値が計算できる。以下この値を用い

て，式（21）と式（22）を満足するδ1（X＞の分布が変化しなくなるまで同様の計算をくり返す。

なお，第二近似以降はGのX方向の分布が与えられるから，dG／dXを見積もることが，可

能である。上述の計算過程の流れ図を図1に示す。

4．　G，H，　Qの関数形の仮定

　TaniはPohlhausenのパラメータλを境界層内における速度分布のパラメータとせずに，壁

面での速度勾配に比例する量σを用いることを提案し，境界層内における速度分布を次式で仮定

した。

　　　　　　　　　　　　　？：til“　＝1一　（！－3）　M－i［1＋（m－1－a）　｛li一］　（23）

この式を用いると式（！8），（19）で表わされる量はすべてmとaの関数となる。Taniはm＝＝4

とおいて境界層外側の流れが，U1　＝・　Uo－bXn，（n　＝1，2，4，8）で与えられる場合の境界層方程

式の近似解を求め，それが厳密解と比較しても，かなり良い精度があることを報告している。た

だ，m＝4としたとき式（23）で与えられる速度分布では，岐点において成りたつべき式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　轟一画吾　　　　　　　　（24）

を厳密には満足し得ないという欠点がある。そこで本報告では，そのような欠点を除くとともに，

精度を上げるため以下に述べる仮定を設けるQ

　境界層の特性量であるP，G，　U，　Qを式（23）から計算すると，　mを一定（たとえぽ辮＝4＞

としたときaに対して単調な変化をすることがわかる。一方，Pはその定義から明らかなよう

うに壁面での勇断応力に関係する蚤であるから，CtのかわりにPを変数に選ぶことにすると，

G，H，　QはPの単調関数として表現できるはずである。このことは，速度分布の形状を仮定

しないで境界層の挙動を取り扱うという意味で，新しい試みというべきであろう。なお，こうし

た仮定の妥当性はHartree3），　Howarth4），　Tani5）らが与えた厳密解を吟味することにより得ら

れる。図2～4はそれぞれこれらの厳密解より得られたPとG，H，　Qの関係を示したもので，

これらの壷をPの単調な関数と仮定できることがわかる。これらの図中には式（23）でm・・4お

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　U，＝X一

G

1，6

1．5

　　　　　　　　　　　　　　◆㌧
　　　　　　　　　　　　　．・／
　　　　　　　　　　　　．ノグク

　　　　　　　　　　　ノジ／

　　　　　　　　晒ク
　　　　　　　　　ノ　　　ノ
　　　　　／ご㊧シ幅
　　　　　　　ロヘノ　　　　　ノヒ
．＿一
C・イ1ン／
し，或一野

一’一
F・

一一

　　（Hartree）

Ui＝1－xn

A　n＝1

a　　2
e　　　L

v　　8

“　Exact

o．o 　　　　　O．5
　　　　　　　　　　　ド
図一2　PとGの関係（厳密解）

1．0
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1．5

Q

1．0 　　　アロ　で
二：謬》て

　●

4．o

H

3，0

2．0

　　　　　　　　　　　　　　　・　嫉＝x’
　　　　　　　　　　　　　　　　　｛　Hartree）
　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　U顎＝1－xn

Xx　oa　A　n＝T，＞v〈，’　：Z
＼歌・、　　　　ワ8
　　　X・xgsgl．　“Exact
　　　　＼典。
　　　　　X’h」｛k’e．

　　　　　　　　訟駁

　　　　　　　　　　　＞NXb．XS．X

　　　　　　　　　　　　　sxptt．．

o．o 　　　　　O，5　　　　　　　　　　　　P
図一3　PとHの関係（厳密解）

　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　．／

　　　　　　　／

ノノ
譜絆

．

一一

．　Ul＝XP

　　｛Hartree＞
　Ui＝i　一一　xn

A　n＝1

a　　　2

e　　　4

v　　　8

◆　Ex（ユct

10

O，8

表一1岐点と平板上の流れの厳密解

P
G

Q

iH・・m…Bl・・…1剥離墨

O．　72067

1．　62574

2．　21625

！．　35529

・・44・・司

1．　57258

2．　59110

！，　09073

o．o

Gs

Hs

Qs

o．o 　　　　　O，5　　　　　　　　　　　　P
図一4　PとQの関係（厳密解）

1．0

よびm＝5としたときの対応を破線で示してある。なお，ここでは議論の対象から除外した問題

ではあるが，厳密解と破線の対比から式（23）で仮定した速度分布がmの値のとり方により岐

点付近を除けば厳密解をかなり忠実に近似できることがわかる。

　いま，G，　H，　Qの具体的な関数形をつぎのように仮定する。すなわち，岐点付近の流れと平

板上の流れについては，それぞれ，Hiemenz解，　Blasius解6）として与えられている厳密解から

得られる値を採用する。さらに剥離点（a・＝O）については指数mを未知のパラメータとして，

次式で計算されるものを用いる。

　　　　　　　　　　　　　　α一1鴇講綴携戸　　　1

　　　　　　　　　　　　　磯回　　　1　　（25）
　　　　　　　　　　　　　　％癩三門謂1、凶■



7 境界層剥離の近似的な推定法 37

Hiemenz解，　Blasius解，および剥離点での解を表1に示す。

　　　　　　　　　　　　　　5．　G，H，　Qの関数形の決定

　G，丑，Qが単調に変化する関数であることに着目し，これらをHiemenz解，　Basius解お

よび式（25）で与えられる値を満足するようなPの2次式および3次式で表わすことにする◎

これらの式には未定のパラメータmが含まれているので，その適正値を決定するため表2に示

すようないままでに厳密解の得られている流れについて，剥離点でどのような値をもつか調べる

必要がある。このため，mをパラメータとして61，，　Hs，　Qsを求め表1で示す点を用いてG，

H，QをPの多項式で近似し，前述した解法によって式（22）を解き，厳密解から得られる剥

離点Xsを与える7n，を見い呂す。　U1　＝1－X4の場合の計算例を図5に示すが，2次式のとき

にはm，2；4．13，3次武のときにはma3　＝　4・　02であることがわかる。表2のいろいろな流れに対

するm，を2次式，3次式の場合について表3で示す。この表に見られるように，lnsの値には

かなりのぼらつきが見られるが，厳密解自体に含まれる誤差を考慮すると，ほぼ一定値をとると

表一2　いろいろな型の流れと剥離点位概

No． 人 名 境界層外側の流れ 剥離点Xs

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Howarth4）

Leigh7）

Tani5）

　ク

　！！

Curle6）

　1！

　！！

Terri！19）

HayashiiO）

Inoue

Tsuji

　　1－X
　　1－X
　　l－X2
　　1－X4
　　1－X8
X一　X3－O．　！216×5

　　X－x3
X一　X3　十〇．　0789×5

　　sinX
　　Xe－r

O．　120

0．　1198

0．　271

0．　462

0．　640

0，　6245

0．　6551

0．　6647

1．　8230

1．3125

4，5

m

4．0

3．S

3．0

U＝1一 。，2

A：3

表一3　いろいろな型の流れに対して

　　厳密解の剥離点を与えるm
　　添字2，3はそれぞれ2次式，

　　3次式による結果を表わす

No． MS2 MS3

O．4　5 　　o．46　xs　O．47
図一5　　言｝1・　　　〈瀞：　　　ダu

1

2

3

4

5

6

7

8

9．

IO

4．　716

　ク

4．　270

4．　139

4．　328

4．　792

4．　113

4．　717

3．　9．　94

3．　948

（3．　60）

　！1

3．　904

4．　025

4．　39．　！

5．　176

4．　103

5．　088

3．　880

3．　752
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考えてよく，これらの平均値をとって，2次式の場合には殊2＝4．33，3次式の場合には燃3＝

4．21を採用することにする。これらの値を用いると，G，丑，　Qの最終的な形が以下のように

決定される。

　2次式の場含

　　　　　　　　　　　　G＝O．　154P2十〇．　OIOP十1．　538

　　　　　　　　　　　　H＝O．75／P2－2．2！3P十3．421　i．　（26）
　　　　　　　　　　　　Q＝O．936P2－O．143，P十〇．972　i

　3次式の場合

　　　　　　　　　　　　G＝：　一〇．　058P3＋O．　2！4P2＋1．　536　’，i

　　　　　　　　　　　　H＝：一．7一，．　！19P3＋3．　294P2－2．　982P＋3．　447　i，　（27）

　　　　　　　　　　　　Q＝：O．　403P3＋O．　455P2＋O．　968　，11’

　図6は式（26），（27）を示したものであるが，2次式でも3次式でも両者の間にそれほど差異

のないことがわかる。

2．O

G．Q

1．5

1．0

05

N

N

一2次式
…一 R次式

e　Exact

G
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　　　　　　　　　　　　　　　　　6．　精度と応用

　表4に式（26），（27）を用いた場合の剥離点の推定位置と，厳密解に対する誤差の程度を示し

た。これからわかるようにいろいろな型の流れに対する剥離点の推定精度は3％以内であり，複

　　　表4　厳密解と剥離点との差
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　表一5　実験結果と本方法の結果との比較
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雑な計画過程を要する方法と比較しても，それほど差異のないことがわかる。また本絵定法の妥

当性を調べるために，円柱とだ円柱の剥離点を計算して，それぞれAchenbachi2），　Roshko13），

Wilandii），　Schubauer1‘）の実験結果と比較した。表5にその結果を示すが，これらの推定値は

実験結果と比較的よい一致を示す。なお，円柱および離心率の小さいだ円柱に対する流れ場に

は，ParkinsonとJandaliii）の後流吹きHヒiしモデルを用いて逐次近似的に計筑を進めてあるが，

ParkinsonとJandaliのモデルは，離心率の大きいだ円やレンズ品評など，流線形の物体に対し

ては適当でないため，離心率の大きいSchubauerのだ門に対しては，実験より得られた速度分

布を関数近似して計算を行った。

7．　結 言

　剥離を伴う境界層の剥離点を，精度よく簡単に推定する一つの方法を提案した。境界層特性量

の間に簡単な関数関係を仮定して，運動量積分方程式とエネルギー積分方程式を併用して解いて

いくのであるが，仮定した関数は岐点流れと平板．【＝r．の流れに対しては厳密解を，また剥離点での

流れに対しては一つの未定のパラメータを含む解を連ねるもので，壁．灘の勇’断応力に相当する景

の2次および3次の多項式で与えられている。多項式中のパラメータは，厳密解の得られている

いろいろな型の流れを吟味して，平均値を算定し，これを用いて具体的な関数形を提案してあ

る。これらの関数を用いて剥離を伴う流れの例について計算した結果は，実験とも良い一・致を示

しており，解法の妥当性が証明されたと思われる。

　なお，数値計算は北海道大学大型計箕機センターFACOM　230－75によって行われた。
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