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北海道大学工学部研究報告

第99号（昭和55年）

Bu11etin　of　the　Faculty　of　Engineering，

　　　Hokkaido　University，　No．　99　（1980）

拡散問題に表れるラプラス変換公式と
　　　　　　　積分誤差関数に関する一考察

柴田俊春　久郷昌夫
　　　（昭和55年3月31H受理）

Notes　on　Laplace　transformation　formulas　for　the　diffusion

　　　　　　　　　at　the　Cartesian　eoordinates　and　on　some

　　　　　　　　　　　　　　　　　characteristics　of　i”　erfc（x）

Toshiharu　SHiBATA　Masao　KuGo
　　　　　（Received　March　31，　1980）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　　The　Laplace　transformation　is　succesfuliy　appiied　to　maRy　diffusion　probiems　such

as　stratified　mediums，　flux　altemations　at　the　interface，　etc．　This　paper　is　related　to　the

classification　and　generalization　of　the　image　function　such　as　types　of　e－aX／qMf（g十h）”；

if　the　transformation　is　defined　in　the　usual　manner　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L｛！（t）｝一∫1！（炉tdt

then　the　image　has　following　two　original　functions　f（t）　according　to　m，

　　　　　　　　f（t）　．．　L－i　（e－qx／qm／（q＋h）n）f．，tsi，

　　　　　　　　　　　　一（一）・D縣ηし一2〆｛笑1（駕ゴー3）（i綜蝉）

　　　　　　　　　　　　　一貨1（m十n一フー3　　　フ？z－2）8ゴ（1離去タ）｝

　　　　　　　　f（t）　＝　L一1　（ewwgxfgm／（g＋h）”］x．i，

　　　　　　　　　　　一（一）・・＋・D44劣　色〆、。撫1．，（喫＝1－3）θゴ譜緯タ）

wheエe　g畿V房Zア，　F＝x〃4Dt，H謹h4Dオ，〆erfc（x）＝〆×〃e■fc（x）and　roundbracketed

pairs　are　the　generalized　binornial　coefficient．　Both　equations　seem　to　closely　resemb1e

eachother，　but　f（t）msi　exclude　ij　erfc（F）　because　of　the　empty　sum　and　the　series　start

from　different　integers．　The　application　of　these　equations　is　easy　and　can　be　dea1t

with　as　an　arithmetic　problem．

　　　In　the　course　of　the　analysis，　some　characteristics　of　i”erfc（x）　are　revealed；a　sug－

gestion　of　the　use　of　e”　erfc　（x），　（＝＝eX2　i”　erfc　（x））　in　addition　to　an　usual　one，　an　extension

of　order　n　to　negative　and　a　correlatioR　to　Hermite’s　polynomial　for　i”erfc（x），　possibly
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a　new　expansjon　of　series　（eq．　A－10），　and　a　Taylor　expansion　of　e　erfc　（x十v．　）　and　repeated

integral　formulas．　These　would　be　expected　as　new　and　powerful　means　for　diffusion

analyses．

1．　緒 言

　　ラプラス変換を利用して，物質移動（拡散係数，密度などが大きく異なって形成される層状

構造の問題，乾燥問題など）あるいは伝熱に関する拡散方程式を解析する際に表れて来る特徴的

な像関数exp←gx）・ザ”L（q＋h）一nと原関数の関係は整数値7π，　nの小さいものに対して，よく知

られたCarslaw－Jaecer1），　Crank2），あるいはErd61yiら4）の成書に述べられている。しかしm，　n

が一般化された値のときの原関数の整った形のものを既存の公式から決めるごとは若干の手数を

要すると思われる。本報告では今迄知られている，上述の像関数の整理をすると共に，任意の

m，nの組合せの場合にも，暗算的な代数計算で，像関数一原関数の関係を明らかにすることを目

的とした。またここでは積分操作の加わった誤差関数グループ（i”　erfc（x））に関する幾つかの性

質を具体的に示すことも，付属的ではあるが一つの目的とした。

2．　概 説

　　原関数一像関数の関係がすでに記述されている直角座標系の公式をCarslaw－jaecer（分数表

示では分子，および整数〉，およびErd61yiら4）（分母〉の中からとり出し（m－n）面に式番号で整

理した＊ものをFig．1に示す。なお解，　n≧oの第1，2象限に存在するものに限った。さて上掲

の像関数の原関数を仮tlC　f（t）とすると，

fu．（qt”h）n　＝　S，cof（t）　e一”‘　dt　i1　L（f（t）），　f（t）　＝　L－i　（fu．（giXh）n　）”1　q　＝　Vit　（2－1，2，　3）
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Arrangement　of　relations　between　image　functions　（e－qx／qm／（q十h）n）

8／3　etc　show　formula　numbers　（numerators　and　singles　are　based　on

Carslaw－Jaecer，　Crank，　and　denominators　are　from　Erdelyi　et　al．

Eqs．（3－15，16ノ）are　present　derivations．

Small　circles　were　previously　discussed　（not　reported）．

＊　Carslaw－Jaecer，　Crank共，同一の式番号がついている。
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で変換の定義とする。上式中Dは分子拡散係数あるいは熱拡散率である。またラプラス変換を

以下L，逆変換をL－1と略記し，戦中適宜交換する。士関＞A　f（t）　exその変数を具体的に示すと，

観V砺，または（x／V－Z［bJt）＋耐πであり，表現の簡単化のため混乱がなけれぽ

　　　　　　　　　　　　　　F－x／V－4wuDt，　1－1　me　hV”IZiiTt　（2－4，　s）

とおいて，変数をそれぞれF，F＋Hとも書くことにする。

　　さてFig．1中隣接する伽，　n）格子点上の関係は，左向実線で示したものについてはパラメー

ターXで原関数一像関数を微分することにより関連づけられる。また上向実線で示したものの間

には，別のパラメーターんに関する微分で導出出来ることを容易に確認できる。さらに破線上の

関係はhを零とした（あるいはこの不定形極限値）計算でn＝0のものへと変換可能である（付録

A－2）e

　　以上のことから今問題とする一般的な像関tw　e『qx・q－m（g＋h）｝nの原関数はπ置1とした（16）

式をhで繰返し微分することで誘導することが考えられる。事実この微分による手法を計算が容

易なフπ＝2，Iz＝1の（13／16）式に適用し，若干煩雑な変形操作を加えてe－qx・q－1（q＋h）一nとその原

関数の関係を求めることが可能である（付fX　A－1）。しかし微分後の結果の整理が煩雑なので，こ

こでは級数展開，ラプラス変換の線形性8＞を利用した結果と問題を微分方程式の解に帰着させた

結果を示し，ある具体的な（m，π）の整数対への適用が，代数的計算で容易に可能なことを承す。

　　　　　　　　　　　　　　　　　3．　相関式の誘導

　　上述のように問題となっている感熱数一原関数の相関式導出は3手法が考えられたが，これ

らのうち，級数展開法，および微分方程式による方法について述べる。

　3－1級数展開法　　すでに述べたように，一般的なe－qxp－m形の相関は知られているし，また

容易に導出可能なので，もしe－9X・q－M　（q＋h）一nを展開してe－qXp『肌形の級数で表現出来れぽ，ラ

プラス変換の線形性を利用して結果を得ることが可能になると考えられる。

　　いま11が整数であるとき1／（q＋h）nの展開を考えよう。lh］〈qとすれば＊，ラプラス変換で

の基本的要請8）からq＞0であるから次のように書ける7＞。

（9義）n㍉翻『π）（一π一1疑＝2撤＋1）一貯脹嵩（π＋1－1）（一h）kqrm（n＋k）　（・一・〉

上式中門一1）蹴張された臓の）・縣数であり・次式の関係にあ・・

　　　　　　　　　　　　　　　　（n十k－1　　k）黒鍵ゴ鈷

　　　　　　　　　　　　，。群研一裁（n十k－1　　k）（一型講翫

（3－1，2）式から（3－3）式なる像関数を検討すれぽよい。ところで（11）式より

　　　五睡・・’erf・（　　x44D孟）｝一グ熱r訴臣劉・’

（3－2）

（3－3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7n’　＝　O，　1，　2，　…）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11，　3－4）

の関係があるのでm＋n＋ん≡2＋mノすなわち　mノ＝m＋n＋k－2とおいて次の関係を得る。

＊qMは容易IU　pmt，　qM”pm’”のように変形できる。この時拡散係数Z）の何乗かを適宜代数計算により係数

　　として導入すればよい。（前頁）

＊　ihl＞gなら，　qとhを変換する必要がある。この時にはe－ax・gn　t9の像関数を処理しなければならない。
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　　　7群、バD齢＋1’1）（一肌｛繊一一岬囁（訪t）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－5）

　　上式右辺は必要とする伽，n）値を指定することで，未知要素はなく，求めようとした相関に

ほかならない。例えば伽，ノz）＝（2，！）の場合を調べると簡単な計算により，

　　　L－i｛f，ξ3旱ノの…｝　一一　蕩（一h）Jc　V　41・）t　k＋1　ik＋1　erfc（意）

　　　　　　　　　　　一÷曲（毒）一旙（一晒加椀・e…（訪t）（3一・）

と書ける。さて解析的にはerfc，　ik　erfc関数単独より，これらに指数関数を乗じた次の形式の関

数の方が諸演算に有効である。これを形式的に8erfc，〆erfcと略記する。

　　　　　　　　♂曲（　xV－4’　Dt）≡読・…（マ毒）k　・　・・・…2・…　（・一・）

　　　　　　　　蹴C訪r）≡・曲（ti’llli；・iD’一一i一）≡・嘉琵（頑班）

これらの表記を用いて次の形に書くことが嵐来る。さて次に（3－9）式を導入しよう。

L一・ o毒鞠一青引…・・（thtDl’）一，X，（一心母樹（血）｝（・一8）

（訓・e…（毒・・》D・）｝一（一v亜欄鋤（毒・耐π）（3一・）

上式はライプニッツの公式7＞を用いて容易に導出可能である。（3－8）式と（3－9）式の比較により，

前式中の無限級数和は，関数8erfc（F＋H）ig　h（H）に関してテーラー展開したものであることが

容易に確かめられる。したがって

・er・c（マ斎・耐D・）一萬（一晒D’階曲（毒・） （3－10）

であり，（13／16）式の結果と一致する。他のm．πについても同様のことが考えられる。

　　この級数展開法で得られた（3－6），あるいは（3－8）式はテーラー展開の意味するごとく，パ

ラメーターh（あるいは変数耐π）が小さい時には有効である。一方耐D孟が大きい場合には

見通しをよくするため式の変形（例えば（13／16）式を得たような操作）を必要とする。ここで任意

の（m，n）に対し有限級数和の表現になおして行くのは面倒なので，次の方法で述べる微分方程式

利用での導出を調べることにする。

　3－2　微分方程式による方法　　（2－2＞式右辺を変数灘の関数とし，（h－d／dx）nを作用させ

　　　　　　　　＠蓋レ（t）一L一・　（（h一が説詳、ア｝一が｛鰐｝　（3一・・）

のようにパラメーターhを像関数中から消去することが出来る。結果として残った像関数e一応

qMは指va　mにより，みかけ上異なる逆変換値（原関数）をもつ。　mによる区分は灘：≧2，　m＜2で

ある。ここではまずア7z≧2を考察し，その後m〈2を問題にする。

　　m＞！2であれぽ先に引用した（3～4）式を（3－11）式に代入して次式を得る。

　　　　　　　　（鑑）η！ω」4塞ムー・e…（訪t）（M＞一・）　（・一・2）
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この非同次微分方程式は形式的に次の解をもつ＊。

　　　　　　　f（t）固墨∫幽瀦警弧→曲（論の（d・）n。m＞1・）

　　　　　　　　　　　　　罷

　　（3－13）式の多重積分は次のような部分積分法の繰返し適用により実施できる。

のため係tw　hnを乗じた次の形を考える。

（3－13）

39

いま表現整理

嚇囲…・・f・（　x諏エ）t’一）（d・）n（m＞！・）

　　．X

キ曙ダ緬細岡ブー既婚（一卿輔潮量∫

　　｛衙・・（備の（・班ビ傭押曲（F）

上式は右辺第2項に繰返し積分を含む二化形式のものであるが，逐次これを決めて，

　　　　　一e　　　　　　　　　　・一・’”z－2　　4軌謳＋・

（3－14）式を（3－13）式に代入し，問題とした像関数一原関数に関する次の式を得る。

一（
K顎：←ソ僧ゴ…3）研一〃曲（毒）

爾帽擁チり塑旛・綱｝ （3－14）

琳群嗣一（抽撃嘱｛壌：無恥り亘謙車一

　　　　　隷擁勃響嘉響）｝　　　（・一・5）

上心中♂erfcξはすでに（3－7）式で定義したように〆〃erfcξである。またm＞一2であり，積分

操作が少なくても1回以上加わっていることからπ≧1である。級数和中の（）で示されたもの

は（3－2）式で示されたように広義の2項係数を意聴する。

　　（3－！5）式はフ7z；〉．2，7z；〉．1であれぽ任意の（ητ，7z）を指定することで，最初に目的とした簡単な

＊微分方程式（d／dx－lt）」’2（X）・・q（X），ゐ＝定数，の一般解は次式で求められる6）。

　　　　　　　　　　　　　　一声｛∫｛・・S　e－hxq（⑳圃・＋凶、・・が一1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　LJ”

ここでeh‘c　Z　CkXκ一1は岡次方程式（g（x）＝O）の一般解である。

　　さて（3－12）式では非同次要素i7JL－2　erfc（x／V　4　Dt）からなる被積分関数は区間（o，　Oo）で繰返積分が可能

である。また非同次方程式の解中，Ck＝Oが要請される。これはパラメーターんの正負にかかわらず得られた

非同次方程式の解が露の定義された匿間で有限値を保障されねばならぬこと，および多重不定積分を定積分型

∫1…d・’・　a一…で定義・て…と1・よる・・欲・r聯…麺塩分・上限・下限・鰍嗣能であ・・

　　　　　　　＠蓋ア∫（・）＋域舌一・㌻（t）・∫瓢《跡＋癌∫一（d・）n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x

＊＊　第2級数和中の添字下限は”砂2の範鵬では正しいが2π〈2の時以下に述べるように修正する必要がある。
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　　　　　ブニ　
のが普通である。本問題ではこのことは関数に含まれる2つの変数EF＋Hのうちmの条件に

よって伽〈2）変数Fのみの関数（誤差関数）とはならないことに対応する。

　　今逆順和は定義しないとしても，級数中に含まれる2項係数の要素が伽，π）の組合せによっ

ては，負値をとる可能性がある。以下広義の2項係数をさらに拡張することを試みた。
3一・広義・項係数の鷹・縣数と・一（　firg　）Zぽ（1）を購・す・時

　　　　　　　　　　　　　（1）《淘一刊駐班鴫

はその定義式である。各要素ん，7’，k－rが負でなけれぽ0！＝1と定義して問題はない。しかし負

の要素が入りこむと負数の階乗値は定義しないのが普通であるが，上の係数もr＞n，または1’〈0
塒（1）一・と烈し・・た一二＋）A・・一・　Cr（n＞・）・変換す・の・鞭の・うであ・7・・　・・だ

し後者の関係はプ値の正負で零になることがあると考えられる。いずれにしても負の要素が入っ

て来ると複雑になる。本報告のm〈2はまさにこの場合である。

　　さて負の要素が入るような状況下では2項係数を階乗関数で定義するのではなしにガンマ関

数を導入し，その計算も不定形極限値計算まで拡張することを検討する。

3－3一・ ?幣ゴー3）について左書の広義・購をガ・欄数で書くと獄とな・・

　　　　　　　　　（m＋n一ブー3　n－1）一掬離結斗（ブー・一・一・）

ガンマ関数は整変数が負の時にはその値が±・。である。今，π≧1の条件下でT（m＋n一ブー2＞，

「（m－」一1）の様子を変数で分類すると次のようになる。ただしεは0〈ε〈1なる任意の数で

ある。

i）’m＋n一ブー2＞εかつ27z一ゴー1＞ε　すなわちブ〈m－1一ε　　　　　階乗関数

上の分類とm，　n，ブの関係をFig．2に示した。なお○印はブのとり得る格子点を示す。図より明

らかなことは破線で示したようUCm＞一2では広義2項係数はすでに述べたように階乗関数に帰

着する。一方m・・O，1の時にe＆・nの値により広義2項係数値はゼロ，あるいは不定形をとる。

m　：O，1の時の三関数一原関数の関係はまだ述べていないが，ここで不定形となる場合を仮に極

限計算で係数のみ決めておく。

　　ブ＞m÷n－2。5で広義2項係数が不定形をとるとぎ，次の関数公式3）を適用してまとめられる。

　　　　　　　　　　　「（一x÷n）μコ（一2）＝（→nF（z＋1）／T（z－n＋1）

　　　　　　e幣ゴ…3）一SStr“（n一ブー2）隅一ブー1）一門鋤・一冷皐鳥ジ

3－3－2 i二S【3）について・一・一・と同様左の蟻・縣数をガ・欄数で書き直す・

代数計算で，関係を具体化出来る。

　　さてm＞！2，2t＞！1であれぽ（3－15）式は問題がない。本報告ではπ≧0を問題にしており，n＝0

の時には，話の展開に基礎式として用いた下関数一原関数の関係をそのまま引用すればよいとし

て，nSFOでm〈2の時の問題解決が必要である。通常の有限級数和において添字ブが逆順に変え
られ・時（冒…において例えば・・一・とし塒の、ξ…の・うな調・・和を定義しない・す・
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！慧｝∠範ユ
　B／xV　’t　Lt　mLi　ユ

　1　0月
・禽㌧3、5

一Yx　％i　1　’2　V3　m　一4

　　　　　　　一一一rn鴛1

　　　　　　　　∫x”C’b

　　　1／　’＼
　　　　ヨ　ゆ　　ヰ

　■

F・g・・・・・・…al・・ed　bi…・・1・・e・・・…n・・…（”’、1貿つ（・く・く・）

Lattice　points　in　hatched　areas　have　values，　but　they　are　regarded

as　zero　because　of　empty　sums．

　　　　　　　　　単二1－3）一浅1鍔荒努（」一q…圓

やはり整変数で分類して（ただしπ一ブ＞0である）

　　　　　i）7π＋π一」一2＞εかつ7π一1＞ε　　　　　　　　　　　　　　階乗関数

　　　　ii）那＋n一ブー2＞εかつ77z－1〈ε　　　　　　　　　　零係数

　　　　iii）フη＋π一ブ・一2〈εかつm－1＞ε　　この条件の格子点はない　　　一

　　　　玉v），n＋71一ブー2〈εかつm－1〈ε　　　　　　　　　　　不定形

であり，同様にFig．　3に整理した。なお不定形を直した時，その係数は次の通りである。

　　　　　　擁二1－3）」議砂鉱㌍篇一伊・＋1（占勾

辛

j

ム　　　　　　　o

ユ　　　　　門

　　ivノ
ー2－1／1i＞0

2A／12iLo

鮎r暢／篇・・　・3e4
　　昌「驚／粋19一％τ「
　　　　　　　　　i　aiizerot

Fig．　3．　Generalized　binomial　coeMcients　for　（M＋ni；：」2一一3）　（O〈s〈1）

　　　Area　i）　is　the　usual　Pascal’s　triangle　with　partial　cut．

　　　Area　ii）　is　all　zero　region　and　iii）　is　not　defined．

　　　Area　iv）　is　the　triangle　with　alternating　signs．

なお図中に示した数値はFig．2の時と同様，拡張された広義2項係数の値である。

　　さて先の（3－15）式の級数和の上限までで示されたものの係数は○印で示した通りであり，

m＞一2では問題がない。しかしm〈2の場合tlこはこの広義2項係数はiv）領域へと拡張されるこ

とが考えられ，（3－3－1のように原関数の変数が変ることによって級数の片方を削除するなどとい

う理由がない）これらを△印で示した。注意すべきe＆・m＜2の時，具体的には班瓢0，n・・1でi＝o

は別としてブ＝一1で値をもっていると考えられることである。
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　　もしこのようにiv）領域まで拡張された広義2項係数値が存在するにれはm〈2に限る）な

ら（3－15＞式，さかのぼって（3－11）式は次の形に書直されることが予想される。

　　　　　左島竈嗣≦（押D縣竺磁、欝病二1－3）

　　　　　　　　引舟唾一＋綱伽く，）　　　（3．、6）
　　　　　　　　　　　VQ）訪諏一ブー・

上式中級数和の下限は広義2項係数中零になる格子点を除外してある。

L－1e－qxは（6／1）式と考えてもよいし，

ものと考えてもよい。すなわち次の関係がある。

　　　　〃1囲一可訪が議一撃・轟曲酬・Dの

したがって次の微分方程式を得る。

　　　　　　　　　　　　　　（h一誌γ鋼一、》論議

この微分方程式は容易に解ける。すなわち

！（’）沸∫瓢幽，詣・議（d・）n

　　　　　NX

一一
H∫帯∫｛卜可詣が姦・・｝（d・）n－1

　　　　　　渦

一瞥動押2迥增o鑑鮎厚
　　　　　　　　　　　湛1

とまず1回積分する。さて上式中｛｝内の積分については

÷∫盆侮吻一一÷　　　　　　　≧H
　　　　　　　　　　　　　1

であるから

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　万
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　亙
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nV－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　万
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　丁
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　濫

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

　次にフπ〈2の場合を（3－11）式にもとづき検討する。

3－4　m〈2における原関数一三関数の関係　　簡単のため77z・・Oを考える。（3－1！）式より

　　　　　　　　　　（・一畜！（t＞・・　L－i｛宗漏一が凶

｛｝　　　　（・一・2）式…おいてm＝・とし・・漉・で・醐分した

（from　3－12）　（6／1）

Fe一・柵 ﾅ（d・）・一i・（F一詣，H一耐π）

　　　　　r理（F＋H）ビ圃・（F・H）一vπ∫㌦旧藩（囲）

　　1一マア・一（F＋ff’2＋H・　erf・（F・H）（鮒定炸0）

f（t）　＝：　e－F！　e（”’H）2　Vtt　Si：ij　一vlTir一　e一（F’mo2（dx）”wwi

　　　－e－」’2　e（F＋m2　H　Vtl　j・：・1　erfc　（F＋H）　（dx）n－i

　　一〆・…マー2（VTDrl一）n－1・i・一2・…（F・H）

　　　一〆・画H》2（Vtttt’t）n一・i・一・erf・（F＋H）
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　　　　　　一期押）マ隠蔽…1｛押er允（F・U）一・H・・一・　er・・（F＋H＞｝

を得る。この結果を使用して具体的な％値を検討してみる。

　　まず1τ＝1の時

　　　　　　　　　　　　　万
　　　　　　　　　　　　　互

　　　　　　　　　　9　一hD　e’iS　e（i”＋ll）2erfc（F＋H）

　　　　　　　　　　　zt

　　　　　　　　　　　　　　　　　d　．．　d

f（t）　＝　eH“”　e（2”＋”）2　，V7t　（i－i　erfc　（F＋H）一2Herfc　（F＋H）］

　　，．　e－ft’”‘　，v／

　　　（一（・）一ξ曲（ξ）一一π∫叢〆吻一÷の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12／12）

43

であり，これは（12／12）式に他ならない。一方（3－16）式よりηz＝0，7z＝1とおいて

　　　　f（t）　＝　一D　wh．4　t　e－X2／‘”t　（一1　e’i　erfc　（F＋H）　（2．1　1）＋1・eO　erfc　（F＋H）・（2H）2）

　　　　　　＝　e－1”2　，V’T；i；m　一hD　eH2；’2　e（i’＋”）3　erfc　（FN－H）

　　　　　　　（’t’　e－i　erfc　（g’）　＝＝　e“““・i－i　erfc　（e）　＝　17r－2？r一＝”，　ee　erfc　（g”’）　＝　e“2　erfc　（g））

となり，同一一結果を与える。

　　n＝＝2の時

　　　　！（t）一｛圃》翌顔｛er・・（F・U）一・Hi　erf・（F・H）｝

　　　　f（t）　＝　一D’一k，　”4’i’一E　ewwii“　（一1・eO　erfc　（F＋N）　（2N）2＋1・ei　erfc　（F＋　H）　（2H）3］

であり，簡単な計算で両式は等しいものであることがわかる。これは次の（17）式の形にも書ける。

　　　　f（・）　・　L一・｛（♂毒｝一一・耐孕〆脚D（・批・・h・D・）

　　　　　　　ehx“”‘h2erfc（thtLz）一t一＋hVTIZTt）　（17）

　　次tlc・7n＝1を検討する。やはり（3－11）式より

　　　　＠舌ル（t）一L一・｛夢｝m．。、一L一・｛学｝

　　　　　　　　　　　一一警謡曲（　　xV4D孟）一》薯議

の微分方程式を解く。手法は前に準ずるもので次の解を得る。

　　　f（‘）一心∫∬・回書・一蓋（d・）n－e一…　e・剛莇》吾押er・・（F＋H）

　　　　　　　　L；・

この結果はn・＝1とおけば（13／16）式であり，また（3－16）式とも一致する。

　　さて像関数6一卿gηし／（g＋h）nで（m，n）はいずれも正とした（但しn・kO）ものを対象としたが，

0≦m＜2を負方向に拡張しても（3－16）式の関係が成立する。したがって帰納的に（3－16）式の疑問

符がとれて
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鴫綜耐齋（一）・吻縣物・翫乱（甥二1－3）

　　　　　　　　　　　融（マ毒・耐司　　　　　（3．、，’）

ザ菟蕨翫一ゴー2

　れ　エ
　　Σ　と書く代りに
j＝一nt十n－2

10

の関係を得る。上式中級数取をとる範囲を　　　　　　　　　　　Σ　としてもよい。なお広義
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」’　〈一n－1
の2項係数は拡張されたものであり具体的には

　　　　　ぐ喫二ζ一㌔寺鍔ア照応㌃3戸（一脚偽勾

であることはすでに示した。（3－16’）式はエルミー5の多項式を使って変形可能である（付録A－3）。

　　　　　　　　　　　　　　　　　4．　ま　と　め

　　拡張問題のラプラス変換利用解析において表れる一般的な像関tw　e一卿g肌／（q＋h＞n（n；≧1＞と原

関数の関係をいくつかの手法で整理した。その中から表現の共通性で整理してFig．　4に示す。

図示したように関係式は魏》2，m〈x1で大別される。しかしm≦1では原関数がFのみを変数と

しないと約束することを除くと，存在しえる拡張された広義2項係数で各級数項の和をとるとい

う共通性をもっている。なお相関の…般式は必ずしも簡単な表現ではないが，十分に見通しのき

く規則性をそなえているものとみなせよう。なお積分誤差関数の関数値は別として吻，π）の組合

せを指定した時当初目的としたように暗算的な容易さで相関式の関連性を計算可能である。

　　　　随一・雫’F㌦瓢・「n：・，i’3・瞥馴…）・・一・m・雫2・F㌦

　　　　鵠τ：lil碧1∴∵劉曙・嘲・讐押響）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I　　n≧1
　　n・O　　　　　　　　　　　　　　f（t＞．tttt　M　iM’2erfc（F）

　　　　　　・・f・・〉・癖・1．m・F・・㌦一　lt

　　　　　　　　　　　一’一’一’一’一「寸一一」一層一’一｝一‘一■
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　し　　　　　　　　　　　　　　　　　ra≦1　　　　　　　　　m≧2

　　　　　　　・・g・・4・・ln・1・ett・・g・…f（t）・・∫『・　∫（t）・d・一・…m・ge・un・…n・

　　　　　　The　image　are　restricted　to　a　type　of　e一卿g皿／（q十h）n，　where　q　・・　V　li57／Zi）．

　　他に付随的に積分誤差関数の性質，e±m　erfc（x）の導入，　erfc　（x＋y）の展開，　in　erfc（x）の

erfc〈x）と8『コ9㌔こよる分解など，を検討したがこれらは付録としてまとめた。

　　なお規≧2の場合のCarslawJaecerなどに記されている相関との比較を紙面の都合上省略

したものもあるが，いずれも簡単に一致を確認鵡来るであろう。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　謝　　　　辞

　　この報告にあたり，工業数学講座，佐久間哲郎教授の御教唆をいただきました。深く感謝致

します。
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付録　　A－1h一微分による8一卿g（q＋h）nの導：出

　　nが1の時のラプラス変換による原関数，像関数の関係はすでに式が存在（13／16）し，利用可

能である。すなわち

　　　　　　，詳、）一義・（右軌謡曲（毒・hV」・）｝（・3／・6）

においてhを変数とみなし両辺をhで（n－1）回微分する。

　　　　　　　左辺の轍分一判読ぬ＋肺一・）・，（諾＞n（A一・〉

右辺の㈱一L議読　詣　　（τ姦・んゆ・）］｝（A－2）

右辺についてはライプニッツの定理により

　　（読ア→←（識・・呵曲

　　　　　　　n－i　；．i（n　；．　i）　（一iH”rm）”一i一’　e（rr＋」，）2・（一tit27）r　erfc　（H＋F）lg．＝一一li／Vv一，t；ltsiu，．　（Am3＞

　　　＝v　Dt蕊．盃　　　π・・f・（H＋F）瓢藷
と書ける。級数中7’＝0のときのみ若干表示が異なるので，これを区：別して，

　　一価一1｛（誼

　　　＋　n．z：1　（n　；．　i）　vriiilt－n－i　（th）”rmirmr　e（it＋ve’）2　（一ziitlT）rnvi　［（th）　erfc　（H＋F＞］

と書く。式中右辺第2項のerfc（H＋F）を微分すると

　　　　　　　　　　　　　　　d　．．　L．　2

　　　　　　　　（一2S，n）”一i

｛（アー1レ（　中事翫

　　　　　　　　（詣＋hVi・）｝

（）（γ一レ「・・鋼2・（γ

アー1・・嚇・…（N・F）

価一・ i密）幽　　（ア　1｛（

th　erfc　（H＋F）　＝　一　v．1　一，一　e一（”＋M2

（A－4）

（A－5）

であるから，微分は（d／dH）n－1　e（珊犀，（d／dH）n－1一「e（肝がなどを実施すれぽよい。これは次のエ

ルミートの多項式5）を利用して整理可能である。

　　　　　　　　　Hn（・）…　（一）・・eX2（蓋）π〆一塁：，讃審竺揚、）！（・が・

　　　　　　　　　H・・（・・）一が隙〆一雛1蜘嵩、），（・・）・一27n　in

　　　　　　　　　　　　　　（i：　imaginary　unit，　used　only　here）

これらを用いて今問題としているhの（n－1）次微分を書き直すと

（th）n一’［・断e…（H＋F）］一｛張工）r｛脚

　　　　　・署［皆］［書］　　　　（・z一・）！（一）・＋・・’

　　　　　　　r＝＝1　　　肌＝O　　　　肌’＝＝O

（A－6）

（A－6ノ）

（n　一1）　！　e（’J”’1‘　erfc　（H＋F）

m　！　（n　一1　一2m）　！　（2H十2F）2m

　　　＋dnV’＝’；？＝”nv”M　r4i　ml￥o　m4；一i　o　一5：’：6iiT（ilrm．m！n－i－7“一2m）！m’！’（r　t　l　t2m’）！（2H＋2F）2’n＋2m’＋i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A－7）

である。この関係を右辺のh微分式に代入し，左辺のh微分と等置して次の関係を得る。

　　，（諾ド肌瞬（一価『（H＋F））n－i［薫］補桀轟艦撫

　　　＋÷還［宥］［薫］r．m，（詳蟹傑謬署肋），　　（A一・）

｝
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さてしの｛…［】｝内はかなり煩雑な型であるが，これは積分誤差関数（i”　erfc　x）を，　n・＝Oとし

た誤差関数（erfc　x）と指数関数（ermX2）を使用して書きかえたものと密接な関係にある。

　　積分誤差関数に関するよく知られた漸切下

　　・・触（・）一押蜘・）一・一曲（・），（が蜘傘÷〆敵（・）藁曲（・））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A－9）

を用い，かつ帰納法で容易に証明できる次の関係が成立する。

　　　　　　〆緬（・〉一（一が｛繁1酬窪携1誌面

　　　　　　　＋急［薫］［義㌦（綴鈴）謬』瑚r潟國一）・

（A－10）越中n　lt　n－1で書きかえ，かつx・・H＋Fとおいた関係を（A－8）式に代入すると次式を

得る。

　　，轟一DL｛〆（一価（N＋F））n一・　E（響鞘離＋F）｝

　　　　　　　一DLレ着彫一・e（・V　Dv・“t）2　i・一・e・fc（耐π＋虚）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A－11）

（A－11）式は本文で求めた一般式（3－15）中m＝1の場合であることは容易に確かめられ得る。

　　A－2　極限算法によるhの消去

　　heFOの相関からhを消去した式を求めようとする時，単にん＝0としたのでは不定形になる

こともある。例えば（16）式から（11）式へ変形する極限算法を取上げてみる。（16）式を仮Ut　f（h）と

おく。

f（h）一（野心

｛誌祠曲（旛＋乃ヰ観（一2瞬融（d．，）！（・6）

　　　≡（奪・一着傷器｝

常法により｛｝内の分子，分母を別々にhで（n－1＞回微分する。

（鍵1NUM《読）等（毒嘉ブ曲（》希計・司

　　　　　　　　　　　一（藷）n－1じ婁（一・hV－Dt）r　・・S’1・・f・（論t）1

　　　　　　　　　＝（一V41）t＞n　1（n－1）！e（「「＋」つ2　in－1　erfc（H十F）

　　　　　　　　　　　一　（　一　V－llltbZ－t　）”一’　（n　一1）　！　eiP2　erfc　（F）

（ガDEN一（ガ昨崩
＊　（A－10）式は著者らによって新しく導かれた式であると考えている。特徴はeX2　erfc（勾が決められた時

　　in　erfc（x）は有限級数和で裟わされる係数を用いて表現可能なことにある。

　　n＝Oの時（A－10）式の第1級数和はm＝0の項のみ（係数＝＝　1），第2級数和はとらないと約束。
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　　（n－1）回の微分では

　　　圭1現∫（h）「ξ演瞳檎鷺潔鐸留壽

　　　　　　　。：←皿）n－1（n－1）！lim・（ff＋J”）2　in一’e・f・（H＋F）一・e」’2　e・f・（F）．．　A

　　　　　　　　　　　　　n！　hL　5M　h　O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Jf一，O

で不定形である。しかし更に1回でh微分すると

　　　　（議）（鍵1NUM一（釘NUM一（一V研・・…一弊erf・（H＋F）

　　　　（一zSt7）”　DEN　＝　n　！

47

であり，不定形が解消されて

　　　　鵯！（h）一（壁画1爲潔玉器

　　　　　　　　一（櫓囲（一v塾禦麺鰹＋F）

　　　　　　　　一D細み・…（F＞師・レ㍉缶

を得る。これは両辺を》D2＋nで割るとhの消去された像関数一戸関数の関係（11）式となる。

　　A－3　添字77zが負の時の積分誤差関数i－M　erfc（x），またはe一一M　erfc（x），（＝〆r％rfc（x））

とエルミートの多項式の関係

　　積分誤差関数in　erfc（勾は次式で定義される。

　　　　　　　　　　　　in　erfc　（x）　＝　S．Oe　in－i　erfc　（e）　de　n　＝＝　1，　2，　…

上の関係は∬に関し繰返し微分可能である。

　　　　　　　　　in－i　erfc　（x）　＝（一　一7Zl一）　i”　erfc　（x）

　　　　　　　　　in－2　erfc　（x）　＝　（一　一zkt一）　i”rmi　erfc　（x）　＝　（一　一ziiltir）2　in　erfc　（x）

　　・〈〉　iZ≦0の場合にもこの表記法を拡張して

　　　　　i”i　erfc　（x）　＝＝　（一　一zStr）　zO　erfc　（x）　＝　（一　一zilitr）S．OO　一v｛lr　e－e2　de　＝　ftllT　e－x2

　　　　　i－2　erfc　（x）　：（一　一21tiT）　i’ierfc　（x）　＝　（一　一2itr）　’vltllT　e－x2

である。さて上式中右辺は付録A－1中（A－6）式で示したエルミートの多項式Hn（x）で書きなお

せる。すなわち

　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　．　　　．　　　　　　　2
　　　　　　　　　irm1　e・f・（・）「7恥）e－xL・e一’　e・f・（・）＝マ7恥＞

　　　　　　　　　　　　　　　　2　．　　　．　2　　　　　　　　　i－2　e・f・・（X）一π私（・・）e－x！；eff2　e・f・（X）「7恥）

　　一般に次の関係が成立する
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　　　　　　　　　　　　i－merfc（x）　＝　ftl　＝r，　f］1．mai（x）e－x2；　e－merfc（x）　＝　ljtllT　Hm－i（x）

　　　　このように任意整数を次数とする積分誤差関va　i”　erfc（x）はこれを単独に一つの関数とする

他にθ♂を乗じた関数♂erfc（x）としておくと正の瑠こおいて合理的であるぽかりでなく負のn

についても，エルミート多項式へと連けいのとれることが明らかである。

　　　　　D

　　　　　F

　　　　　H

　　　　　ゐ

　　　　　五一正

　　　　　p

　　　　　q，　h

ブ，k，m，m’，n，ち〆

　　　　　彦

　　　　　e

　　　　　e”　erfc　（X）

1）

2）

3）

4）

5）

6）

7）

8）

i”　erfc　（X）

Hn　（x）

（m十n一ノn－1）

認］

　　　　　　　　　　　　　　　記号および関数

diffusivity

variable　x／V　’4Dt

variable　hVrmlZiiTtn

Laplace　transformation　operator

iltverce　Laplace　transformation　operator
parameter　for　L．（f（t）］　＝　S，cof（t）　e－P‘　dt

parameters　q＝V－吹|hD”C　h　is　related　to　the　fiux　at　the　interface．

mtegers

time

a「bit「ary　constant　but　Oくε＜1

＝＝ex2@i”　erfc　（x）　A　single　“e”　is　not　used　except　e±x2，

ee　erfc　（x）　E　e　erfc　（x）

A　single　“i”　as　an　imaginary　unit　is　not　used　except　Eq．　A－6，

iO　erfc　（x）　E　erfc　（x）　＝＝　一Ju一．．・　；：：一一一S．Oe　e－e2　dg

Hermite’s　polynomial　defined　by　H．（x）＝　（一）”　ex2（d／dx）n　ex－t

extended　binomial　coethcient

gamma　function

Gauss　symbol
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