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第100号　（昭和55年）

Bulletin　of　the　Faculty　ot　Engineering，

　Hokkaido　University，　No．　！00　（1980）

Riemann幾何学モデルによるある錯視について

山ノ井高洋一；÷　工藤　　司鼎　成田雅博今：’　河口至商一；1一

　　　　　　　　　（ll招禾巨55惹ド6Jヨ30野1受慰D

On　some　visual　illusions　as　a　model　of　Riemannian　geometry

”fa1〈ahiro　YAMANoi，　Tsukasa　KuDo，　Masahiro　NARITA

　　　　　　and　Michial〈i　KAwAGUCNI

　　　　　　　（Received　．lune　30，　1｛80）

Abstract

　Some　visual　space　involving　illusions　are　discussed　from　the　point　of　Riemannian　ge－

ometry．　Assuming　that　each　local　visual　space　is　iurnished　with　paralell　line　fields，

Riemannian　metric　in　visual　space　of　concentric　circles　and　of　radial　lines　is　obtained．　By

this　metric　tensor，　the　equations　of　geodesics　are　derived，　and　solved　numerically．　Further，

Riemann－Christoffel　curvature　of　the　visual　space　is　determined．

　Consequently，　a　straight　line　in　this　visual　space　is　considered　to　be　one　of　the

geodesics　in　Riemannian　spaces．

L　緒 言

　二次元，三次元の空間内における光の時間空閥的に変化するパターンに対する視覚反応は視知

覚反応と呼ばれる。このパターンは種々多様に変化するので，視知覚の起っている空間，視空間

を統一的に捉えることは非常に困難である。このうちの錯視図形に関しては，その発見者の名が

付された研究がある。その中にK6hler’）らにより視知覚の場（field）の仮説が導入されたものが

あり，それ以来，横瀬2）による光刺激閾法，本州3）の電気閃光法（争法）による現象的な研究がな

された。理論的な面からは，網膜視神経の側抑制効果から藤井ら4）によるM甜er－Lyer錯視図形

の相互抑制モデル，川端5）による視知覚場ポテンシャルの関数としての距離の研究がある。しか

しながら両者は視神経の抑制作用にのみ立射し，視知覚全体を統一的に捉えてはいない。

　我々は視覚による心理物理的認識過程を1つの幾何学的変換とみなし統一的に論ずる。この立

場から，これまでに等間隔平行線場の視空間のindicatrixについて考察してきた6・？・8）。しかしな

がら我々の眺める視空間は必ずしも一様な場であるとは限らない。本研究では，さらに同心門模

様・放射線模様の場について先の結果に基づいて考察し，視空聞において直線と認識されるもの

はRiemann的視空間の測地線として捉えられる事を具体的に示す。

2．視空間と物理空間との局所的対応

　同心円模様並びに放射線模様の場合においては，任意の1点の近傍について考える限り模様は
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平行線であると考えてよい。したがって視空間中の気魂においてその近傍に等間隔平行線場と同

様なindicatrixを仮定できる。以下視空間とは同心円模様並びに放射線模様の場合に限る。

　視空間において曲線座標系を，物理空間において直交座標系をとる。視空問の1点Pにおい

て局所座標系を考え物理空間の局所座標系をXi，　X2とすれぽ，視空間のindicatrixの方程式

は物理空写の局所座標を用いて

　　　　　　　　　　　　　　　　　（Xi）2＋k2（X2）2＝1　（2・1）
で表わされる。ここで，このindicatrixは非常に小さなものと考えて，　Xl…dz6玉，　X2ffEdze2とお

く。またXi軸の方向は模様の線の接方向である。

　さらにX，，X2は点Pにおける筒所座標と考えているので一般にはglobalな座標の線素

（dxi，　dx2）とは方向が異なる。したがってdxiとdZti（i＝1，2）の関係はκ1軸からdz・e1への回

転角をαと置いて

　　　　　　　　　　　　　琵：：瀦ご認仁治｝　　（・・2）

となる。（2・2）式を（2・1）式に代入して整理すると，indicatrixの：方程式は

　　　｛（dxi）2十k2（dx2）2｝　cos2　a　一i一　｛k2（dx’）2十　（d　r2）2｝　sin2　ct　十　．9一，（1　一　fe2）dx’dx2　cos　cr　sin　cr　＝！　（2．3）

と表わせる（図一1）。各接空間においてこの方程式は成り立っている。しかしながら模様の線の接

方向は各点で異なるので（2．3）式のαはgiobalな座標（κ1，κ2）の関数である。またkも線の

密度によるので（xi，　x2）の関数と考えられる。

dui

dxz

dx

du2

×2

or

Xi

図一1局所的なindicatrix

　αについては，同心円模様の場合は同心円の中心を原点とする直交座標系（κ1，κ2＞を用いて

　　　　　　　　　　　　　　　　一x2　．　xi　　　　　　　　　　cos　a　＝Tて。1）・＋（。・）・即，　sinα諜碓阿。・）・下融　　　（2’4）

と表わすことができ，放射線模様の場合は直線群の交点を原点とする直交座標系（X’，κ2）を用い

て

　　　　　　　　　　　　　　　　xl　．　x2　　　　　　　　　　cosα「前町（。・〉卿，　sm“篇て僻＋（頭・／・　　　（2・5）

と表わせる。したがって（2・3）式に（2・4）式を代入することにより，同心円模様の場合のindi－

catrlxの方程式は
　　　　（xi）2｛　le2（dxi）2十　（dx2）2｝　十　（x2）2｛　（dxi）2十　fe2（dx2）2｝　十　2（k2　一　1）xt　x2dxidx2　＝　（xi）2十　（x2）2　（L・　6）

となる。また放射線模様の場合のindicatrixの方程式は（2・3）式と（2・5）式から同様に
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　　　　（xi）2｛　（dxi）2　＋　le2（dx2）2｝　＋　（x2）2｛　le2（dxi）2　＋　（dx2）2｝　＋　2（！　一　le2）xix2dxidx2　＝　（xi）2　＋　（x2）2

と表わせる。

le9

　　　　　　　　　　　3．視空間の基本計量関数と計量テンソル

　我々は視空間が局所的にはMinkowski空間であるとの立場から議論を進めてindicatrixの方

程式を尊びいた。以下ではこれを基に視空間の那岐的性質について論じる。

　一般に，indicatrixの方程式がf（xi，　dxi）＝0と与えられている場合に基本計箪関数Lを求め

るには，dxiの斉次性によりdxiをdx’／しで．置き換えてf（κ∫，4卿五）＝・　oをしについて解けば

よい事が知られているQ

　同心円模様の場合の基本計量関数を（2・6）式より求めると

　　　　　　L2＝（懇取姻4勲1土（4㊨胤歴〈煮1二恩磐±捌礁1＞1｝十2（le2－1＞瑠1〈靭14κ1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（xl）2　十　（x2）2

となる。ここでd．viE－i＝yi（i　ur　！，2）とおいて

　　　　　　　　L・＿｛壷1＞1＋．（瑚X襲1粋｛鰹±年算鍛⑱1土2（々1一↓）翌瑠1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（xl）2　十　（x2）2

を得る。基本計盤関数により1｝卜量テンソル9Sj（i，」＝1，2＞は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　02L2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＆ゴ＝一互i珊ン

で与えられる。したがってこの揚合の計量テンソルは（3・！）式と（3・2）式から

　　　　　　　911一ん謂耀～，一1一墨壷1，幽・一（浅糠鍔

となり，ヅが消えてしまうからRiemann計量である。

　同様に放射線模様の場合の基本計量関数は

　　　　　　　L2．．，｛（Xl）2十々1鍵〉腔（の1．ナ｛鰍劉統土（劉駕勲1．翅（ユ．「々l！獅2痩1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（xl）2　十　（x2）2

であるから平針テンソルは

　　　　　　　　　（xtl）2　十　le2（x2）2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（！　一　le2）xi　x2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1e2（xl）2　＋　（x2）2
　　　　　　　bcri　1＝：’（1．Eii51i’IP一（｝｝lri）2＋（｝2）iL，　gi2＝＝g2i”llptt　t（｝eiJtii）2i（．x2）2，　g22＝一（．tY，）2＋（ptt2　Sum

なるRiemann計：量テンソルとして得られる。

（3・！）

（3・2）

（3・3）

（3・4）

　さらにleについては，等間隔平行線模様の場において摸様となる線の密度は各点において一

様であるとした。しかし同心円・放射線模様の場合には，線の密度は一様ではなく模様の中心か

ら離れるにしたがい疎となる。したがって無限遠でle＝！（模様の効果はない），中心でle＝OO

の値をとる関数として，定数A，B，Cを用いて
　　　　　　　　　　　　　　　・一B・…h［｛（x正製塑三2］・C

と仮定する。（3・3）式に（3・5）式を代入して同心円の場合の計量テンソルは

　　　　　　　　　　　　島、．子息鷹；器讐h｛群　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　（…h伴讐塑］一・）・1・・

　　　　　　　　　　　　91戸翻凱　…（Xl）・＋（神．…．．　’

　　　　　　　　　　　　好．（塑㍗織罪望1讐l／

（3・5）

（3・6）
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となり，同様に放射線の場合の計量テンソルは（3・4）式に（3・5）式を代入することになり

　　　　　　　　　　　　　　（xl）・＋（・・）・c・・h伴）宮＋£2＞2豊］　1

　　　　　　　　　　　　くア　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　く
　　　　　　　　　　　　δ11一　　　　　（Xl）2＋1κ2）2　　　　’　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　（1－coth2［Srrtt）2響閂）x・x2［　　（、．，＞

　　　　　　　　　　　　9・2　＝”　921＝……．…「耕只薫う喜『．．㎝．一…’

g22＝

（”）・c・・h・［｛（x’）半2｝1／2］・（x・）・

（xl）2＋（κ2）2

と導ける。ただしB＝1，C＝0とする。

　　　　　　　　　　　　［｛嫌…網一一㌃一；．一（X3y・鰐・）｝像）

　　　　　　　　　　　　・（一・小・y絢・）（押回）

　　　　　　　　　　　　　　　　・｛IeD（x　3y2　＋　xy4）一壁デ（糾・妙・）膿）2］

　　　　　　　　農翻｛kD（x4y　÷　x2y3）一望（x2y・＋・5）｝（釜γ

　　　　　　　　　　　　・（左2デー・・）（吻・画髪き）（塞）

　　　　　　　　　　　　　　　　一i一　（leD（x2」，3　＋　ys）　一　t’2d’一！　（x‘y　＋　．x　2Ly3））　（d，一li；）　2］

となる。ただし，x＝x1，　y＝x2，　D＝（di／L’　sinh2　di／2）一1，　d＝（xl）2＋（κ2）2である。

　　　　　　　　　　　　　　　4．視空間における直線

　接空間のindicatrixを楕門と仮定する事により視空間のRiemann計量テンソルが導出できた。

この計量をもとに視空間をRiemann幾何学的に捉えることが可能である。（2・6）式，（2・7）式

のindicatrixはそれぞれの視空間において円と認識される。これから導びいた計量テンソルによ

って2つの視空参を考察する。物理空聞の座標によって視空間をRiemann幾何学的に見ると，

視空間での直線はこのRiemann空間の測地線として認識されている。したがって視空間で直線

・敗・線の獄は・R一空1翻・購の方駄・，第・種の・h・・・・・…1の言畷｝

を用いて

　　　　　　　　　　　篠1・1纏跡目・　鰯一・，・）　　（…）

と表わされる。ただし∫は弧長のパラメータを表わし，第2種のChristoffelの記号は第1種

のChristoffelの記号［ブ1，　h］を用いると

　　　　　　　｛；i］　一gih圃一詞雑・讐許一回・）幅嗣，・〉（・・2）

であり，またgiltは計量テンソル9ijと

　　　　　　　　　　　　　　　g’hgi，　一一　ti　3・　（i，　］’，　h＝　1，　2）

なる関係がある。ここでは指標に関してEinsteinの規約を適用する。

　同心門の場合の測地線の方程式は（3・6），（4・1），（4・2）式を用いて

　　　　　　　　d2X　1　rCt　ni一一．　t．N　le2－1　，一一　一）　／dXX2
　　　　　　　　ds2　le2d2L　U’”　N’“　cr　t　’”　i　d　Vk　」　i　iVor　i　J　X　ds

　　　　　　　　　　　　　　ん2－！

　　　　　　　　　　　　　　d

（4・3）

（4・4）
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図一3放射線模様の場の測地線

図一2　同心円模様の場の測地線

同様に放射線模様の場合の測地線の方程式は（3・7），（4・1），（4・2）式より

　　　　　　　窯一あ［｛穿（吻w即（・・y2・x5）｝（s9）2

　　　　　　　　　　　・（　k2－1んD－　d）（琳瑚盤

　　　　　　　　　　　　　　　＋　｛k！’．ilELI　（．rs　＋　x3y2）　一　kD（x3y2　＋　ay4）｝　（gdYg）　2

　　　　　　　　窯s，［｛与（x・N・＋y5）一・D（吻・理）｝（謝2

　　　　　　　　　　　　・＠一泊）（鯉姻盤

　　　　　　　　　　　　　　　＋　｛ig’　：｝　m！一　1’　（x4y　一tm　x2　y3）　一　leD（x2y3　＋　ys）｝　（一ddill）　L’］

（4・5）

（4・6）

と導ける。（4・3）式と（4・4＞式，（4・5）式と（4・6）式の2階連立常微分方程式をRunge・Kutta－

Gi11法を用い，κ謹5．　o，　y＝o．　o，　dx／ds　・・　±1．　o，　dy／ds　＝　o．　oおよびx＝3．　o，ツ＝o．　o，　dx／ds＝

土1．o，　dy／ds　＝　o．　oなるそれぞれの初期条件のもとで数値解を求めx－Yプロッタにより図示し

たものが，図一2，図一3である。

　なおこれらの視空闊のRiernann－Christoffel曲率は

　　　　砺濠闘一漁囲・［呵島｝一図｛5｝（h，　i，　］’，　1，　a＝　1，　2）

と与えられる。2次元Riemann空間の場合に本質的なのはこれらの曲率のうちR2、12のみであ

る。同心門・放射線模様の場合，それぞれにこれを求めると前者の場合はR2112＝D／々，後者の場

合はR2，，2＝Z）2fe4／K一（fe2＋！）ん1）となる。ただしK≡（ゐ2－1）／d，　DsKdi／2／・4である。

5．　結 言

　同心円模様・放射線模様の場合の視空間を等間隔平行線模様の場合の拡張であると見なして，

局所的なindicatrixを仮定しRiemann的視空間を構成した。測地線の方程式を求め，ある初期条

件のもとでの数値解を得た。結論として視空間において直線と認識されるものは，このRiernann

空間では測地線となることが言える。しかしながら一般には視空間のind三catr三xはこのように単

純なものだけとは限らない。他の場合のindicatrixから導いた計量による視空間の解析が今後の
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課題である。

　この研究にあたって多くの御助言を賜った本学新保勝教授，佐藤義治助手に深く感謝致します。

なお，数値計算は本学情報工学計算センターECLIPSEを用いた。
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