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北海道大学工学部研究報告

第101号（昭和55年）

Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering，

　　　Hokkaido　University，　No．　101　（1980）

ffadamard　Transform　lmage　CodiRg

Hideo　KiTAJmA’，　Tetsuo　SHmoNo＊　and　Teiichi　KuRoBE’

　　　　　　　　　　　　　　　　　（Received　June　30，　1980）

ABSTRACT

　　　　A　combination　of　the　Hadamard　transform　and　uniform　quantization　is　investigated．

Fundamentai　properties　of　the　Hadamard　transform　are　discussed　in　conjunction　with　image

coding　applications　；　signal　energy　compaction　in　the　Hadamard　domain　is　reviewed．　As　for

quantization　in　the　transforrn　domain　the　rate　distortion　theory　plays　a　major　role　in　the

optimum　bit　allocation．　Uniform　quantization　with　entropy　coding　is　used　since　its　per－

formance　is　close　to　the　rate　distortion　theoretical　limit．　The　mean－square　error　measure　is

inherently　used　in　transform　image　coding　because　of　its　rnathematical　tractability．　The

meaning　of　the　mean－square　error　is　discussed．　A　maximum－square　error　measure　is　proposed

as　a　possible　way　to　elude　limitations　imposed　by　the　mean－square　error　measure．　A　few

pictorial　examples　are　provided．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　INrrRODUCTION

　　　　The　problem　of　representing　an　image　by　binary　digits　and　reconstructing　a　replica　of　the

original　image　from　the　binary　digits　has　recently　attracted　considerable　attention．　Transform

codingi｝一‘）　achieves　superior　coding　performance　to　differential　puise　code　modulators　（DPCM）．

Transform　coding　rnakes　fuH　use　of　such　statistical　picture　structure　as　means，　covariances，　and

first　order　probability　density　functions．　Quantization　errors　made　in　the　transform　dornain

are　less　objectionable　to　the　human　observer　since　they　tend　to　spread　over　the　entire　picture　in

the　pixel　domain．

　　　　Quantization　is　essentiai　in　all　image　coding　systems．　We　can　invoke　the　rate　distortion

theory5）　to　know　the　minimum　number　o’f　bits　required　in　coding　a　given　signal　source；　how－

ever，　exact　realization　of　the　optimum　q’Jantizer，　the　existence　of　which　is　assured　by　the

theory，　is　not　known．　Therefore　transform　coding　systems　in　Hterature．　use　suboptirrzLal　quan－

tizers，　mostly　without　respect　to　the　rate　distortion　theory．

　　　　The　mean－square　error　measuye　ls，　in　a　sense，　the　basis　of　transform　image　coding．　But　it

is　widely　known　that　the　error　measure　is　not　always　appropriate　for　the　human　viewer．

Furthermore，　pictorial　data　may　not　be　modeled　by　a　stationary　random　process．　Thus

adaptive　coding　strategy　has　been　proposed6）　to　solve　the　problems．　A　difficulty　with　adaptive

techniques　is　that　evaluation　of　the　overall　systein　performance　is　not　easy．

　　　　In　this　paper　a　combination　of　the　Hadamard　transform7｝　and　uniform　quantization　is
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described．　The　energy　compaction　in　the　Hadamard　transform　domain　is　reviewed．　Most　of

the　signar　energy　is　packed　into　low　sequency7）　components．

　　　Quantization　in　the　transform　domain　will　be　guided　by　the　yate　distortion　theory．　For　a

Gaussian　source，　by　which　our　signal　source　is　modeled，　a　properly　designed　uniform　quantizer

with　entropy　coding　achieves　a　bit　rate　only　slight｝y　greater　than　the　theoretical　minimum　rate．

　　　The　meaning　of　the　mean－square　eryor　is　di’scussed．　A　possible　way　to　elude　limitations

imposed　by　the　error　measure　is　proposed．

　　　　　　　　　　　　THE　HADAMARD　TRANSFORM　OF　A　SIGNAL　VECTOR

　　　　　　　　　　　　Assume　that　we　are　given　an　analog　source　mode｝ed　by　a．vector　x　：

　　　　　　x＝＝　（x，　x，…x．）S　（1）
where　xi，　i　＝　1．2，　．．，，N，　are　random　variables　with

　　　　　　E｛厨＝0，

　　　　　　E三一い一1，2，…，N，　　　　　　　　　　　　（2）

where　E　（　・　1　is　the　expectation　of　the　term　enclosed．

　　　　We　transform　x　into　another　vector

　　　　　　y＝　Tx，　（3）where　T　is　an　IVX　？V　orthogonal　matrix　and

　　　　　　gy4（　zti　gi2’”yN）1

Note・that　yi　are　also　zero　mean　random　variables．　We　can　always　arrange　the　rows　of　the

orthQgona茎matrix　so　that　the　variances　of二yi　satisfy

　　　　　　E｛　gy　2｝　一〉　E｛g22｝　2）　…　｝i　E｛gk｝．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

　　　The　main　idea　behind　the　transformation　is　that　transmitting　x　is　equivalent　to　trans－

mitting　y　since　x　canbe　yecovered　by　taking　the　inverse　transform

　　　　　　κ＝T－1y　＝＝T‘9　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

at　the　receiving　end．　Furthermore，　as　we　shall　see，　significant　improveraent　on　coding　ef－

ficiency　is　possibly　attained　if　encoding　is　done　in　the　transform　domain．

　　　Truncation　of　the　transform　sequence　l　yi，　y2，…，　y．1　is　now　considered．　Let　the　first　m

transform　components　be　retained　and　the　rest　be　replaced　by　zeroes．　The　resu正t　is　an　ap－

proximation　of　y

ZT4h（yiy2…zx．oo…o）t・
（6）

The　vector　y一　is　sent　to　the　receiver．　Note　that（N一　nz）zeroes　need　not　be　tyansmitted．　At　the

receiver　a　replica　of　the　original　signal　x　is　constructed　by　using　（5），
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　　　　　　露＝Tt．o．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

The　portion　of　the　signa豆energy　contained　in露is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　s・一E｛鯛一E｛『‘TTto｝＝：E｛ずオ『｝一、Σ1躍｝・　　　　　　　（8）

where　we　have　used（7）and　the　relation　7「7’彦＝1（identity　matrix）．　It　is　seen　from（4）and（8）

that　the　retained　m　elements　have　been　selected　to　maximize　the　average　energy　of　the

reCOnStruCtiOn．

　　　The　average　power　of　the　original　signal　x　is　given　by

　　　　　　s。4E｛x・x｝＝E｛。翫多＋…＋。k｝一1v，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

where（2）has　been　used．　The　ratioQf　SE　to　Sx　iscalled　the　EPF　or　energy　packing　efficiency8）

of　the　transform　　τ：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

　　　　　　・（m）4ぎ爵一聖多｝，　　　　　　　（1・）

by　using（8）and（9）．　Obviously　η（N）＝1．

For　m　between　l　and／V，η（m）is　smaller　than　1．　But　by　a　suitable　choice　Qfτand　m，it　is

possible　to　makeη伽）．m〈一く1　very　c30se　to！；thus　we　can　pack　most　of　the　signal　energy　into

the　first　m　compQnents

　　　The　mean－square　reconstruction　error　ls　evaluated　from（6）and（7）by

　　　　　　　e　・：E｛（x－x）t（x一：9）｝＝E｛（y一『）彦（〃一『）｝＝ΣE｛露｝　　　　　　　　　　　（1ユ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝t＝・m十1

Equation（11）can　be　rewritten　as

　　　　　　　　　　ハダ　　　　　　　　　　　　エ

　　　　　　　εこΣ．酬諺｝一ΣE｛諺｝＝Sx｛1一η伽）｝，　　　　　　　　　　　　　　　　（！2）
　　　　　　　　　h＝1　　　　　　　　　k＝1

by　using（10）and　noting

　　　　　　　　れ

　　　　　　　ΣE｛擁｝＝Sx．

　　　　　　　i＝1

We　observe　froln（12）that　the　mean－square　error　is　the　complement　of　S2．

　　　　The　optimum　transform　for　the　rOle　of　T　is　known　tO　be　the　KLT　or　Karhunen－Loeve

transform．　The　energy　packing　efficiencyη（〃のof　the　KLT　ls　greater　than　EPF’s　of　any

other　transforms．　The　computationai　cost　of　the　transform　is　so　high　that　it　is　often　replaced

by　suboptimum　transforms　such　DFTg），　DCTlo），　SCT11），　WHT，　etc．，　usually　with　tolerable

performance　degradation．　In　this　work　the　Walsh－Hadamard　transform（WHT）is　adopted　be－

cause　of　its　irnplementational　simplicity．　The　Hadamard　transform　ls　characterized　by　its

elements　being　a蛙十10r－！；therefore　no　multiplications　are　involved　in　computation　of　the

transform．　Fast　algorithms　for　the　transform　are　available4）that　have　a　similar　appearance　to
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FFT　routines．

　　　The　AJx　N　Hadamard　transform　matrix　is　defined　by

　　　　　私＝［1］，

　　　　　HN　＝［lis［iil　li　miilXli］，　N＝　2n，n：positive　integer，　a3）

It　wM　be　appreciated　that　Hn　is　symmetric　and　orthogona｝．　The　8×8　Hadamard　matrix

generated　by　（13）　is　shown　below　as　an　exmple：

　　　　　　　　　　　　　　一Y　十　一Y　十　十　十　十　十1　Sequency＝O

　　　　　　　　　　　　　　÷一十一十一十　一1　7
　　　　　　　　　　　　　　÷　　十　　一　　一　一1一　一1一　一　　一　3

　　　　　　　　　　　11－1一　一一÷十一一十1　4　　　　　　Hs＝
　　　　　　　　　　s／TEII－1＋＋　一1一　＋　ww　一一　nv　l　1
　　　　　　　　　　　　　　十一十一一÷一÷　　　　　　　　　6
　　　　　　　　　　　　　　－F　十　　一　　一　　一　　一　　十　十　1　2

　　　　　　　　　　　　　　－1一　一一十一　一Y　十一t　5

The　Hadamard　matrix　generated　above　is　in　natural　order；　the　rows　are　not　ordered　in　their

sequencies’｝；the　sequency　is　the　number　of　sign　changes　along　each　row．
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For　the　Hadarnard　transform，　the　EPF　rp　（m），　mza　N／2」，　is　given　byS）

　　　　　・（n／・・）一参｛1＋・・（・）一12蕩・ω（・一多）｝，戸・，・…，n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

where　we　have　assumed　that　the　signal　covariances　are　given　by

　　　　　　E｛鋤｝一σ2・（li一ブD，1≦i，ブ・9N・　　　　　　　　　　（15）

In　Fig．1　the　EPF’s　of　the　Hadamard　trnsform　and　DFT　are　compared　for　the　case

　　　　　E｛麟｝＝ρ夙0≦ρく1．　　　　　　　　　　　　　　（16）

The　DFT　is　known　to　be　close　to　the　KLT9｝．　Although　the　DFT”and　WHT　are　close　to　each

other，　the　small　difference　that　does　exist　may　have　significant　impacts　on　coding　performance．

　　　　Equation　（14）　indicates　that　the　EPF　of　the　Hadamard　transform　is　not　improved　by

increasing　N．　This　is　in　sharp　contrast　with　trigonometric　transforms　such　as　DFT，　DCT．．．．．．

They　become　ever　closer　to　the　KLT　as　Ai　increases．

　　　　In　concluding　this　section　we　remark　that　the　energy　compaction　is　mathematically

equivalent　to　decorrelation　in　the　transform　domain．　lf　T　is　the　KLT，　y　is　completely

decorrelated，　i．e．，

　　　　　　E｛gyiyゴ｝・二〇　for　al至　i，　ブ．

For　other　transforms　this　is　satistied　only　approxirnateiy．

　　　　　　　THE　TWO－DIMENSIONAL　HAI）AMARD　TRANSFORM　OF　IMAGES

　　　In　the　foregoing　section　we　have　seen　that　the　one－dimensional　Hadamard　transform　is

fairly　close　to　the　DFT，　which　is　close　to　the　KLT，　for　the　signa｝　covariance　of　the　type　in　（16）．

Suppose　a　one－dimensional　transform　T　is　efficient　in　energy　packing　petformance　for　a

one－dimensional　signal　with　the　cov．ariance　（15）．　Then　it　is　known　that　T　is　also　usabie　for

energy　compaction　in　the　form

　　　　　　Y＝　TX　Tt　（17）foi“　the　two－dirnensional　signal　matrix

　　　　　x＝［副

with　x”i」　being　zero　mean　random　variables　satisfying

E｛xijxi・jf｝　＝　02　c（1　i一　i’D・　c（ljr’一．i”D． （18）

The　covariance　defined　by　（18）　is　said　to　be　separable，

　　　We　shaJl　mode］　our　images　by　the　matrix　introduced　above　and　further　assurne　that　（！8）

takes　the　form
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　　　　　　E｛XiゴXi・ノ｝漏ρ1トガ’1＋tゴづ’】．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）

Then　from　the　foregoing　arguments　the　two－dimensional　transforrn

　　　　　　Y＝HXHt＝HXH　（20）works　weli　in　energy　compaction　applications；　yi，・，　elements　of　y，　are　approximately　decor－

reiated．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　QUANTIZATION

　　　　Quantization　is　the　process　of　approximating　analog　signais　by　a　finite　set　of　representative

values．　The　finite　set　may　be　identified　with　an　alphabet　；　thus　the　quantized　signal　source

will　render　itself　to　subsequent　efficient　coding．　The　truncation　discussed　in　the　previous

section　is　a　trivia｝　exampie　of　quatization　；　a｝｝　values　are　represented　by　a　single　constant　equal

to　zero．

　　　　Quantization　of　a　source　modeled　by　a　Gaussian　random　variab｝e　with　zero　mean　and

variance　a2　is　considered．　From　the　rate　distortion　theory’2）　the　minimum　bit　rate　required　in

coding　the　source　is　given　by

　　　　　R（D）＝一S－log2［2i2：一，　02＞D　（20

where　D　is　the　mean－sguare　quantization　distortion，　lf　the　signal　is　smaller　than　or　equal　to　the

allowed　mean－square　error，　we　need　not　transmit　the　signal．　At　the　yeceiving　end，　it　wili　be

simply　replaced　by　its　expected　value　；　the　resulting　error　will　be　a2．　Unfortunately　no　simple

practical　way　to　achieve　the　theoretical　rate　in　（21）　is　knovn　；　however，　uniform　quantization

with　entropy　coding　of　the　output　levels　can　achieve　a　rate　just　above　the　limiti3｝，’‘）：

　　　　　　　　一A／2　O　A／2
　　　　　　　　　　　　　　　　　x

Fig．　2．　Probability　density　of　quantization　erroys．
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　　　　　　R・（・〉十壱1・9・ぢ　　　　　　　　　（22）

Design　parameters　of　a　uniform　quantizer　with　its　output　rate　given　in　（22）　will　be　found　in　14）．

　　　　For　a　uniform　quantizer　with　the　step　size　A，　the　mean－square　quantization　error　is　given

by　D＝＝一tflt；2，　（23）
which　follows　from　the　fact　that　the　probability　density　function　of　quantization　noise　can　be

approximated　by　a　rectagular　function　of　Fig．　2．

　　　Now　quantization　of　N　Gaussian　variables　yi，　y2，　一　・　・　，yn，　with　respective　variances　ai　az2，

．．．
Cσ2 Cis　cOnsidered．　If　the　mean－square　quantization　errorsD1，02，．＿，∠）n　ofニソ・，　Y2，・．．，Yn

are　specified，　the　rate　in　coding　each　yi　will　be　known　from　（21）　：

　　　　　Ri（　Di）＝　一il－log2　1S’一，　di　；｝i　Di，　i＝　1，　2，　’”，　Ai．　（24）

The　average　mean－square　error　is　written　as

　　　　　D＝一llcr　tY．，　Di，　（25）
and　the　average　transmission　rate　is

　　　　　R（D）一多端（P・）一夷撮1・9・秀ドぬD・f・・all　i・　　（26）

The　quantity　in　（26）　can　be　minimized　subject　to　the　constraint　（25）　by　setting

　　　　　Dim一　min｛0，　o？・　｝，　i＝　1，　2，　’”，　N，　（27）

where　the　parameter　e　is　chosen　so　that

　　　　　D一号D・一斗劇・，・子｝・　　　　　　　（28）

The　minimum　rate

　　　　　R（D）一事齢1・9・論。子｝　　　　　　（29）

is　the　N－block　rate　distortion　function．

　　　From　（27）　the　quantization　principle　is　established：

　　　　　　　Quantize　yi　with　the　mean－square　distortion　0　lf　0　〈a2．

　　　　　　　Discard　yi　ifθ〉の2．

　　　Given　a　sequence　of　correlated　Gaussian　varialbes　xi，　x2，　．　．　．　．　，xn，we　can　always　±ransform

it　into　a　sequence　of　statistically　independent　Gaussian　random　variables　yi，　y2，．．．，　yn　by

means　of　the　KLT．　Hence　quatization　of　the　origina｝　sequence　is　accomplished　through

quantization　of　the　transformed　sequence　in　the　manner　just　described．　Extension　of　the

foregoing　quantization　princip｝e　to　the　two－dimensional　signal　is　obvious．　Recall　that　the

two－dimensional　transform　defined　by　（20）　generates　statistically　（almost）　independent

Gaussian　random　variables　with　variances
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　　　　　　。み4E圃，　　　　　　　　　　　　　　　（30）
if　x　isGaussian，　The　elements　of　Y，　yi，・，　i，　／’＝1，　2，．．．，N，　can　be　arranged　one－dimensionally

in　the　descending　order　of　variances．　Thus　the　quantization　principle　is　directly　applicable　to

lmages．

　　　We　opt　for　using　uniform　quantizers　for　their　implementational　simplicity　and　fairiy　good

performance．　（See　（22）．）

ERROR　ANALYSIS

　　　　Quantization　noise　for　uncorreiated，　Gaussian　random　variables　yi，　y2，　．　．　．　，　yn　witht

　　　　　　σ子〉σ多〉…　〉σ品　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（31）

is　consldered．　Let　0　be　a　positive　constant　that　satisfies

　　　　　　σ銑〉θ〉σ残＋1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（32）

for　some　m，　1〈m〈？V．　We　quantize　h　y2，　．　，　．　，　ym　with　the　mean－square　quantization　error　e

each　and　discard　the　rest　ym＋i，　y．＋2，　．．．，　yn，the　variances　of　which　are　smalier　than　e．　Recall

that　this　is　the　optimum　allocation　of　quantization　errors　of　yi　according　to　the　quantization

pr｝rユciple　in　the　previous　section．　The　resultant　average　rnean－square　distort｝on　is

　　　　　　D一夷（mθ＋Σ　σ多　　　i＝m＋1）　　　　　　　　　（33）

from　（28），　（31）　and　（32）．　lf　the　sequence　（yi，　i＝1，　2，　．．，，NI　is　an　orthogonal　transform　of　a

correlated　sequence　｛xi，　i±1，2，　．．．．，八日，　the　（iistOrtion　Z）in（33）is　invariant　under　the

transformation；thus　（33）　can　be　used　to　evaluate　the　average　distortion　in　［xi　l　．

　　　The　meaR－square　error　measure　is　widely　used　in　image　processing　because　of　its　mathe－

matical　tractabiiity．　But　its　effectiveness　is　known　to　be　limited．　A　system　with　a　moderate

mean－square　error　may　produce　a　low　quality　picture．

　　　　Suppose　the　sequence　l　xi　l　represerits　images　and　（y，1　is　an　orthogonal　transform　of　it．

If　the　average　mean－square　error　is　extremely　sraall，　we　can　expect　that　the　probability　of　a

sample　quantization　error　of　each　xi　being　objectionably　large　is　negligibly　small：　this　is　from

Tchebycheff’s　Theorern’5｝．　Low　average　mean－squarbe　distortion　can　only　be　achieved　at　a

high　transmission　rate．　At　a　reiatively　iow　transmission　rate，which　is　of　particular　interest　in

most　situations，　the　mean－square　error　of　each　xi　being　sizable　magnitude　and　therefore　iarge

errors　will　occasionaliy　occur．

　　　　As　a　suppiemental　eryor　measure，　a　maximum　error　is　proposed　here．　lt　is　the　opposite　of

the　mean－square　error　；　it　shows　how　large　squared　eyrors　may　be　in　the　worst　case．　WM　the

worst　case　actuallY　occur　？　Not　likely，　in　the　sense　that　the　probability　of　the　squared　error

assuming　the　maximum　value　is　very　srnal｝．　Yet　it　serves　as　a　conceptual　system　performance

bound，　Two　different　image　coding　systems　can　be　compared　in　terms　of　the　maximum

squayed　errors．

　　　　Let　the　average　maximum－square　error　be　defined　by

　　　　　　　　　　　　l
　　　　　　　　　　　　　　max｛s？＋4g＋…　＋4k｝，
　　　　　　Emax＝：
　　　　　　　　　　　　N　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（34）
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whereξi，　i＝1，2，．．．，八1，　are　random　variables　representing　errors　in　the　reconstruction　of　the

sequence｛xi｝，and　max｛・ldenotes　the　maximum　value　of　the　random　variable　enclosed．

Since

　　　　　　ガ　　　　　　　ノ　

　　　　　　濯1ξ多＝黒ζ～・　　　　　　　　　　　　　　（35）

whereζf，　i＝1，2，．．，，〈Z，　are　quantization　errors　in　the　transform秘｝，we　have

　　　　　　εmax＝＝max｛ζ～÷ζ『十…　十ζ溜｝．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（36）

Assumingζ1，ζ2，．．．，ζn　are　statistically　independent，　we　can　rewrite（36）as

　　　　　　εmax＝max｛ζ～｝十max｛ζ『｝十…　一F〃zax｛ζ澤｝．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（37）

In　the　quantization　strategy，夕1，ッ2，．．．，3／m　are　quantized　with　the　mean－sqrare　errorθeach　arユd

）」m＋1，．．．，yηare　disregarded．　The　m．　s．　e，θcan　be　obtained　by　uniform　quantization　with　the

step　size∠chOsen　in　such　a　way　that

　　　　　　　　　A2

　　　　　　θ＝12，　　　　　　　　　　　　　　　　（38）

frorn（23）．　Sirlceζ、，．．．，ζπstatistically　distribute　with　the　density　function　in　Flg．2，

　　　　　　…｛ζ・｝一を2，i－1，・，…，m　　　　　　　　（39）

Note　that

　　　　　　ζ々濡gyノ、・　fe　mu〃Z＋1，一・，！＞r．

Henceζ々，々＝m＋1，，．．，ノ〉，　are　Gaussian．　For　a　Gaussian　random　variable　with　varianceσ2，

the　maxirnum　of　its　squared　value　does　not　exist；however，　we　shall　use

　　　　　　（2．5σ）2＝6．25σ2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（40）

as　the　practical　maxinlum　squared▽alue　of　the　variable．　The　probability　of亡he　variable　lying

outside　the±2．5region　is　L　242〔％〕．　Thus　we　set

　　　　　　max｛ζ1｝＝6．25σ多，　ガ＝〃z十1，・一，1＞。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（41）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ
SubstitutiOn　of（39）and（41）into（37）yields

　　　　　　・一・一（zi　2　．　．．　．．一．　．Sl［丁窺÷6・2面戸多）　　　　　　　（42）

Observations

　　　From（31），（32）and（33）it　w註l　be　appreciated　that　the℃ontribution　of　each　discarde（i　term

to　D　issmaller　than　the　corユtribution　of　each　transmitted　term．　On　the　other　hand，　in（42），

　　　　　　　　　・・・…b・・・……each・・a…・tt・d…一｛2・θ，　　　（43）

　　　　　　　　　Contribution　of　discarded　term＝6，25σi2，　i＝皿初÷1，．．，，2＞．　　　　　　　　　　　　　　　（44）

Thus　sQrne　of　the　errQrs　due　tO　the　truncation　rnay　have　a　more　significant　contribution　toεmax

than　the　quantization　error　of　each　transmitted　term　does．

　　　We　propose　to　modify　the　truncation　threshold　to　correct　the　unnatural　situation：

　　　　　　…ca・d…lt・・を2＞・．25・鼠　　　　　　　　（・5）

01’
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　　　　　・舞・岩…　　　　　　　　　　　（46）
（See　（43）　and　（44）．）　Recall　that　in　the　rate　distortion　theory　yh　is　discarded　if

　　　　　・是・・一琶2．

With　the　use　of　（46），　irtoye　terms　will　be　retained．　The　average　maximum－square　error　wiil　now

be　witten　in　the　form

　　　　・後・・一（A2　，　．．　Am　Dlτ・＋6・25、黒、σ子），　　　　　　　（47）

where　n　〉　m．　The　first　n　transform　components　are　retained　with　the　maximum　squared　error

A2／4　eac／t　and　the　rest　are　discarded　with　maxirnum－squared　errors　satisfying　（45），　i．e．，

　　　　6．2soz〈一Sll’，　le一一n＋i，　n＋2，…，N　（4s）

From　（47）　and　（48），　we　have

　　　　　，　」A2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（49）　　　　E’max〈
　　　　　　　　　　　4

Thus　the　modified　threshold　puts　the　average　maximum－squared　error　uRder　control．　Nume－

rical　results　indicate　that　the　modified　threshold　is　accompanied　with　a　small　increase　iR　the

transmission　rate，

　　　　The　fiRal　yeinark　in　this　section　i，s　that　a　properly　designed　uniforrn　quantizer　does　Rot　only

achieve　a　bit　rate　close　to　the　theoretical　limit　but　is　aiso　optimum　iRsuppressing　the　maximum

squared　error．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　CODING　EXPERIMENTS

　　　We　have　tested　the　Hadamard　doma2n　quantization　with　the　modified　truncation　threshold

described　in　the　previous　section．　The　cQding　system　used　iR　the　experiments　is　iiiustrated　in

Fig．　3．　We　have　modeled　the　image　source　by　a　zero　mean　Gaussian　process　with　the　sepa－

rable　covariance　given　by　（19），　p　＝O．9，

IMAGE

　［xij］ OR聯OGO麟し
ﾑRA瞠SFOR図

［yij

TRANCATIO採　　　　　　2　　　△2

@　　　　σrj≦　25

｢2@　　2　　　△2
QUA霞TIZE民・QH

25 〈σ
撃梶?１・　　σij＞　6

QUA照ZER・Qし

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．　3．　Block　diagram　of　the　coding　system．

　　The　retained　transform　components　are　divided　into　two　groups　according　to　their　variances

and　each　group　is　quantized　by　a　uniform　quantizer　designed　for　the　transform　component　with

the　maximum　variance　in　the　group．　Two　separate　Huffman　codes　will　then　be　used．　lnstead

of　actually　generating　Huffman　codes　we　have　computed　eRtropies　of　the　outputs　of　the　two

quantizers　as　they　give　the　lirnits　of　transmission　rates　attainable．　The　number　of　bits　ac－

companying　each　reconstructed　image　in　Fig．　4　is　the　sum　of　the　two　entropies．　Therefore　the

number　does　not　represent　the　actua｝　number　of　bits／pixel　used　in　coding　the　particular　image
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but　the　expected　nurnber　of　bits／pixel　used　in　the　coding　system．

　　　　We　observe　that　the　use　of　the　Hadamard　transform　with　the　quantization　strategy　yields

fairly　good　results．

CONCLUDING　REMARKS

　　　　Signal　energy　compaction　in　the　Hadamard　transform　domain　has　been　reviewed，　Effects

of　truncation　and　quantization　errors　have　been　analyzed．　lt　has　been　argued　that　more

transform　components　shouid　be　retained　to　suppress　the　maximum－square　error．

　　　　Coding　experiments　were　conducted．　lt　has　been　disclosed　that　Hadamard　domain　image

coding　is　practical　if　proper　quantization　strategy　is　employed．　A　possible　iitcrease　in　the　bit

rate　required　by　the　use　of　the　Hadamard　transforrn　will　be　well　compensated　by　computational

advantages　of　the　transform．

　　　　A　remaining　prob｝em　to　be　soived　is　a　search　for　efficient　fast　decodable　variable　length

codes．　Similar　coding　experiments　in　the　SCTi’｝　domain　are　under　way　；　the　results　will　be

reported　in　a　future　paper．
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