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2次元非結合的代数系の性質およびMarkus
　　　　　　　　の標準形への適用について
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On　the　properties　of　two－dimensional　nonassociative

algebra　and　an　application　to　Markus’　canonical　ferm

　　　　Tsutomu　DATE
（Received　September　30，　1981）

Abstract

　　　This　paper　deals　with　an　aRalysis　of　the　canonical　form　of　two－dimensional　homo－

geneous　quadraeic　clifferential　equation　systems，　proposed　by　L．　Marl〈us　making　use　of

the　properties　of　Ronassociative　algebra．　The　differential　systems　of　this　type　are

encountered　iR　a　Rumber　of　practicai　problems，　sttch　as　chemlcai　reaction　processes，

the　stability　problem　of　critical　points，　and　so　on．

　　　Markus’　canonical　form　was　shown　to　have　several　weak　points　so　much　so　that

it　is　necessary　to　make　irrational　calcu｝ations　in　order　to　see　to　which　type　an　arbitra－

rily　given　system　beloRgs，　whereas　we　have　only　to　carry　out　rationai　calculations　if

we　use　our　methods．

　　　This　paper　shows　complete　analysis　of　the　Marl〈us’　canoRical　forrn　with　details　of

computation　processes　made　into　tables，　which　resuits　in　showing　Markus’　irrational

classifications　arising　from　the　errors　in　his　calculatioRs．

緒 言

　L．Markusは，化学反応論，生物集団に関するVolterra方程式，あるいは一．．一次の項が厳密に消

滅する力学系等に重要な役割を果す同二次微分方程式系をとりあげ，後述するような雰結合的代

数系の諸性質を利用することによって，その標準形を提示したム）著者は，全く別の観点から二次

変換の標準形を策定していたが1）その成果はこの間題に適用できるものであるため，不変式に基

づく標準形の立場から，Markusの標準形を再吟味した。その結果，幾つかの計算の誤りに起因す

る分類の誤りを発見したので，その結果については言及したが鯉詳細な追試はどこにも公表して

いないので，ここに記録する次第である。なお，非結合的代数系とは，乗法に関して，必ずしも

結合法則をみたす必要がないとする代数系であって，結合法則をみたしてはならない，という意

味でトはない。

情報科学
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　　　　　　　　　　　　　　1．Markusの標準形とその特徴

　本節ではMarkusが標準形作成のために使用した手段，その特徴を論ずる。

1．1　非結合的代数系

　Markusが導入した非結合的代数系とは，次のようなものである。基礎となる物理概念は，

　　　　　　　カ　　　　　Ai　rc　：ΣPliμxλ　t　St（x＝1，…，n）　　　　　　　　　　　　　（1）
　　　　　　　λ，μ＝＝1

な・融鮒耀式系であ・て漉÷…は畝元べ・・ル嚇朗川洲・の実数で

あって，P知＝P録であるとする。（1）で与えられるP知を用いて，次のような代数系を導入する。

すなわち，基底をeλ（A・＝1，…，n）とするとき，乗法を

　　　　　　　　　ガ　　　　　eパeμ＝Σ　Pfμ　e。（λ，　Pt・・1，…，　n）　　　　　　　　　　　　　　　　（2）
　　　　　　　　　rc＝＝1

で与える。定義によって，PXy＝P簿であるから，この乗法は明らかに可換であるが，結合法則

は必ずしも満たさない。すなわち，

　　　　　（eA・eμ）・eu＝（ΣP賃μeκ）・ev＝ΣΣP｛PtP建。eρ，

　　　　　　　　　　　　κ　　　　　κρ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

　　　　　eλ・（ept．ev）＝eA・（ΣP毎θ。）＝ΣΣP缶μP魚θρ

　　　　　　　　　　　　　κ　　　　　　　　　κ　ρ

であり，右辺が一般に異なることは明らかである。

　さて，Markusがこの代数系を導入した理由は，代数系に特有の不変概念を用いて代数系を分類

し，その結果を用い℃（1）の分類を行うためであった。そこで用いられた不変概念とは，べき零元

数やべき平門の数等であった。以下に，Markusの導出した標準形を述べる。

　　定理1。べき零元を含む実二次元可換代数系には，次の10通りのタイプがある。

1）

2）

3）

4）

5）

6）

7）

8）

9）

le）

el　e　el　＝：　O，

el　e　el＝O，

el　e　el　＝＝　O，

el　．　el　＝O，

el　．　el＝O，

el　一　el＝O，

el　．　el＝　O，

el　e　el　＝：　O，

el　e　el　＝＝　O，

el　．　el　＝　O，

e2　．　e2　一ww　O，

e2　e　e2＝O，

e2　．　e2　＝：　O，

el　．　e2＝e，

e1　e　e2＝O，

el　e　e2　：＝：　el，

el　．　e2＝el，

el　e　e2　＝：：　e2，

e｝　．　e2　：e2，

el　e　e2　＝＝　e2，

ただし，初めの三つは，べき零元から成る基底を有し，

有する。6）および10）については，パラメータkの異なる値に対して，異なる代数系が対応す

る。

定理2．べき引引を含まず，かっ基底としてのべき等元を有する実二次元可換代数系は，次

のいずれか一つに同型である。

　1）　eエ・el・・＝　el，　e2・e2　＝　e2，　el・e2＝0

　2　a）　el　e　el　＝＝　el，　e2　e　e2　＝e2，　el　．　e2　：＝：　e2

　2　b）　el　e　el　一rm　2　el，　e2　．　e2＝e2，　el　f　e2　一一　e2

el　．　e2＝O

el　　o　　e2　皿　e2

el　．　e2＝　el　十　e2

e2　．　e2　＝　e2

e2　．　e2　＝el

e2　e　e2　＝　ke2，　（k　t　O）

e2　t　e2　＝：　el　十2　e2

e2　　0　　e2　二　el

e2　・　e2＝：　一　el

e2　e　e2　＝：　ke1　＋　e2　（le　t　O）

　　　　　　　　他のタイプはただ一つのべき零元を
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2c）　el・ei　＝Ae1，　e2・e2　・e2，　el・e2・＝　e2（0〈A＜1又はA＞2）

3a）　el・eユ＝2el，　　e2・e2　・Be2，　　ea・e2＝el十e2（Bキ0かっB￥2）

3b）　ei“ei＝＝Aei，　e2　e　e2＝Be2，　ei．e2＝ei十e2

1e7

（AキOAキ2，Bキ0，B・￥2，AB￥4，A＋BキAB，かつ，　A＜一1またはA＞2のときに，

　　　　　　　　　　f，、≦B≦丑去2）．

　　　ただし，異なるパラメータの値には，異なる代数系が対応する。

　　定理3．べき零元を含まず，かつべき等元がただ一つ含まれる実二次元可換代数系は，次

　　のいずれか一つに同型である。

1）

2）

3a）

3　b）

3　c）

3　d）

4）

el　．　el＝el，

el　．　el＝el，

el　．　el　＝　el，

el　．　el　＝＝　el，

el　．　el　：el，

el・el二el，

召1・e2＝0，

el　e　e2　＝：　el　＋　e2，

el　．　e2　：＝　Yz　e2，

ei　．　e2　＝＝　de2，

el　．　e2　＝：　Yz　e2，

ei　．　e2　＝　de2，

e2　“　e2　＝ei　一YGe2　（e　S．G〈　2）

e2　e　e2　：＝　fei　（f〈一1）

el　e　e2　＝：　el

e2・θ2＝el十Ge2（dtO

e2　e　e2＝　一el

e2　．　e2　＝＝　一ei　十Ge2

（ゴ‡0，ゴキ1，G2キ4d2，　G2〈4　（2ご／一1），　G≧0）

θビe蓋＝：　el，　el。θ2篇θ2，　e20θ2＝｝　el

G≧0，　G2＜4（1－2の）

　　　　ただし，異なるパラメータの値には，異なる代数系が対応する。

　以上三つの定理で示された代数系を，それぞれ，第1類，第2類および第3類と呼ぶことにし，

それぞれの特徴を次節で論ずることとする。

1．2　Markus標準形の特徴

　Markusの方法の特微は，第一に，対応する代数系にべき零元が存在するか否か，存在しない場

合は，べき総元がただ一つであるか否か，という基準を用いて大分類を行ったことにある。この

代数系にべき零元が存在するということは，もとの方程式系の平衡点が孤立していないこと，い

いかえれば平衡線が存在することと同値である。また，べき等元が存在することは，もとの方程

式系に直線解が存在することを意味する。以上の性質は，アフィン変換に対して不変であるから，

彼の大分類には明確な意味がある。第二の特徴は，大分類の中の細分類については，判別基準が

明確でないことである。すなわち，任意に与えられた　搭μすなわち系に対して，それがこの細

分類のいずれに属するかを判別するためには，論文著者が行ったのと同じだけの計算の手間を必

要とするのである。なぜなら，この細分類は，アフィン変換によって，棺互に同値となることが

ないようにパラメータ自由度を減らして行き，これ以上は減らせないというところで得られたも

のを標準形の細分類としたからである。第三の特徴は，パラメータに対する制約条件の複雑さで

ある。パラメータ自由度を変更することはできないが，制約条件はなるべく簡明であることが望

ましいことは言うまでもない。しかるに，Markusの分類においては，パラメータの自由度が2で

あるものは，第2類の（3b），第3類の（3b）および（3d）であるが，これらのパラメータの制

約条件，とくに第2類の（3b）などは，複雑怪奇であると言える。

　以上の特徴を要約すると，任意に与えられた系，すなわち鷲μに対して，著者と同じ手間をか

けてMarkusの標準細分類のいずれかに到達するのであるが，もとの踏μがわずかばかり変動し

たときに，前と岡じ細分類に至るか全く別のものになるか，という判別のために，前回の成果を

使うことができず，最初からやりなおさねばならぬこと，そして細分類の判別を行うには，パラ
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メータの制約条件が複雑怪奇であるために，計算の手間が非常にかかるということになる。

2．　不変式分類法によるMarkusの方法の評価

4

　本節では，第1節で述べたMarkusの分類法を評価するために必要な範躍で，不変式分類法の

要点を紹介し，Markusの標準形を解析する。はじめに，不変式分類法で必要とする不変式の定義，

およびそれらを利用した分類法を述べ，次いで定められた不変式の値を，Markusの標準形の型毎

に計算：し，それらの符号の組み合せによって，Markusの分類法の問題点を吟味することとする。

2．1　不変式分類法の概要

　（1）式で与えられた同次：二次微分方程式系の係数獄μに対して，次の分解を行う。ただし，餅は

Kroneckerのデルタであるとする。

　　　　　P…　Pl・，＋・貧・，　Q琵・一P解一青（6A”　P．十6fiP，）　（x，　A，　”：＝：　1，　2）．　　（・）

これを用いて，次のような不変式を導入する。ここに，εκλおよびε。λは，それぞれ重み1およ

び一1の単位2一ベクトルであって，成分は，e12・＝＝　一・e、1＝1，el　1　＝e，，＝e1｝＝e22＝0，e12　＝一e21　＝，　“

1である。また，簡単のために，Einstein総和記法を用いることとする。

hrcA＝一
r　e”YePOQZpQDa，　J2”一ma2Q2plzP”，

α・一Q試製・＋号・・。ε・・…，

D＝一2ε。えεμ論κμガレ，　　　H＝ぬκλカ。あ，

F＝：　6PAea”　Qi　apA　P”　P．，　J＝　erc”J：”Pa　PpP．t　，

K．＝F十9（一2）Mn　3　H－27（一一8）M－3D　（rri＝1，2，…一・・…）．

（3）

　以上のテンソルおよび不変式（添字のない英文字の式は重み2のスカラー不変式である）を用

いて，次のようなタイプ分けを行う。詳細については，文献（21，㈲を参照されたい。ここではそ

の結果のみを用いて，Markusの標準形の吟味を次節において行うこととする。

　なお，非結合的代数系の不変量であるべき三元又はべき零元の数について言うならば，上記の

不変式分類では，べき等元とべき耳元を合せた数が，Ie型では3，1①型では1，　II型では2，

III型では1，　IV型では無数に存在することとなる。

2．2　不変式分類法による鍛arkusの方法の評価

　二つの分類法が与えられたとき，一方の方法における標準形は，他方の方法にとって一つの与

えられた分類の対象物である。…方である型に属するものが，他方の方法ではどの型に属するこ

とになるか，という対応関係は，単純ではないにせよ，厳密に把握することが可能でなくてはな

らないし，実際可能である。本節では，Markusが提示した標準形の各タイプ毎に，定められた

不変式の符号をそれぞれ計算し，その符号の組合せを用いて不変式分類法における所属を定める

こととする。

　計算された不変式の値の表示方法としては，Markusの大分類句に独立の表を作成することとし，

表においては，縦の列の区別はMarkusの小分類としての型を表し，横の行の区別は，必要な不

変式を計算の手順に従って，上から順に記したものであるとする。計算は，前節の（3＞に従って行っ

ている。

　分類の最終段階で使用するのぱ，不変式の符号の組合せであるが，計算の途中においては，い

くつかの不変式の値を用いて次の不変式の値を：求めるという手続を行うのであるから，不変式の
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表1　不変式分類法の判別式とその符号

不　変　式　の　符　弩 型　　名 不　変　式　の　符　号 型　　名

K2＞0 1㊦（1）型

K2く0
K3＞O

j3〈0

1㊦（2）型

he（3）型

［1τκλ］‡0，H＝0

ρ＞0

ﾏく0

ﾏ罵0

II（2－1）型

hI（2－2）型

hI（2－3）型

D〈o

K2＝0

K3＞O

j3〈O

j3竺0

1e（4）型

ﾊ㊦（5）型

Pθ（6）型

1）＝0

F＞O

e＜0

ill（1）型

香i2）型

［がλ］濡0

［Q刷‡0

F瓢0
繊｝‡0

mρλド0

阻（3）型

hll（4）型

D＞0

K2＞O

j2＜O

j2＝0

1㊦（1）型

P㊦（2）型

P㊦（3）型
［Q歪。】篇0

［ρ、］‡0

kAl＝Q

Iv（1）型

v（2）型

D鳳0 ［海門本0，R中0
K2＞o

j2＜O

j2＝0

II（1－1）型

hI（1－2）型

hI（1－3）型

ρは，II型漂準形のC｛λの成分が，　Cn＝一2A十3，

bL2躍C2L罵C22＝⑪であることから，　Cnの符号とし

ﾄ定義する。

纏そのものが必要である。途中の計算が一鰯所でも間違っていれば，その誤りは先へ進むにつれ

て広がる性質があるので，ここでは，途中のすべての計算値を列挙することとする。

　計算結果のチェック方法としては，這々の計算過程においては効果的なものはないが，最終結

果のチェックは，次のようなSy勢州，関係によって可能である。　syε」・9Ll’の語源は定かではないが，

歴史的にも古くから言われており，本分類法の不変式に対するSy聴yは，

　　　　　　　　　　F2D－4　H3－」2＝　O

の形で表せる。以下に述べるMarkusの標準形に対する不変式の値の計算結果は，この⑤yε拗・に

よるチェックを経たものである。

　第1．2節で述べた通り，Markusの分類法における第1類は，対応する非結合的代数系におい

て，べき零元が存在する部分代数系に対応する。この，べき言忌が存在することと同値な概念を

不変式分類法の中でさがすならば，不変式K2の符号が0であることとなる。実際，第1類を解析

するために不変式の僖を計上した第2表では，すべてのK2がゼロとなっている。したがって，　Markus

の第1類の中には，「明らかにべき二元を持たないものが誤って混在している」ということはない

ことが確認、される。

　次に，第1類の10の継分類タイヅに対して，不変式分類法に基づく不変式の符号を計算してみ

ると，おおむね不変式Dの符号あるいは，［h「CA〕の符号等の区別で分類したものと同じ結果になっ

ているので，結局は，「べき二元の数」を基準として分類しようとしたものであると考えられる。

しかし，この基準でMarkusの細分類タイヅを吟味すると，次のような問題が存在することが分

る。

　まず，第2表のタイプ（6）において，対応する列のh「caを見ると，　hiiが一（le－2）2，研＝1z22環0

となっている。したがって，

　　leキ2であれば［hκλ〕キ0（h「cAの成分の中には0でないものがある，の意），

　　ん謹2であれぽ（h　nλ〕　＝0仇κλのすべての成分が0，の意）

となる。これは，第2表によって，leキ2ならば不変分類法のII（2）型であること，すなわち，べき

等元の数が1であるのに対し，lex2ならば不変式分類法のIV（ll型となり，したがって，べき等元

は無数にあることとなる。すなわち，べき等元の数が細分類にあたって重要なポイントであった

にもかかわらず，Markusの結果においては，岡一の細分類タイプの中でも，べき等元の数が異な
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表2　Markus標準形99　1類の不変式の値

1 （1） （2） （3） （4） （5） （6） （7） （8） （9） （10）

P且㌧

R12 1 1 1

貼 ユ ユ 工 一玉 々

賠

P彪 1 1 1 1 1

脇 1 々 2 1

あ 1 1 1 1 1

あ 1 1 々十1 3 1

3Q｛、 一2 一2 一2 一2 一2

3Q｝2 2 一1 2一々 一1

3Q杢2 3 3 3 一3 3々

3Q釜1

3Q子2 2 2 2 2 2

3Q葦2 一2 1 々一2 1

9hu 一4 一1 一（々一2）2 一6 6 一（6k＋1）

18hl2
一4 2

9h22 一4 一4 一4 一4 一4

27J｝1 8 24 一24 24々十2

27」杢L 一16 2 18（々一2）3 18々十2

27Jl2 一16 一16 一16 一16 一16

27」墨2 8 一4

27D 一16 一32 32 一4（8々＋1）

3H 一4 一2 2 一（2々＋1）

F 一4 1 一1 々一玉

」 一2々

塾 一16 一4

塾
躯 1

一一
P 々

払 一4 一9 9 《9々一←1）

舗　考 （htO） （々‡0）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（空欄は0を意味する）

るものがある，という結論に到る。

　同じことが，第1類すなわち第2表のタイプ⑩にっいても言える。ここでは，各不変式の符号

は，Markusが導入したパラメータんの値をかえることによって，次のように変化する。

　　　　　々〈一1／8ならぽ，D＞0，かっK3〈0，したがって1㊦（2）型で，べき等元はなし，

　　　　　k＝一1／8ならぽ，D＝0，〔ぬκλ〕‡0，Hキ0，　K2＝0，　よってII（1－3）型で，べ

　　　　　　　き等元は！個，

　　　　　一1／8〈k＜0ならば，D〈0，　K3＜0，　したがって至9（5＞型で，べき等元は2個，

　　　　　0＜kならぽ，D＜0，　K3＞0，　したがって1θ（4＞型で，べき等元は2個。

Markusの条件によって，んキ0とされているから，上の4通りですべての場合がつくされてい

る。以上で，前述のタイプ（6）と同様に，タイプ（1⑪）においても，べき等元の数が異なるものが同一
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衰3　Markus標準形第2類の不変式の値

II （1） （2a） （2b） （2c） （3a） （3b）

R㌔ 1 1 2 A 2 A
P1蓋2 1 1

猛12

瑞

P占 1 1 1 1 1

践 1 1 1 1 B B

ρL 1 2 3 A十1 3 A十1
凸 1 1 1 1 B十1 B十1
3QL 1 一1 A－2 A－2
3Q｝2 一1 一1 一1 一1 2－B 2－B
3Qム2

3Q号、

3Q子2 一1 1 2－A 2－A
3Q塁2 1 1 1 1 B－2 3－2
9h卍盈 一1 一1 一1 一1 一（8－2）2 一（B－2）2

18h12 一1 1 2－A 一（A－2）（3－2）

9h22 一1 一1 一（A－2）2 一（A－2）2

27」｝1 一1 1 2－A 一（A－2）（B－2）2

27謬 2 2 2 2 2（B－2）3 2（B－2）3

27Jそ2 2 一2 2（A－2）3 2（A－2）3

27J塁2 一1 一1 一（A－2）2 一（A－2）2（8－2）

27D 一1 一ユ 《A－2）2 一（A－2）2（B－2）2

3H 一1 一1 一3 一A2十A－1 一3（B－2）2 一吉（L2十LMNrM2）

F 2 2 9 2A2十A－1 9（B－2）（B＋1） （A÷1）（8十D（2AB－A－B－4）

J 2 A2－A 2（B－2）3 一（A－B）（AB－A－2）（AB－B－2）

雛 3 3 16 （A＋2）（3A－2） 16（B2－4） （A十2）（B十2×3AB－2A－2B－4）

塾 1 1 4 A2 4B（B－2） AB（A3－4）

躯 B－2 AB－A－B

払 1
A－1 （B－2）（B－1） （A－1）（3－1）（A十B～4）

0＜A＜1 Bキ⑪ A本0，A≠2，　B中0，　B≠2

2〈A B≠2 AB‡4，　A十B‡AB，
備考

A＜一1またはA＞2のとき
　2　　　　　A十2　　≦B≦A－1　　　　　　A

L　・・（A十1）（B－2），M＝（A－2）（B十1） （空欄は0を意味する）

のタイプとして分類されている，という問題があることが示される。

　次に，第3表で解析したMarkusの分類における第2類は，対応する代数系において，べき零

元が存在せず，かっ，べき等元が2個以上ある場合であるが，この場合には次のような問題があ

る。第一一に，細分類のタイプ（1）とタイプ（2a）は同一のものである。それは，不変式分類法にも

とづいて計算したすべての不変式の符号が同一である，という事実にとどまらず，簡単な座標変

換によって，タイプ（1）からタイプ（2a）へ移行させることができるのである。その座標変換とは，

X＝・x，Y⊇κ＋夕という簡単なものである。
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　第二に，この類では，べき等元の数は2個または3個であって，それ以外の場合はない。これ

を6通りに分ける話であるから，分類の基礎となる不変量は，べき家元の数とは別のものを導入

しなくてはならない。また，この類でパラメータを二つ有するタイプは（3b）だけであり，した

がって，この類のほとんどすべての方程式系はこのタイプに属することとなる。しかるに，この

タイプ（3b）の中には，方程式系としてみた場合，「すべての解が，未来に対しても過去に対して

も，有限の時間の範囲でしか存在しえない」ものも含む反面，そうでないものも含む。すなわち，

タイプ（3b）とそれ以外のタイプを区別する不変量が定かでない反面，一一つのタイプの中に物理

的意味のはっきりした不変量を慕準として，明確に異なるものが岡正している，という問題のあ

ることが指摘できる。

表4　Markus標準形第3類の不変式の値

III （1） （2） （3a） （3b） （3c） （3d＞ （4）

Rl聖

��QR21貼脇

11G 11⊥2 114G

　1

|1

｡　2

　1

|1

SG

　1

|1

@1

A凸 1G 21
蓋2

1＋ゴ

@G

■2

1十4
@G

2

3QL

RQ｝2

RQ塗2

RQ孔

RQ｛2

RQ襲

　1

|G
@3

|1
f

一1

@2

R〆

@1

|2

3

1－2ゴ

@一G
@　3

Q4－1
@G

一3

1－24
@－G
@－3

Q4－l
@G

一1

|3

@1

9h11

P8h12

Xh22

3－G2

|G
|1

一（3！＋4）

@一2
@～1

一G2－3（2d－1）

@（2び一エ）G

@一（24－1）2

一G2＋3（24－1）

@（24ヨ）＞G

@《24－1）2

　3

鼈黷
P

27J｝1

Q7Jダ

Q7」子2

Q7J茎2

6－G2

QG3－9G

@　2

@－G

2（3∫＋2）

黷Q（9ノ＋8）

@一2
@　2

（2グー1）〔G2十6（2ごノー工））

@2G3÷9（24－1）G

@　　－2（2d－1）3

@　　一（2ゴー1）2G

（24一ユ）〔G2－6（24－1）〕

@2G3刃（2あ1）G
@　　－2（24－1）3

@　　一（24－1）2G

一6

|2

27D

RH
@F
@J

4～G2

P－G2

QG2十1

|G

一4（ノ＋1）

s4！＋7）

Q（4！一5）

黷Q（4〆＋3）

27

S

　　一（24－1）2〔G2＋4（2ゴー1）〕

黶iζ！2－4十1）G2一（24－1）（4十1）2

@（4十1）〔（4十1＞2一（4－2）G2〕

黶id－1）G〔4G2十（24－1）（4＋1）2｝

＿鐙　8

　　一（2ゴー1）2〔G2－4（2ゴー1＞〕

黶iゴ2一ゴ十1）G2十（2ゴー1）（4十1）2

@一（ゴ十1）〔（〃十1）2十（4－2）G2〕

黶iゴ～1）G〔4G2一（2ゴー1）（4十1）2〕

44－8

口添副砲卸

3G2＋4

@G2

@8

12（∫一3）

@4ノ

@一8

8111

（24十1）〔一（24－3）G2十4〕

@　　　G2＋4げ2

@　　　8ゴ（d－1）2

|8（4－1）〔4G2千（3あ1）2〕

一8

|1

|1

|1

一（24＋1）〔（26～3）G2＋4〕

@　　　G2－442

@　　－84（d－1）2

|8（d－1）〔4G2一（34－1）2〕

一12

|4

備考

0≦Gく2 ノ＜一1 4字0，G≧O
f2〈一4（24－1）

ゴキ0，4半1
f2素44　G≧O

f2く4（2d－1）

（空欄は0を意味する）
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表5　MarkUs標準形から不変式分類法への対応

Markusの分類 不変式分類（第2段階〉

（1） IV（2＞

（2） U（2－3＞
（3＞ 茎㊦（6）

（4＞ n（2－2＞のτ瓢G
第
（5） 鷹（4）

々瓢2 IV（1＞

（6）　々（々一2）＞0 U（2－1）

1
　　　々（々一2＞〈0

i7）

ロ（2－2）のτキ0

ﾐ（3＞

（8） 至㊦（4）のK汗0
（9） 玉㊤（3）のKl＝0

類 　　　々＞0

j二∵壱
王e（4＞のK注0
､㊦（5）

g（1－3）

・〈一 1㊦（3）のK沖0

（1）

i2a）

｝・e・1職一・凶

第 （2b） 照1－1）のK、＝0
（2c） Ie（1＞のK3＝0，K4キ0

2 ・…｛慧1認認 翼（1－1）のK3中⑪

＝i1－2）

類 AB（AB－4）＞0 1㊦（1＞のK、キ0

（3b）AB（AB－4）〈0，AB－A－B＞0 1θ（2）

AB（AB－4）〈0，　AB－A－Bく0 1θ（3）

（1）

第
（1）

i2）

1㊦（1）のK3篇O

h㊥（2）のK3‡0，　K、＝0

3
（3a）

i3b）

盤（1）

ﾊ①（1）のK、索0
（3c） 頂（2）

類
（3d） 王④（2）のK3キ0，　K4本0

（4） 珂秋2）のKl、＝0

　第4表についてとくに問題はないが，注意すべき事として，同表の（1）に・含まれるパラメータG

の符弩’がゼロとなる三舎が挙げられる。このとき，不変式K2はゼロでありかっ，　K3もゼロである。

K2がゼPとな・二）ても，系が平衡線を持たない唯一の例がここにある。すな：わち，　D＞0，K2罵K3＝

0であって，そのときに隈り，K，＝0であってもなお平衡点が孤立している。このことは，　Markus

分類法の第1類はすべてK，　：＝0であり，第2，3類では，逆に，この場合を除き，すべてK2‡0

となっていることからも分る。

　次に，Markusの標準形と不変式分類法にもとつく標準形との間の対応を，第5表および第6表

に掲げる。Markusの分類に：おけるパラメ…タに関する条件が複雑であるのに対して，不変式分類

法のパラメータに関する条件が簡明であることが観察される。

結 言

不変式分類法は，任意に与えられたPf．に対して，数個の整有理不変式の符号を計算するだけ
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表6　不変式分類法からMarkus機準形への対応

不変式分類（簗2段階） Marl（usの分類

1∈）型

　　K3罵K：4＝0

i1＞K、＝◎，K、‡O

@　K3‡O

2一（1），（2一（2a））

Q一（2c）

Q一（3b＞グ）AB（AB－4）＞0

Q一（3b＞のAB（AB－4）＜0，　AB－A－B＞0

Q一（3b）のAB（AB－4）く0，　AB－A－B〈0

P一（8＞

P－GO）の舟＞O
g・・〉の…〉嗜1一（3）

王（D型

・1・援：；l　　K3‡0，K、二〇（2＞K3‡0，K、キO　　K3漏0…倭：：1

3《1）

R《3b＞

R《2）

R《3a）

R一（4）
P一（1・瞬く量1一（9）

n（1）型

・1－1・
2一（2b）

Q一（3a）のB（B－2）＞0

Q一（3a）のB（B－2）くO

決黶i1・瞬一量

琶（2）型

（2－1）

E・一・糊（2－3）

1一（6）の々（々一2）＞0

P《4）

P一（6）の々（々一2）〈0

P一（2）

斑　　型

（1）

i2）

i3）

i4＞

3一（3a）

R一（3c）

P一（7）

P《5）

IV　　型
（11

i2）

1一（6）の々麗2

P一（1）

で・標準形のどの型に属するかを判別する。一方，Markusの方法等1）・5）は，一度は標準形の型に

変換しなければ，その判別ができない。この手続きには，3次方程式を解くという無理演算を包

含することとなる。また，パラメータ空間に表示した，各網分類の境界の形状も，Markusの方法

では複雑な曲線群になるが，不変式の方法では，規則的に配置された直線群となる。

　本報告の結果は，第2表から第6表までの表に集約されている。表記が増大したわけは，個々

の計算過程を記録にとどめるという意図によるものである。なお，北海道大学大学院阿久津淳氏

から，一部の計算チ＝ックに協力を得ている。
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