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Vario“s　Types　of　Out－of－Plane　Vibration　of　Arcs

Toshihiro　IRIE“，　Gen　YAMADA’　and　Katsuaki　TANAKA’

　　　　　　　　　　　　（Received　September　3e，　1981）

Abstract

　　　The　natural　frequencies　and　the　mode　shapes　of　out－oFplane　vibrations　of　elastic

arcs　are　calculated　numerically　on　the　basis　of　the　Timoshenko　beam　theory　and　other

specialized　theories　in　which　either　or　both　of　£he　rotatory　inertia　and　shear　deforma－

tion　are　not　taken　inte　account，　and　of　the　equations　in　which　one　or　two　of　the

displacements　of　arcs　are　restrained　to　be　zero．　The　results　are　compared　with　one

another，　and　the　characters　of　out－of－plane　vibrations　governed　by　these　various　type

equations　are　studied．

1。　1嚢troduct玉on

　　　The　vibration　theory　of　a　beam　has　great　importance　in　many　engineering　applica－

tions　such　as　in　the　design　of　machjnes　and　structures．　Therefore，　a　considerable

number　of　papers　are　available　on　the　out－of一一plane　vibration　of　arcs　or　curved　beams，

as　well　as　straight　beams．　The　fundamental　equations　of　arcs　er　curved　beams　have

been　presei3ted　together　with　the　solution　to　them　in　the　book　of　Love．i）　Takahashi，2’

Vorterra　and　Morell，3L4）　Chang　and　Volterra，5’　and　Suzuki，　Aida　and　Takahashi6）　studied

the　free　vibration　of　arcs　and　curved　beams　on　the　basis　of　the　classical　beam　theory

in　which　the　rotatory　inertia　and　shear　deformation　are　not　taken　into　account．

Recently，　Rao，7’　Kirkhepe，g’　Suzuki　and　Takahashi，g”　and　Davis，　Henshell　and　Warbur－

toniO｝　have　analyzed　uniform　rings　and　curved　beams，　and　lrie，　Yamada　and　Takahashi

’i）・i2）　have　studied　analytical｝y　the　vibration　of　arcs　and　curved　beams　of　variable　cross－

sections．　These　recent　studies　have　been　based　upon　the　Timoshenko　beam　theory　in

which　both　of　the　rotatory　inertia　and　shear　deformation　are　tal〈en　inte　account，

　　　This　paper　presents　an　aRalysis　of　various　types　of　out－of－plane　vibration　of　uni－

form　arcs　governed　by　the　Timoshenko　beam　theory，　by　the　specialized　theories　in

which　either　or　both　of　the　rotatory　inertia　and　shear　deformation　are　not　taken　into

account，　and　by　the　equations　in　which　one　or　two　of　the　displacements　of　arcs　are

restrained　to　be　zero．　Although　the　vibrations　of　arcs　arising　from　the　assumption

that　any　of　the　displacements　which　are　restrained　to　be　zero　are　artificial　and　would
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not　occur　except　in　specialized　situations，　they　would　have　some　meanings　to　clarify

the　dynamic　characters　of　arcs．

　　　　For　this　purpose，　the　equations　of　each　type　out－of－p｝aRe　vibration　of　an　arc　are

written　in　a　matrix　differential　equation　of　the　first－order　by　use　of　ehe　transfer

matrix　of　the　arc．　The　transfer　matrix　is　conveniently　expressed　as　the　series　type

solution　to　the　equation，　and　the　frequency　equation　of　each　vibration　is　derived　by　the

boundary　conditions．　The　natural　frequencies　（the　eigenvalues　of　vibration）　and　the

mode　shapes　of　varlous　types　of　out－of－plaRe　vibratめn　are　calculated　numerically　by

the　respective　frequency　equation，　and　are　compared　with　one　another　for　studying　the

dynamical　characters．

　　　2．　Timoshenke　Equations　and　Specialized　Equations　of　Ollt－of－Plane　Vibrations

　　　　We　consider　a　uniform　arc　of　a　radius　of　curvature　of　the　neutral　axis　R．　With

tke　angttlar　co－ordinate　denoted　by　0　and　with　the　opening　angle　by　cr，　ehe　X一，　Y一

－

　　ここ長Y（吻苧｝

　　　　　　　　　　　　　　z（　w，　Ta）

　　　　　　凌r　　　＼

，　勉勿＼
　　　　　　　　　　　　　　　　　Nde

R
o

Fig．　1　Circular　arc

and　Z－axes　are　taken　in　radial，　transverse　and　tangential　directions，　respectively，　as

shown　in　Fig．1．

（TM）　Timoshenko　Equations

　　　On　the　assumption　that　the　shear　center　of　the　cross－section　coincides　with　the

centroid，　the　Timoshenko　equatioRs　of　free　out－of－plane　vibration　of　the　arc　are

written　as

　　　　　　　　　　　実審＋・A・・v㌔・　　　　　　　　（・）

　　　　　　　　　　　一辮÷発伽ム…一・　　　　　　（・）

　　　　　　　　　　錫＋擦＋・み・・ψ一・　　　　　　　　（・）

where　p　is　the　mass　per　unit　volume，　A　is　the　cross－sectional　area，　Jx　and　／z，　respec－

tively，　are　the　second　moment　and　polar　moment　of　area　of　the　arc，　and　to　is　the
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circular　frequency．　The　beBdiRg　moment　MA＊r，　the　torsional　moment　T＊

ing　force　Qi＊，，　respectively，　are　given　by

25

and　the　shear一

　　　　　　　　　　雌劉一ψ一矧，T・・＝＝『）lc2・z（一，＋f／）　（4，　5）

　　　　　　　　　　伽碗＋編）　　　　　　　　（・）
in　terms　of　the　transverse　defiection　v＊，　the　angle　of　rotation　q　due　£o　pure　bending

and　the　angle　of　torsion　¢．　Here，　the　variables　q，　v’，　ip，　M　f，　Q　P　and　T’　are　taken

to　be　of　positive　sign　in　the　X一，　Y一　and　Z－axes．　The　quantity　E　is　Young’s　modulus，

G　is　the　shear　modulus　and　Cz　is　the　St．　Venant　torsional　constant　of　the　cross－section．

The　parameter　M　is　the　numerical　factor　dependiRg　upon　the　shape　of　cross－section，

which　is　O．85　for　rectaRgular　cross－section　and　O．89　for　circular　cross－section　for　an

arc　of　Poisson’s　ratio　v＝O．3．’3）

　　　The　boundary　conditions　of　the　arc　are　written　as

　　　　　　　ルグ漆　＝7、＊＝Q㌻＝O　　at　free　end

　　　　　　　v＊＝Mr＝＝T＊　：：0　at　hinged　end　（7）
　　　　　　　v“＝ip＝ep　＝0　at　clamped　end

　　　For　simplicity　of　the　analysis，　the　foilowing　dimensionless　variables　are　introduced　：

　　　1　．．，

び「詔・

2－AR2
sit＝＝
　　　　ム1’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R2
（Mx，　T）＝　　　　　　　　　　　　（Mx＊　T＊），　Qyx　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　磁
　　　　　　　　研κ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Elx

，　un　AR2　．．一．　GC．
s－凾翌来　　　　∬Y・　μ二Elx

（8）

（9）

and

　　　　　　　　　　／i2．，aAtgzy－r－R74w2　（io）
The　quantities　sx　axxd　sy　are　the　slenderness　ratios，　＃　is　the　rigidity　ratio　of　the　arc

and　A　denotes　a　frequency　parameter．

　　　Equations　（1）一（6）　can　be　written　in　a　matrix　differential　equation

d
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（11）

Equation　（ll）　is　also　w’ritteR　as

　　　　　　　　　　易｛・（・）｝一囲｛・（・）｝

by　using　the　state　vector　（z（0）］＝＝　（v　ip　op　Mrr　T　Q．1’　and　the

cient　matrix　［M］　given　in　（il）．

（NI）　Equations　without　Rotatory　lnertia　Taken　into　Account

　　　　　　　　　　　　　　　　（12）

cross－symmetric　coedi一
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　　　　　　Table　1　Beam　theories　and　specialized　vibrations

　　　　　　　　　　　　　　××　！　／

4

Timoshenko
beam　theory
　　　（TM）

　　Beam　theory

witheut　rotatory
　　inertia　（NI）

　　Beam　theory

　without　shear
deformation　（NS）

Bernoulli－Eu］er
　　beam　theory
　　　　　（BE）

　　　When　the　rotatory　inertia　of　the　arc　is　not　taken　into　account，　the　equations　of

。。t．。Fplan。　vlb・ati・…egi・・n　by（11）i・whi・h　th・　・1・ment瓢・・f　th・m・t・i・圃

is　taken　as　zero．

（NS）　Equations　without　Shear　Deformation　Taken　into　Account

　　　In　this　case，　the　equations　of　vibration　are　given　by　（ll），　in　which　the　element

Mi6　is　takeR　as　zero．

（BE）　Bernoulli－Euler　Equations　（Classical　Beam　Theory）

　　　In　the　classical　beam　theory　in　which　both　of　the　rotatory　inertia　and　shear　defor－

mation　are　Rot　taken　into　account，　the　equations　of　vibration　are　also　given　by　（11）　in

which　both　of　the　elements　Mi6　and　M43　are　taken　as　zero．

　　　We　consider　other　equatlons　in　which　one　or　two　of　the　defiection　and　the　angles

of　rotation　and　torsion　are　restrained　to　be　zero．　Tab｝e　1　shows　the　relations　among

the　Timoshenko　equations　and　other　specialized　equa£ions　mentioned　here．

（BL）　Bendingless　Vibration

　　　　When　the　transverse　deflection　v　is　restrained　to　be　zero，　the　shearing　force　is

expressed　as　Q，＝（xG／E）sft　q　and　other　variables　are　governed　by　the　equatlon　which

is　obtained　by　removing　the　variables　v　and　Q．from　（11）．

（TL）　Torsionless　Vibration

　　　　When　the　angle　of　torsion　ip　in　zero，　the　torsional　moment　is　expressed　as　T＝＝
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－ptep　and　other　variables　are　governed　by　the　equation　obtained　by　removing　the

variables　ip　and　T．

（RL）　Rotationless　Vibration

　　　When　the　angle　of　rotation　op　is　zero，　the　bending　moment　is　expressed　as　My：：

一　gb　and　other　variables　are　governed　by　the　four　iRdependent　equations

　　　　　　　　　　診・｛6，｝＋慕｛6。ト・　　　　　　　（13）

　　　　　　　　　　翻｝＋去｛丑・（1，！tr十÷，S’A’t　SNY）ヨ｝｛9｝一・　　　　　（14）

（PR）　Pure　Rotational　VibratioR

　　　When　both　of　the　deflection　and　the　angle　of　torsion　are　restrained　to　be　zero，　the

torsional　moment　aRd　shearing　force，　respectively，　are　written　as　T＝：：一”q　Q，　：

（xG／E）s，i　q　and　other　variables　are　governed　by

　　　　　　　　　　　雅砿｝＋｛一・一（誓）・k＋叢肱｝一・　　　　（15）

（PT）　Pure　Torsional　Vibration

　　　When　the　defiection　and　the　angle　of　rotation　are　zero，　the　bending　moment　and

shearing　force，　respectively，　are　MAf＝　一gb，　Q｝，・＝＝0　and　other　variab｝es　are　governed　by

（14）．

（PB）　Pure　Bending　Vibration

　　　When　the　angles　of　rotation　and　torsion　are　zero，　the　bending　moment　and　torsion－

al　moment　are　also　zero，　and　other　variables　are　govemned　by　（13）．

　　　　　　　　　　　　　　3．　FrequeRey　Equations　and　Eigenvalues　of　VibratioR

　　　Here，　the　solutions　to　the　above－mentioned　equations　are　obtained　by　using　the

transfer　matrix　approach，　from　which　the　frequency　equations　of　the　arc　are　derived

for　each　vibration．

3．　1　Frequency　Equations　of　the　TM一，　NI一，　NS一　and　BE－Vibratioft

　　　The　state　vector　l　z（e）i，　of　（11）　can　be　expressed　as

　　　　　　　　　　｛z（0）｝　：［T（0）］｛z（O）｝　（0＞O）　（16）
by　using　the　transfer　matrix　［T（0）］　of　the　arc．　The　substitution　of　（16）　into　（12）

yields

　　　　　　　　　　　－tiit；［　T（　0）］＝　CM］［T（　0）］　（17）

The　transfer　matrix　can　be　conveRiently　expressed　as　the　power　series　type　solution　to

（17），

　　　　　　　　　　　〔T（・）〕＝＝・x・（圃・）一〔刀＋言鋼・＋窮圃・θ・＋…＋毒〔M〕nθ・＋…　（・8）

Numericai　difificulty　arises　in　the　calculation　of　［T（0）］　given　by　（18）　if　the　openiBg

angie　cr　is　too　large．　However，　it　caR　be　overcome　by　subdividing　the　arc　into　five　to
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ten　small　elements　at　the　most　and　calculating　the　transfer　matrices　for　each　element．

The　entire　structure　matrix　is　obtained　by　assembling　the　matrices　of　these　elements．

　　　The　substitution　of　（16）　into　a　given　se£　of　the　boundary　conditions　（7）　yields　the

frequency　equation　of　the　arc　with　only　the　elements　of　the　matrix　［T（cr）］　necessary

for　the　calculatioR．　For　example，　the　frequency　equation　of　a　clamped－clamped　arc　is

written　as

　　　　　　　　　陰；餓］（。）笠（。〉一・　　（・9）

3．　2　Frequency　Equatiens　of　the　BL一　and　TL－Vibrations

　　　The　frequency　equations　of　the　BL一　and　TL－vibrations　are　expressed　by　the　parti－

tioned　matrjx　equations　obtaiRed　by　removing　more　unnecessary　elements　from　（19），

though　the　elert｝ents　of　the　matrix　［M］　and　hence　the　elements　of　£he　matrix　［T（cr）］

have　different　values　depending　upon　the　type　of　vibration．

3．　3　Eigenvalues　of　the　RL一，　PR一，　PT一　and　PB－VibratioRs

　　　The　eigenva｝ues　of　the　RL一　and　PB－vibrations　are　determined　by

　　　　　　　　　五一・糾亨　　　　　　　　（・・）

those　of　the　RL一　and　PT－vibrations　are

　　　　　　　　　五一・41課齋　　　　　　　（21）

and　those　of　the　PR－vibration　are

　　　　　　　　　五…〉雁）2＋・÷（xG万）・k　　　　　　（22）

which　are　derived　from　the　solutions　to　（13，14，15），　respectively．　The　Rumber　n　of

these　equations　takes　the　specified　values　depending　upon　the　boundary　conditions．　For

examp重e，

　　　　　　　n＝1，　2，　3，・ny・　for　clamped－clamped　arcs

　　　　　　　n＝zl／2，　3／2，　5／2，…　for　free－clamped　arcs　（23）
　　　　　　　n　：1，　2，　3，・・ny　for　hinged－hinged　arcs

The　number　n　takes　n＝O，1，2，　…　only　for　the　RL一　and　PT－vibrations　of　hinged－h｛nged

arcs．

4．　Nurnerical　Calculation　and　Discussion

　　　In　this　sectlon，　the　natural　frequencies　（tke　eigenvalues　of　vibratioR）　and　the　mode

shapes　of　various　types　of　out－of－plane　vibration　are　calcu｝ated　numerically　for　c｝amp－

ed－clamped，　free－clarnped　and　hinged－hinged　arcs　of　uniform　circular　cross－section．

With　the　opening　angle　taken　as　ev＝120“，　all　the　figures　show　conveniently　eigenvalues

A　：：A／sx　versus　t．he　ratio　1／sx　（：：：1／sy），　since　the　dynamical　characters　are　most　affect－

ed　by　the　slenderness　ratio　sx　or　sy　among　the　parameters　of　arcs．
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　　　Fig．2　shows　the　first　four　eigenvalues　Z　of　the　TM一，　NI一，　NS一　and　BE－vibrations

of　clamped－clamped　arcs．　The　eigenvalues　of　these　vibrations　become　larger　in　that

order　for　the　TM一，　NI一，　NS一　and　BE－vibrations　according　to　whether　the　rotatory

inertia　or　shear　deformation　is　taken　into　account　or　not．　The　eigenvalues　of　the　NI－

vibration　are　comparatively　near　to　those　of　the　TM－one，　and　the　values　of　the　NS－

vibration　are　near　to　those　of　the　BE－one．　The　difference　among　these　eigenvalues　is

large　in　higher　modes，　and　becomes　｝arger　with　an　increase　of　the　ratio　1／sx　and　hence

with　a　decrease　of　the　slenderness　ratio　sx．　ln　c｝amped－clamped　arcs，　torsion　type

vibrations　（（T）一vibratlons）　with　the　frequencies　A｛・ni，　A（・r）2，・一一　in　which　the　angle　of

torsion　is　dominant　amoRg　the　displacerRents　of　arc　arise　besides　the　bendiRg　type

vibrations　in　which　the　transverse　deflection　is　dominaRt．i’｝’i2）　The　eigenva｝ues　of　the

arcs　become　larger　monotonically　with　a　decrease　of　the　ratio　sx，　except　for　the　TM

（T）一and　NI（T）一vibrations．

　　　Fig．　3　shows　the　eigenvalues　A　of　the　other　six　type　vibrations　of　clamped－clarr｝ped
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Various　Types　of　Out－of－1’lane　Vibration　of　Arcs
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（NS），　一一　一一一　一一　一一一・一i　（BE），

arcs　in　which　one　or　two　of　the　defiection　and　the　angles　of　rotation　and　torsion　are

restrained　to　be　zero．　The　eigenvalues　of　the　RL一一，　PT一　and　PB－vibrations　are　con－

stant　without　being　affected　by　the　variation　of　the　ratio　1／sth　as　seen　in　（2e）　and

（21）．While，　the　val雛es　of　the　Bレvibratio鍛become　slightly　smaller　a難d　those　of£he

Tレvibra毛ion　become　larger　monotonically，　wlth　an　increase　of　the　ratio　1／sx．　Though

the　values　of　the　PR－vibratlon　are　very　large，　they　become　smaller　with　an　increase　of

the　’ratio．

　　　In　Fig．　4，　the　eigenvalues　！　of　the　TM一　and　TM　（T）一vibrations　based　upon　ehe

Timoshenko　theory　are　compared　with　those　of　the　RL一，　PT一　and　TL－vibrations　for

clamped－clamped　arcs．　The　values　of　the　bending　type　vibration　（TM－vibration）　are

smaller　than　those　of　the　TL－vibratioR，　and　the　values　of　the　torsion　type　vibration

（TM（T）一vibration）are　also　slightly　smaller毛han　those　of　the　Rレor　PT－vibration．

However，　the　differences　between　them　become　extremely　small　with　a　decrease　of　the

ratio　1／s．x・．

　　　Fig．5　shows　the　eigenvalues　A　and　the　mode　shapes　of　various　types　of　out－of－

plane　vibration　of　a　clamped－clamped　arc．　ln　clamped－clamped　arcs，　the　transverse

deflectioR　and　the　angle　of　torsion　are　symmetrical　and　the　angle　of　rotation　is　anti－

symmetrical　with　respect　to　the　midpoint　in　the　first　and　third　modes．　While，　the

angle　of　rotation　is　symmetrical　and　other　displacements　are　antisymmetrlcal　in　the

second　and　fourth　modes．　The　figures　of　the　second　row　show　the　mode　shapes　of　the

TM（T）一vibratioR　in　whlch　the　angle　of　torsion　is　don｝inant　among　the　displacements．

　　　Fig．6　show　the　eigenvalues　Z　of　the　TM一，　NI一，　NS一　and　BE－vibrations　of　free－

clamped　aRd　hinged－hinged　arcs．　IR　general，　the　eigenvalues　of　these　arcs　are　smaller

than　those　of　clamped－clamped　arcs，　and　the　eigenvalues　of　the　fourth　mode　change　in

a　wave－like　manRer　with　the　variation　of　the　ratio　1／sx．　Torsion　type　vibratioRs　do
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not　arise　in　free－clamped　and　hinged－hinged　arcs．　The　out－of－plane　vibrations　of　arcs

with　other　boundary　conditions　are　simi｛ar　to　those　of　free－clamped　or　hinged－hinged

arcs　in　character，　though　there　are　differences　to　some　extent　among　the　eigenvalues

of　vibration．

　　　The　numerical　computations　presented　here　were　carried　out　on　a　HITAC　M－200H

computer　of　the　Hokkaido　University　Computing　Center．

5．　Conclusions

　　　　The　various　types　of　out－of－plane　vibratioR　of　arcs　governed　by　the　Timoshenko

beam　equations　and　other　specialized　equations　were　studied　by　the　transfer　matrix

method．

　　　　The　equations　of　out－of－plane　vibration　of　an　arc　have　been　expressed　in　a　matrix

differential　equation　of　the　first－order，　being　given　a　series　type　solution，　from　which

the　frequency　equation　was　derived　by　the　boundary　conditions．

　　　　The　eigenvalues　of　vibration　and　the　mode　shapes　of　clamped－clamped，　free－clamp－

ed　and　hinged－hinged　arcs　were　calculated　numerically，　from　which　the　dynamic　char－

acters　of　arcs　were　studied．
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