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北海道大学工学部研究報告

第119号　（　［i召不羅59年）

Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering，

　　Hokkaido　University，　No．119（1984）

ファジィ集合値関数の可測性

宮腰　政明　　新保　　勝

　　　（昭和58年9月30日受理）

Measurability　of　Fuzzy　Set－Valued　Fullctioms

Masaaki　MryAKosHI　and　Masaru　SKIMBo

　　　　（Received　September　30，　1983）

　　　　　　　　Abstract

　　The　concep£of　set－value（圭functions　are　extended　into　fuzzy　set－valued　functions，　and

the　measurability　and　the　integrability　of　fuzzy　set－valued　functions　are　considered、　Some

fundamental　properties　of　integrals　of　fuzzy　set－valued　functioRs　are　investigated．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．はしカN“き

　ファジィ集合論的見地から測度論へのアブm一チには，菅野（1），Klement（2）等の研究がある。彼

らの理論は，与・えられたσ一集合体のファジィ拡大（1｝’（2）を考えて，その上での測度の構成その性

質等を研究するものである。又，これらの概究に近いものとしてはKwakernaakのfuzzy

random　variables（3）の理論がある。最近の研究では，　Dubois　and　Pradeによるファジィ写像の

differential　calculus（4）があるが，その積分論はRiemann積分に限定されている。ここでは，

Dubois・Pradeの考えを一般化して，次のような問題の定式化を出発点とする。

　「今，2つの可測空間（X，∬），（Y，鉛に対し，ファジィ写像7：が

　　　　　（X，gr）　（Y，7）

　　　　　7：x一一→戸（Y）

　　　　　　　　　　　　で定義されるとき，ノのヲ汐一可測性をどのように定義するか。」

　但し，燕・）は・上のファジィ集合の全体を表す。

この問題のファジィ集合論的アプローチは，計量経済学の分野での市場町衝の解析のための集合

値関数の概念，及び，Lyapunov（5），　Blackwe11（6），　Richter（7），　Auma鍛n（8），　Debreu（9）の研究と関連

していて，ファジィ集合値関数の応用の分野の方向を示唆していると思われる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　2．強α切断と関数τ

（1）　強α切断

　今，Xを空でない集合，1全［0，1｝とするとき，｛A、，αef｝を，パラメータαをもつXの部分集合

の族とする。このとき，族｛A。，αef｝が次の2つの条件

　　　　（i）　α＜β　　　A、⊇ん，　　　　（単調性）

（ii）　U　Ap＝：Aa，
　　aくβ

（上からの．連続性）
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　　　但し，α，βε1でありα＜βは｛β1α＜βかつβε君を表す。

を満足するとき，族｛A。，αel｝をX上の強α切断（strong　α一cuts，以下SAC）（10）という。

　21をX上のファジィ集合とするとき，

　　　A。全｛κ1傭（x）〉α｝，evel

で定義される部分集合λ。の族｛21a，αε1｝はX上のSACであることは容易に示せる。

　SACの概念は，次の表現定理αo）によりファジィ集合論において重要である。

［定理］

　　X上のSACの全体とX上のファジー集合の全体は同等である。

2

　SACには次の性質がある。

　ノi＝｛A｝を任意の空でない指標集合，2（，｛鑑，Ae／1｝をX上のファジィ集合及びファジィ集合

の族とし，fをXから他の集合Yへの関数，　fによるファジィ集合λの像を〆（？1）と表すとき，

　　　　　（u2ilλ）α＝∪（2〔λ）α，　　　　　　　　αε1
　　　　　べどバ　　　　　　　ベピゑ

　　　　　！（21）。＝∫（21。），　　　　　　αd

　　　　　f（u2［λ）α＝：Uf（（2［λ）α），　　　　　　αεI
　　　　　　Aε！霊　　　　　　　λ6！霊

　（2）　関数τ

　X，Yを空でない集合とする。

　　　P（Y）x全｛flf：x一一一→P（Y）｝，

　　　　戸（Y．）会YX（XからYへの関数全体の集合）の上でのファジィ集合の全体，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　と定義する。　ここで，以後の議論の基本となるP（YX）からP（y）Xへの関数τを定義する。

　　　　τ会｛τx，xεx｝

　但し，τκは射影関数で

　　　　　τ。・yL→｝7・fε　YX一→τ。∫全！ωεy

と定義される。

　今，τをμε戸（YX）に作用させると

　　　　　τ。：燕yX）一・戸（y）；με1ヲ（YX）一・τ。詮τ。（μ）ε熊Y）

となる。但し，

　　　　　τ。（μ〉詮｛τ。f1　fe　Pt。｝，αε∬

とする。明らかに，｛τx（μ）．，αε∬｝はY上の1つのSACとなるから，表現定理により，この族

｛τx（μ）・，αεf｝は営Y）の1つの要素を一意に決定する。

　従って，

　　　τ勲yX）一一戸（Y）x：με戸（YX）一→τ（μ）全欄数：x一→τ。（μ）｝ε営｝つx

なる写像を考えることができる。

　τは次のような性質をもつ。

　　（i）　　τ（μ）＝τ（y）となるμ　＃y（μ，uef）（YX））が存在する。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　おヒユ　　（ii）　ノ’e　yXとするとき，μ∫全1／∫ε戸（YX），　fをプ（x）全1／！（x）ε∫筑（Y）となる関数（〆の

　　　　　　埋め込み）とするとき，

　　　　　　　　　　　　　τ（μ／）漏∫。

　　　　　　　　　　　　へ　今，με（YX），　feP（Y）Xに対し，

　　　　　　　　　　　　　　　　rx（μ）；『ノ。（x）　　　　　　　　　　for　　Vx　e　X

であるとき，

　　　　　　τ（μ）＝ア

と書く。

　さらに，＊をYX上の2項演算，すなわち，　f，　gεYXならば！＊gεYXとするとき，＊をP（YX）

上に次のように拡張する。μ，レε煮y’κ）とし

　　　　　　（μ＊レ）。£｛〆＊gl∫εμ。，9εソ。｝，αef

と定義すると｛（μ＊の。，αε∬｝がYX上のSACであることは容易に示せる。従って，このSAC

によって一意に決定されるP（YX）の要素を再びμ＊yと書き，＊をμ，レに作用させたものと定義

する。

3．可測性と積分

　ここでは，はしがきで与えられたファジィ集合値関数の可測性に対する1つの定義を与える。

（1）　可爵禄

　2つの可測空間（X，y），（Y，17）が与えられたとき，［7／5「］でY／sr一可測関数の全体を表す。

　定義：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2つの可測空間（x，y），（y，17＞が与えられたとき，関数∫εP（Y）xに対し，f＝τ（μ）

となるμε夙［5η刻）が存在するとき，7は∬／Er－3V測という。

　gを非ジ／sr一可測関数とするとき，　gの埋め込みgはシ／5「一可測とはならないので，37／8「可
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

測とはならないP（Y）xの要素がある。P（Y）xの要素で傍／『一可測とはならないもののクラスが，

普通の意味での非y／5T一可測関数の埋め込みのクラスに限定されるか否かは不明である。

　次に7／S「一可測関数の性質を示す。

　＊がY上の2項演算であるとき，これを

　　　　　　f，9εYXに文寸し，ノ’＊9（x）全f（x）＊9（x）

と定義し，YX上に＊を拡張する。又，この2項演算＊の戸（Y）x上への拡張も容易である。さら

にYX上の2項演算＊がジ／5「一可脂性を保存するならば，次の性質1が示せる。

　［姓質　1］

　Z互がヲ／7一可測関数であって，2項演算＊が可測性を保存すれば

　もヲ／∬一可測である。

（証明）定義より，7＝τ（μ），互＝τ（のとなるμ，レε戸（［ヲ／∬Dが存在する。もし，μ，yに2項演

注一1）X上のファジィ集合λの台｛κ1頗（x）＞O｝が有限集合｛κ1，κ2，…，κn｝であるとき，フ

　　　ァジィ集合λをλ全編（Xl）／x！＋編（x2）／x2＋…＋編（Xn）／x，tと裏規する。



46 宮丹要政明　　●　新イ呆　　　勝 4

算＊を作用させたμ＊ンに対し，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f＊9＝・τ（μ＊u）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が成立すれば，μ＊uεP（［1｝／sz’1）であることと定義よt）　f＊gが可測であることがいえる。

　定義より、

　　　　　　　　（”＊y）。罵μ。＊レ。，αεz

となり，μ。＊ン。⊂：［ヲσ］は明らかである。

∀xeXについて，

U＞の左辺＝ア＊細め二7（X）＊承κ片τ。（μ）＊τ。（の。

2項演；算は：t’一i一二像であるから，SACのもつ性質より，

　　　　　　　　（τ。（μ）＊τ。（の）。漏τ。（μ）。＊τ。（ン）。＝τ．（μ。）＊τ．（ン。）

　となる。

（1）の右辺より

　　　　　　　　τκ（μ＊レ）α＝τκ（（μ＊レ）α）＝τλ：（μα＊ンα）。

　従って，τκ（μ）。＊τ。（ン。）＝τ。（μ。＊レ。）を示せばよい。実際，

　　Zε・Tx（μ。）＊τx（Y。）t⇒zεf（x）＊g（X）かつf6μ。，　gey、となる！（X），　g（x）が存在する。

　　⇔罵⇒故に，∫＊gεμα＊娠かっz＝τx（f＊g）。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　以下では，（Y，　8r）全（R，」8）とする。但し，　Rは実数の全体，男はBorel集合体を表す。又，P（R）

はR上のファジィ集合（ファジィ数）（1’）で次の条件を満足するものの全体を表す。

　　　　　　　　sup　ha（x）＝1
　　　　　　　　xεR

　　　　　　但し，aはR上のファジィ数，　haはそのメンバシップ関数，　supは上限値を表す。

　次の性質は，性質1より明らかである。

　［性質　2］

　　f，gがY／t8一可測関数ならば，

　　　　　　　　　　　和f＋g，積f・gもヲ／re　一可導関数となる。

　（2）可積分性と積分の定義

　ここでは，ファジィ数をその徳としてもつ関数の可積分性と積分の定義を与える。

　今，ある測度空間（X，ヲ，m）を固定し，

　　　　　　　　（x，ヲ，m）　　（R，紹）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　！：x一一一→P（R）

を考える。

　．4に対し，

　　［3ワ紹協全じη別の部分集合で、4上でm一可積分となる関数の全体，と定義する。

A上の魏一積分を
　　　　　　　1・・　r3　fts］残一一一R・f・囲残一一醐瓢〆dm・R

なる写像猷と考えて，1，をμε戸（汐ん8協）に作用させて

　　　　　　　／。・戸（［3ワ別搬）一戸（R）・μ・戸（圖招］貌）一一1。（μ）ε1袖）

なるな（μ）εP（R）をえる。

　但し，1．（μ）は1．（Ji）、＝　IA（μ。）全｛IA（〆）1Pt。ef｝なるR上のSACで決定されるファジィ数である。
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アが甥呵測ならば7＝＝・（・）な・・劇圃）が磁するから，アのAi・の瀬鉱z凝

　　　　　　　f．　7dm　2　1．　（”）

として定義するのは妥当であるが，一般には，fに対しμが一意に定まらないので，その積分も一

意には決定できない可能性がある。次の補題はこの難点を解消するために必要となる。

［補題　1］

　τnt　1（7）で7＝＝τ（μ）となる燕汐／」司）の要素の全体とするとき，

　　　　　　　g（7）　im　u．．．．　u

　　　　　　　　　　μετm1（ア》

で定義されたζ（7）は性質

　　（i）　g（7）ep’v（［：｝Jr　re］），

　　（　ii　）　T（　e；’　（7））　＝＝　j］X

をもつ。

（証明）　　（i）の証明は，α＝oとして，SACの性質より

　　　　　　　ζσ）。＝（∪一μ）O・＝U．μ。　望［ヲ／瑚，

　　　　　　　　　　μετ一1（／）　　　μεTML（ノ）

となるから明らか。

（ii）の証明は，　SACの性質より，∀xεXについて，

　　　　　　　T．（g（f’V））　：tx（U　一　xt）＝U．　，．　Tx（tt）”U．．，．　7（x）＝7（」t）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μετ而蓋（／）　　　　　　　　　　　　　　　　　　μeτm監（／）　　　　　　　　　　　　　μετ　且（ノ）

となることから明らか。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　以上のことから次の定義をえる。

　定i義：可積分性と積分．

　　　　　　　（x，　9ダ，　m）　　　（R，み）

　　　　　　　7x－p’v（R）

なる関数7が，．4ε∬に関して，あるμε」教勝／瑚渤が存在して，

　　　　　　　7＝　T（xt）

となるとき，fはA上でm可積分といっ。

　τぎ1（7）で7＝τ（μ）となるμεP（［7／」8］鉛の全体を表し，

　　　　　　　ζ＊（f）会u．μ
　　　　　　　　　　μer；1（ア｝

と定義する。アがア／」8一可積分ならばτ憂1（ア）は空ではなく，補題1よりア罵τ（μ）となるμの中で

最：大の要素となる。〆のA上の駕積分を

　　　　　　　f．f’Vdm　A－ww　l．，（g＊（7））

として定義する。
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　（3）　積分の基本的性質

　ここでは，ファジィ数値関数の積分の基本的性質を明らかにする。

　［補題2］

　　ζ＊（f＋9）≡⊇ζ＊（ノ）＋ζ＊（9），

　　弘（μ十ン）＝島（μ）十／ノ1（ン），

　　1，．．（Lt）　E　1．（Lt）十　／．（Lt）

　但し，f，　ge」P（［E）4　／　負3　］含、），　A，」Bεヲ，A∩」B＝の，

　第2式に対し，μ，yεP（［ヲ／」8協

　第3式に対し，μ　εP（［7／別盛＋8）

　一般に，A，Be31かつA⊆召ならば

　　　　　　με∫渡團鑑）一＝⇒με1靴ロ／駕）

（証明略）

ファジィ数値関数の積分については次のような性質がある。

［性質　3］

　（1）　A上でm可積分な関数∫の埋め込みfについて，ノはA上でm可積であり

五ノ・m－1／五ノ・m，

（2）　Aがm測度零集合ならば，任意のEiF　IB一可測関29（7C：ついて

（3）

β4吻一1／o

f，gがA上でm可積分ならば，和f＋gもA上で規可積分で

五（7＋・b・m⊇五7dm＋倉・m，

（4）　fがA＋B（A，βεジ，A∩B・・¢）上でm可積分ならば，　fは各、4，B上でm可積分であり，

（証明）

6

　この性質の（3），（4）より，

ぎらないことがわかる

　次に，積分の値そのものの性質について述べる。それは，ファジィ数の凸性（12）’（13）に関するこ

とであり，凸性の定義は以下の通りである。

　ファジィ数aが凸である。〈　・・＝⇒任意のαε1についてa。が凸集合すなわち区聞となる。

［性質　41

　　可測空聞GY，ヲ）が測度mに関して非アトム的（14）であればm可積分関数fに対し

f．．．7・m瓢7・m＋f．ア・m・

補題2より明らか。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　　　　　　　ファジィ数値関数の魏積分は，一般に，線形性，加法性をもつとはか

f．　f”Vdm

　　は凸である。

（証明）

　可積分性の定義よ1）　，あるμ。ε戸（［ヲ／re］mX。4＝Xのときは，　Aは省略）があって



7

又，積分の定義より，

7＝r（pto）

ファジィ集合値関数の可測性

f．f”Vdm　＝　IA（g＊（7）），

　　　　　　　　　　　g“（7）一u　pt

　　　　　　　　　　　　　　pt　e　T：i〈f）
であり，

　　　　　　　　　　　g“（7）a＝U　ya，　evel

　　　　　　　　　　　　　　　μετ；1（ノ）
である。又，∀αく1について（μ。）。キ¢であるから，ζ＊（7）。キの。

　従って，

∀crε1に対’し

（∫ア・m）・蝋ζ・（ア））・一・・（ζ・の・）・¢．

　一方，ファジィ数の凸性の定義によって，任意のαε∫に対し，

　　　　　　　　　　　　　　　　　1κ（ζ＊（プ））α

　が凸集合であることを示せばよい。

　lx（ζ＊（f））。が！つの要素のみから成るときは明らかに凸である。

　lx（ζ’（ア））。…∋Zi，　z2かつzl‡・z2と仮定する。

従って，

fi　e（pti）a，f2　e（pt2）a，　！．1，　f］　dm＝　zi，　f．　f2　dm　＝＝　z2

となる　μ1，μ2ετ」聖（7）が存在する。

仮定とDebreu（［9］，定理7・1）より，任：意のρ6［O，1］に対応して

ひ・m一・・1・ん乃・m一・・2

となるEρεYが存在する。

　従って，

　　　　　　鍵暮：｝

に一致するfpε　［Y／」8㌔が存在し，

　　　　　　五仙規ノ1・m・∫、乃・m＝：・・1・（1一・）・・

となる。又，fρについて，定義より，任意のκεXに対し，

　　　　　　　Tx　fp　6　f’（C）a

が成立する。実際

　　　　　　諺£鋤鴛潟：ll：｝∈無

49
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である。

　従って，y。∋fpとなるYeP”一（［5「／」8］漏でτ憂1（7）の要素となるものの存在を示せばよい。

　　　　　　　δ。全sup｛βiflε（μ1）βb・つノ「2ε（μ2）β｝

とする。SACの定義から，δ。〉αとなり，又，δ。〉∀βに対し∫1ε（μi）β，ノ’2ε（μ2＞βとなる。

　今，次のように定義する。

　　　　　β＜δ。のとき，　ンβ全（μ1）β∪（μ，）β∪｛fρ｝

　　　　　　β≧δ。のとき，　ンβ全（μi）βU（μ2）β

　但し，δ。＝1のとき，第1式のみ有効とする。

　このとき，｛t・β，βεf｝は［ヲ／別η上のSACとなることは容易に示せる。

　実際，

　　　γ〈δ。のとき，

　　　　　　U　yB　＝＝（U　yp）U（U　uB）　＝＝U　｛．（pti）p　U（pa2）B　U｛f，｝｝U　｛．U　．（（pti）BU（pt2）p）｝

　　　　　γくβ　　　　　γ〈β〈δo　　　　　　δo≦β　　　　γくβくδo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δo嘉β

　　　　　　　　＝U｛（μ、）β∪（μ2）β｝U｛fρ｝＝（μ1），U（μ、），∪｛f。｝ニレ，，

　　　　　　　　　γくβ

　　　γ≧δ。のとき，

　　　　　　U　biB＝：U　｛（Xti）BU（Pt2）p｝　＝＝（Lti）rU（Li2）r　＝　2ir，

　　　　　γくβ　　　γ〈β

又，単調性は明らかである。

　このSAC｛γ。，αε∫｝によって決定される戸（［Y／r8］m）の出訴を，再び，γと書くと，

　∀XεXと∀βε1について

　　　　β〈δ。のとき

　　　　　Z”x（　7’　）p＝　Z’x（　7’B）　＝’　Tx（（Xi　i）pU　（Lt2）p　U　｛fp｝）　＝　T’x（（Lt　i）B）　U　Z“2（（Lt　2）B）　U｛　Tx（fp）｝

　　　　　＝　7（x）fi　U　f－V（x）fl　U　｛f．（x）｝　＝f’V（x），

　　　β≧δ。のときも同様にして証明できる。

　従って，γετボ1（ア）となる。故に，鐙（7）。≧レ。∋fpとなり，

　　　　　lx（fp）＝ρg1　＋（1一ρ）z2ε　lx（ζ＊（ア））αとなる。

各ρ6［0，1］に対して，このようなγを構成して，それをγpと書けば

　　　　　U　7，　er．rmi（f’）

　　　　pe［O．11

となり，従って，任意のρe　［O，　1］に対し，

　　　　　　pe［O．1］

となるので，磁ζ＊げ））、は凸集合となる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　　　　　　　　　　　　　　　　　4．あ　と　が　き

　本論文では，ファジィ集合値（ファジィ数値）関数の可測性と積分の定義を与え，その基本的性

質を調べた。その積分の従来のルベーグ積分と著しく異なる結果として，一般に，（1）線形性が

〆，・（U・・）・かつ∫∫。dm・＝・・1＋（・一・）・・e・1・（ζ＊（7））・
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成立しない，（2）加法性が成立しない，ことがわかった。又，測度空間の非アトム性の条件のも

とで，積分値の凸性が示された。この結論はfuzzy　random　variables（3）の期待値の凸性に関す

る補助確率空間の条件の緩和を示唆する。

　これらファジィ数値関数の積分の基本的性質は，その値が非数値的な，例えば，雷三白勺値（151

をとる母数をもつ羅集団のパラメータを推定するような「ファジィ統計」｛16）の理論的基礎となる

ものである。

　尚，本研究の一部は文部省科学研究費の援助により行なわれたことを付記する。
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