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北海道大学工学部研究報告

第120号　 （因習考…［i59年）
Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering，

　1’lol〈kaido　University，　No．　120　（1984）

標本化定理の構造について

長島知正　瀧澤英一＊
　　　　（昭和58年11月3帽受理）

Remarks　en　Sampling　Theerems

　　　　　　　　　　　　　ノTomomasa　NAGAs｝一IIMA　and　Ei　ichi　TAKIzAwA

　　　　（Received　November　30，1983）

Abstract

　　With　the　intention　of　unifying　sampling　theories　of　various　types，　the　sampling

theorem　by　Shannon　is　critically　reconsidered．

　　The　Shannon’s　sampling　expansioR　formula　is　derived　without　relying　on　Fourier

analysis　and，　as　a　result，　a　sufficient　condition　which　guarantees　the　Shannon’s

sampling　formula　is　presented　in　terms　of　the　growth　rate　of　sampled　function　in

complex　domain．　The　relation　between　the　sufficient　condition　obtained　in　this　paper

and　the　Fourier　transforin　of　1）and　limited　fuiictions　is　discussed　in　the　light　of　the

Paley－Wiener’s　theorem．

3．序 論

　シャノンの標本化定理に代表される標本化定理，即ち，帯域幅の制限された連続波形を離散化

した時刻（標本点）での波の高さに置き換える型の定理は，古くから通信理論，情報理論を始め

とし，システム制御理論等に於いても良く知られている1’2）。

　ところで，シャノンの標本化定理は，裏返して見れば，連続関数に対する内挿公式（補間式）を

与えるものであり，ラグランジュの内挿公式が多項式を対象とすることに対比して，関数のクラ

スを超越整関数の（一部の）領域へ自然な形で拡張したものとなっている。又，そこに現われる

展開公式はテーラー展開やフーリエ級数と異なる，連続関数に対する関数の表現を与えるという

意味で興味深いものがある。

　しかしながら，この型の定理は，無限の過表から未来に亘る標本点での値を必要とすること，

及び，標本点での関数値を指定された順序に加えねばならないこと，又，代数曲線を直接扱えな

いこと等，実用的な面から見ると役に立たせにくいという評価もされている。更に，補間問題に

関しては，実用性にすぐれているとされるスプライン補間が普及し，近年，シャノン型の標本化

定理の研究は，すたれつつあるように見える。

　本論文で，シャノン型の定理を再び取り上げるのは，シャノンの標本化定理自身に限っても，

それが成立つ必要充分条件が明きらかにされていないという現状を改良するという狭義の目的に

加え，次のような背景もある：
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　即ち，シャノンの標本化定理が，極めてユニークな点は，この定理が，連続量を離散化するこ

と（関数値を離散化する，いわゆる量子化という意味ではない）に関した命題を正面から取り扱

う点にあり，デジタル計算機を常用するようになった現在でさえ，連続量の離散化の問題に関し

て，我々に，数学的に厳密な知識を提供してくれる極めて数少ない理論と考えられる。この離散

化の聞題は，サンプル値制御等。）で，問題とされることもあるが，数理科学の問題としては，基本

的な解決の望まれる悶題をはらんだ，未開の処女地と思われる。従って，この観点から，シャノ

ンの定理の周辺でなされて来た従来からの結果を見直すと共に，通常は，静的な理論として考え

られている標本化定理を，微分方程式の離散化との関連を含む動的な理論へ拡張し，数値解析の

基礎理論・近似理論として発展させていく試みが今日，成されて良いと考えられる。

　本論文では，§2でシャノンの標本化定理の簡単な説明を与え，§3では，シャノン型の標本

化定理の構造を統一的に鳥心するという立場から，従来得られた各種の結果をまとめる。§4で

は，シャノンの標本化定理を，フーリエ解析を用いずに，通常考察される狭い範囲で証明する。

§5では，§4で得た結果をPaley－Wienerの定理を仲立ちとして，フーリエ解析で求めた場合と

比較する。対象とする関数がL2（一。・，。。）に属さない場合3）に対する，シャノンの定理の拡張等

については，本論文に引き続く論文で述べることにする。

2．シャノンの標本化定理

ここでは，シャノンの標本化定理について，極く簡単に述べる。

［定理］

　　　　f（のを連続関数（一。。くt〈。・）とし，そのフーリエ変換F（ω）が，

F（to）＝一〇，　1　to　l＞A，

とする。この時，次の展開が成立つ：

（1）

f（t）　一Zf（ilij’　）・

　　　n＝一ee

sin（At－nn）

At　un　nz　’
（2）

上の定理は，通常，次のように説明される

　／（t）がF（ω）のフーリエ変換として

f（t）　＝＝　fF　（　to　）・　e‘to‘dto　，

（3）

と表わされるとする。ここで，帯域幅が制限されているので，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（の一∫F（・）e　ei｛Z）t・・，　　　　・4・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一A

である。今，F（ω）は，ωに関して，有限で切れているので，次のフーリエ級数を考える。

F（ω）一Σan・e弼撃ω，

　　　tl＝一co

（5）
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ここで，係数は，

　　　　　
・・
噤轣E（・）・e・誓…，

　　　　一A

（6｝

と与えられる。（6｝と（4）の右辺を比べると

・・一
ﾏ∫（nzA）・ （7）

を得る。（7｝を㈲に代入すると，

F　（　to　’　＝　’iik一　2］　f〈　一Z3’t）　・　e一’一’kr　tu　．

　　　　　21＝一〇〇

（8）

更に，（8｝を（4）に代入して，項別積分すれば，②の展開が得られる。

　ところで，このシャノンの標本化定理に現われた展開公式（2｝は，連続関数f（t）を離散時刻

t。　・・　nπ／A（n　・・　O，±1，±2，…）に於ける関数値のみで表わせることを示している。この定理の

補間公式としての意味や情報理論に於ける役割等に関しては，標準的なテキストに譲り，ここでは

省略する。以上述べたシャノンの標本化定理の説明は通常のテキストにあるものであるが，次の

点は，注意を要するであろう。（i）／（のは，可積分関数又は，2二二積分関数と考えられる，

（ii）項別積分が許るされるものとする，（iii）ηに関する和は，複素型のフーリエ級数の意味，

即ち，到nlをpairにとる必要がある。これらのことは，以下の実用上の閥題点と結び付いて

いると考えられる。（i）は，基本的な連続関数のクラス，例えば，定数，三角関数等を除外して

いる，（ii）は，　f（t）のフーリエ・スペクトルF（ω）は，滑らかでなければならない，又，（iii）

は，離散時刻のデータから，連続関数を構成する際，過去のデータから和を逐次とってゆくとい

う機械的な操作は，必ずしも許されていないということを夫々意味している。

3．シャノン型の標本化定理の構造

　前章で述べた如く，シャノンの標本化定理には，サンプリング間隔が一定であることに加え，

かなり強い数学的制約が果たされており，それが実用上の難点にも継がっている。それらを解決又

は緩和するために，シャノンの標本化定理を拡張し，～般化する試みが著者の一人，Takizawa4）

や数多くの人達によってなされている。ここでは，その中でも基本的と考えられる2つの方向に

ついて論じよう。

　1　サンプリング間隔が一定でない標本化定理の構成：

シャノンの標本化定理に於いて，サンプリング間隔が一定値をとるのは，標本化関数3。（t）

輩sin（At－nrr）／（At－nrr）1こ現われる三角関数sin∫の周期性に基因している。又，この三角関

数は，フーリエ変換によって／（のを表現したことに始まっている。従って，f（のをフーリエ

積分以外の適当な性質を備えた積分変換によって表現することを考えれば，不等間隔の標本化定

理が得られる可能牲が生まれる。

　Kramer5）は，このような考えから，整数次のベッセル関数を胴いた標本化定理を考案した。
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この方向での，標本化定理の一般化のあらすじは，以下のようにまとめられよう。

　以下，1を有限区間，K（x，　t）を積分変換の核（kernel）として，／（のが，

　　　　　　　　　　　　　f（t）　＝一　f¢（x）’　K（x，　t）dx，　（9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　1

と表わされるとする。ここで，　K（x，tn）（n＝1，2，3，…）が，1上で正規完全直交系を成す

ならば，φ（X）は，次の直交関数展開を持つであろう。

　　　　　　　　　　　　　¢（X）＝　Z　Cn’　K“（x，　tn），

　　　　　　　　　　　　　　　　　n

＊は，複素共役である。ここで，展開係数は，

Cn　”f¢（X）’K（x，　tn）dX　・

　　1

（10）

（11）

ωを（9｝と比較すれば，

Cn　＝f（　tn　） （12）

（12）を（10｝へ代入すると，

　　　　　　　　　　　　　¢（x）　＝：　Ef（tn）’　K＊（x，　tn）・

（13）を（9）に代入し，項別積分を仮定すれば，一般化された標本化展開として，

（13）

　　　　　　　　　f（t）　”＝　f｛Z　f（　tn）“　K“（x，　tn）｝’K（x，　t）　dx

　　　　　　　　　　　　　I　　n

　　　　　　　　　　　　　Ef（tn）’｛fK“（x，　tn）’K（x，　t）dx｝

　　　　　　　　　　　　　n　　　　　　　　　l

　　　　　　　　　　　　ff：’t　21］　f（tn）’sn（t）　〈14）

　　　　　　　　　　　　　tl

を得・・ここ・…Sn（呵κ＊（・，）・K（x，…dxは・搬化された標本化関数を・又・tn

　　　　　　　　　　　　I

は，標本点を表わす。K（x，のとして，　K（x，t）　・　eixtをとれば，§2での議論が，ノ’（t）

EIII　L　2（一。。，。。）の範囲で再現されよう。

　2　標本点に於ける微係数を含めた場合，及びf（のがし2（一・。，。。）に属さない関数に対する

　　　標：本化定理の構成：

この問題への標本化定理の拡張は，次の考察に基づいてなされる。先ず，シャノンの標本化展開

②を変形して，次の如く書く。
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gl，　ille7i　k’，　一Z（一）n・f（2ss’　）・　＃

n
At　ww　nn

’

（15）

ここで，実数tを複素数Zへ拡張すれば，

　　　　　　　　　　gf，k｝＃．zl一一£（一）n・一ili（；51iil：’i一；n！，　Q6）

　　　　　　　　　　　　　　　n

と書かれる。今，f（a）を金複素平面で整関数とすれば，㈱の左辺は，金複素平面で有理型関数

となり，右辺は，その無限部分分数展開を見ることが出来る。又，標本点は，有理型関数プ（2）

f（2）／sinAxの特異点（pole），即ち，　sinAzの零点に一致している。

　従って，一般論として，f（2）及びg（a）を整関数として，有理型関数f（a）／9（Z）の無限部

分分数展開を考えて，もし，それが収束するように出来れば，標本点9。をg（9n）＝Oとする標

本化展開を，又，更に，零点の位数が2位以上の整関数9（z）を考え，膏理型関数ノ（9）／9（2）

の無限部分分数展開の中，収束するものは，標本点での関数値のみならず，微係数をも含んだ

標本化展開を与えているものと考えられる。ここで述べた複素解析に基づく方法は，シャノンの

標本化定理を，対象とする関数のクラスを拡げるという意味で拡張を考える際にも，有効と考え

られ，次章以降で議論を行なう。Jagerman－Fogelfi）らを始めとして，シャノンの標本化定理が成

立っ，f（のの充分条件は，いくつか与えられているが，未だ，必要充分条件は求められていな

いようである。

　ここに述べた霊，2いずれの一般的方法とも形式的には単純なものであるが，有用な標本化公

式を導くためには，いずれの方法に於いても，収束の仕方が鍵となる。

4．複素解析に基づくシャノンの標本化定理

　ここでは，前章2で述べた一般的方法の応用の一つとして，F（ω）の帯域幅が綱ll艮された関

数の場合（Distributionでないという意味）に対して，シャノンの標本化定理を，フーリエ変換

を呪いずに証明する。（簡単化のため，以下帯域幅に相当する（！），　（2）のAは1とおく。）即ち，次の

定理が成立つ。

［定理閉］

／（z）を整関数とする（9εc）。sin　2の零点at＝141・π（4・・o，1，2，…）のうち，

【引≦πのみを内部に含む正方形の列を｛C。｝跳。とする。

ヨM＞0， ヨε＞0， s．t．

1　f（　e）　1　〈一　M．1　al－e　e’　iMZi　on　uC．　，

　　　　　　　　　　　　　　　　11
i＞

f（g）　一　；Lge　£f（e．）．

　　　　　t＝．一n

sin（z－ez）

g－ez　’

（17）

（18）

証明：

　以下，zをCn内部の点として，　C．に沿って次の積分を考える。（必要な記号等を図1に示した）
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Y
c蓋

dn

C
3a x

Z

nπ （n・Dπ

X

（・・ち）・

略

　　　　　　　　　　　　　図1　積分路Cn（但し，Cn＝・　ucl）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

　　　　　　　　　　　　in（2）fii”±．・S一（｝．llliilli211i－ll？一．（）C．），i．〈　dg・　（i9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cn
コーシーの積分定理より，（玉9）は，Cn内の留数の和として表わされ，

　　　　　　　　　　　　　　　1論［（≠箸嗣・　　　⑳

となる。ここで，c，1内には，ζ＝2，及びζ一141・πq乏ト。，1ジ・・，　n）に夫々1位のpoleが

あることに注意して，それらの留数を求めると，次のように与えられる，

　　　　　　跨1（畿㎞，］一蓄ll）　　　　　，21｝

　　　　　　隙［　　f（4）（4一　2）　・　sin4］一（一）・・含尋穿（1・1＝＝　・・1・…・・）・

従って，

　　　　in（2）＝：＝gi／1i2一（．2）一ge（O）＋，，£．，｛（一）sti・uei；elre．）＋（一）一ifi・X（ermii．e2rr，）｝

　　　　　　　囑諺）妾y・filfgie一．：．　　　　　　〈ee）

以下，　lI，、（2）1を評価する：
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　　　　　　　陽ω1一士i！（，鶉。ζ…1

　　　　　　　　　　　《却（，畿㎞，卜1・・1

εを任意の正の実数として，

　　　　　　　　　　　一応1回忌1漁，卜1・・］

　　　　　　　　　　　一却磨出1（‘）1・ee・・d（d一・e）1

　　　　　　　　　　　＜÷！ド1藷）h二一．1．　　㈱

ここで，付録1で示した如く，C。上で，次を充たすnに依存しない定数a＞0が存在すること

を胴いた；

　　　　　　　　　　　　　　　　【誌ζド・・e一］1・Ci・　　　　　｛・・）

従って，C，、上で次を充たす定数M＞0があれば，即ちf（ζ）が不等式；

　　　　　　　　　　副ぐ1論劉くM（　・，1，・，…）　　（as）

を充たしている時，（23｝は，

　　　　　　　　　　　　ll・ωk讐∫1ぐ｝ll≒．。1，　　　　㈱

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cn

となる。ここで，右辺の積分は，鋸→・。で消えること（付録2参照）より，lI。（z）1一“　O（n－QQ）

である。従って，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ガ　　　　　　　　　　　　　畿）聰Σ（一）ら∫（2π　2一　en），　　　　（劉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　’一一π

が云える。⑳の両辺に，sin　2をかけて，定理1の展開式が得られる。又，上の評価で用いたf（ζ）

に対する条件式125）は，

　　　　　　　　1／（・）kM「1響1㎝・n（・一・・1……）　　・・》

を意味するから，定理1が証明された。尚，定理1に於ける，191’eは，lI2控1の意味であ

る。

　　　　　　　　　　　　　　　　5．結　　　　　び

　ここでは，シャノンの標本化定理の前提条件である，帯域幅有隈の条件と定理1の条件の関係
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を考察しよう。この間題に関して，Paley－Wicnerの定理：「整関数f（ζ）が，台（Support）（＊）

が有限区間［一A，A］に含まれるC．．級関数F（ω）のフーリエ変換であるための必要充分条件は，

　　　　　　∀N（整数），ヨKN＞0，　s．t．　l　f（ζ）【＜KN（1＋1ζD『N・eA●Ilmζ1，

である」は基本的である。ところで，

　　　　　　　∀N（整数），ヨK2＞0，　s．t．　l　f（ζ）1＜（K2。｝ζ1－N・ellmcs，

　　　　　　　＝pt

　　　　　　　ヨK1＞0，3ε＞0，　s。t．　【f（ζ）1＜Kl・1ζ1一一e・e」imCi。

であるが，逆は，一般には成立たない。従って，定理1の条件は，（1ζ1＞1に対して）上の

Paley－Wienerの条件を含んでいると云えよう。定理1の条件は，　Paley－Wicnerの条件の内，　C．．

級の条件を緩めたものと考えられる。

　以上のことより，我々は，フーリエ解析を経由せずに，F（ω）の帯域幅が有限な関数である場

合に，標本化定理を，F（ω）の滑らかさを緩めた形で証明できたと云えるだろう。

　§4及び§5で用いた議論は，シャノンの標本化定理を，F（ω）が超関数となる場合へ拡張す

る際にも有効と考えられる。F（ω）のクラスとして，工学的に重要なデルタ関数やその微分を含

む場合の標本化定理については，本論文に引き続く，論文で論ずることにする。

付録1，

Cn上で，
　1

sin4
ド・・げ・・ζ1（・〈・くQQ）

（証明）

（i）　（ζm＝±（n＋1／2）π＋砂）に対して，

Isingl＝＝Mcos　y　cos　x

　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　ヤ（eY＋e－y）

　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　＞’ft一　elyI
　　　　　　　　　　　　2

（ii）　ζ・・x±i（n＋1／2）πに対しては，　yを一般的に考えて，

　　　　　　　　1…d一÷1・・に副

　　　　　　　　　　　　；〉　el　1．　ei　x－y　1－1　6－ix＋y　1　1

　　　　　　　　　　　＝g　1　eHy　一　ept　1

　　　　　　　　　　　＝＝i　（eiYI一　e－IYI）

　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　＝一1｝一　eiyi　．　（i　一　e－2！yb

　　　　　　　　　　　＞一1｝一a・eiyi　（a＞ofor　lyl＞i）．
Q．E．　D．

㈱F（ω）の台⇔｛ωlF（ω）辱0｝cl
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付録2．

　　　　　　　　　　・n（・）一∫1ぐド告。一・（・一・・）・

　　　　　　　　　　　　　　　Cn

（証明）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　図1に示された積分路CA（i＝一　1，2，3，4）まk一の積分をKl，とすれば，　K。（z）一ΣKlt（a）。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　マ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ　　
（i）　i＝＝　1，3に対して　ζ欝±（n＋1／2）π＋砂，

　　　イ）　1ζlm　　（n＋1／2）2π2＋二y2　＞（n＋1／2）πより，　iζ61－llζ「lei＞（n＋1／2）eπξ

　　　ロ）　9を半径が（n＋！／2）πの円内の点と仮定してよいから，

　　　　　　lC’一・1＞1ζH・1一（n＋1／2）2π2＋ッ2－lgl＞＠＋1／2）z　一一1。1

イ），ロ）を用いて，

　　　　　　　　　　　　　　　いキレのに
　　　　　　　　　　・夷（・）瓢．＿（n・！／・）・・。・ll（n＋1／・）。一1．1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2・（n＋1／2）π

　　　　　　　　　　　　　　　（n－F1／2）E・πe・｛（n÷1／2）π一lzD

　　　　　　　　　　　　　－0　（n吟oO）

（ii）　i＝2，4に対して（ζ・ax±氏π＋1／2）π），

　　　ハ）k－gl）・1ζH91羅　x2　一F　（n＋1／2）2π2一一lzl＞（n＋1／2）π一lgl

　　　二）　1ζ【＝　 x2＋（n＋1／2）2π2　＞・（n＋1／2）πより，【ζε1＝i141el＞（n－v1／2）επε

ハ），二）を用いて，

　　　　　　　　　　　　　　ゆう　ユノ　　に
　　　　　　　　　・；（・）≦∫（n．1／、），．。e．1モ。＋1／、）。一1．1｝

　　　　　　　　　　　　　　一（t：＋112）π

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2・（n＋1／2）π

　　　　　　　　　　　　　　　（n　一F　1／2）ε・πε・｛＠÷1／2）π一i21｝

　　　　　　　　　　　　　　→0　（n一・。）．

　　　　　　　　　　　　　∴Kn（g）e・・0　（n→QO）．　　　　　Q．E．D．
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