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北海道大学工学部研究報告

第120轡　 （fi蓋遷牙…059躍…罪；）
Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering，

　Hokkaido　University，　No．　120　（1984）

異方性厚板と積層板の変形について

五十嵐　　　悟　　渋　川　勝　久

　　　　　（昭和58年11月30羅受理）

On　the　Deformation　of　Komogeneous　Anisotropic　Thick　Plates

　　　　　　　　　　　and　Composite　Laminates

Satoru　IGARAsHi　and　Katsuhisa　Si一｛iBuKAwA

　　　　（Received　November　30，　1983）

Abstract

　　Equations　of　deformation　of　an　anisotropic　thick　plate　having　differential　opera－

tors　to　be　expanded　into　power　series　inthe　plate－thicl〈ness　are　derived　from　fundamen－

tal　equations　of　an　elastic　body．　Truncating　the　series　at　appropriate　terms　of　higher

order　of　the　plate－thickness，　approximate　equations　of　deformation　with　any　desired

accuracy　are　obtained　for　a　plate　subjected　external　load　at　the　upper　and　lower

surfaces　of　the　plate．

　　A　method　proposed　in　the　present　paper　for　deformation　of　a　homogeneous

anisotropic　plate　can　be　applied　to　the　deformation　problem　of　a　composite　laminated

plate，　and　equations　of　deformation　of　a　composite　laminate　are　derived　by　consideriRg

botmdary　conditions　of　outer　and　inner　surfaces　of　the　laminate．

1。緒 言

　厚い板の変形に関しては，Reissneri）がせん断変形の影響を考慮して曲げ問題を扱って以来，

板の応力やひずみの分布を考慮に入れた多くの近似理論が提出されている。それらの多くは，変

位を板厚方向の座標の多項式として近似するもの2－3），あるいは，応力を多項式として近似する

もの4”5）である。しかし，これらの理論では，板の変形を支配する方程式を導く方法が繁雑であ

り，得られる方程式もかなり複雑である。特に，これらの理論を積層板の変形に適用する場合6）

には，極めて多くの複雑な式の操作と計算が必要となる。さらに，これらの理論で近似の程度を

高めるには多項式の次数を高める必要がある。しかし，高次の多項式を使って計算を進めること

は，扱う方程式の数が増加するので極めて困難となる。

　一方，Vlasov7）は，変位と板中央面に平行な面に作用する応力を板厚方向の整標のべキ級数

に展開することによって，等方性の板の変形に対する基礎方程式を導き，さらに基礎方程式から

板の変形に対する任意の精度の近似方程式を得る方法を提卜した。しかし，彼の理論では基礎方

程式に補助関数が使われており，この方法によれば変位や応力はこの補助関数を使って求めなけ

ればならない。

精密工学科　精密機器学第二講座



88 五十嵐悟・渋川勝久 2

　著者ら8）は，先に変位を板厚方向の座標のべキ級数に展開することによって，等方性の板の変

形を支配する基礎方程式を得，第3近似までの方程式を導出した。その後，この方法を改良して，

等方性板の変形に対する基礎方程式から，任意の精度の近似方程式を組織的に得ることのできる

方法を提出した9）。

　本論文では，異方性の厚板に対してこの方法を適用し，均質な異方弾性板の変形に対する基礎

方程式を導き，この基礎方程式から任意の精度の近似方程式を組織的に得る方法を提慮する。さ

らに，この方法を積層板の変形問題に応爾して，積層板の変形を支配する基礎方程式，および近

似方程式が容易に得られることを示す。

2．記号と座標系

Xi　直角座標，　（i＝ユ，2，3）

ξi変位成分，　（疹＝1，2，3）

続÷（∂ξノ＋∂ξi∂紛　∂xノ）・ひずみの嚇（らブー1・…）

σガバ応力成分，（i，ゴ＝1，2，3）

h：板厚，

Xl軸，κ2軸を板の中央面上に，κ3軸を板厚方向にとり，下向きを正の向きとする。

3．基礎方程式

　弾性体が，x「x2平面に平行な弾性対称面をもつ場合を考える。この場合，応カーひずみ関

係式は，のゴ（i，ブ聰1，　2，　…，　6）を弾性定数として次式で与えられる。

01！　＝＝　alle“　’lm　a12E22＋ai3E33　一i一　2a14e12，

σ22篇α12ε…1＋σ22ε22＋α23ε33＋2α24ε12，

σ33＝a13ε11＋a23ε22＋a33ε33＋2a34ε12，

σ12　＝＝　a14ε11　一F　a24ε22＋σ34ε33＋2σ44εま2，

a23　＝　2ass　e23　＋　2as6　e31　，

σ31＝＝2a56ε23＋2a66ε31．

（3－1）

式（3－1）を弾性体のつり合い方程式，

9g’｛．k－i　］’　．．．　o，（i　一rm　1，　2，　3）

∂κノ

に代入して整理すれば次式を得る。

（・66論舶ξ1・（・56泰・ムリ・・＋・・毒・・一・・

（礁・ノの・・＋（綜・ノ・・）・E・＋・÷・・一・・

・・訟ξ1＋・・毒…（伽鎧…り・・一・・

（3－2）

（3－3）
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ここで

　　　！A2xailα12＋2ai4cti（x2＋a44（x22，　ノB2aa14ct12＋（a12＋a44）aflct2＋a24（x22，

　　　一Z7　c　2　・・a44　Ct　i2＋2α24α1α2＋α22α22，ノD・・ノG＋ノH，ノE漏ノ正＋ノ」，

　　　ノF一ノGα1＋ノ韮α2，．Z7G　・・α66α1＋σ56α2，ムーσ13α1＋σ3弓α2，

　　　ノ1：：＝α56α1＋σ55α2，ノ」・・α34α1＋σ23α2，

　　　　　　o　　　　o
　　　α1瓢砺・α2躍砺・

とおいた。

変位成分ξi（iur！，2，3）を次のように板厚方向の座標κ3のべキ級数に展開する。

ξ1一 W，・♂…一，輪X・rs・・一二告・3「・ （3－4）

ただし，u，，　Vrt　WrはXlとx2の関数とする。式（3－4）を式（3－3）に代入して，左辺をx3の

べキ級数に展識すれば次式が得られる。

　　　｛　　　　a，6Ur＋，H一　a，，　v，↓2＋ム2％，＋ム％，÷ムω門一〇，

　　　　as6　Ur＋2　ntY　ass　vr＋2÷　一Z？B2ur　’t一　．Z’c2vr＋　．zgE　wr＋i　”：　O，　（3　一5）

　　　　ム％，＋汁ム〃川＋a，，ω，・2＋ノF2ω，篇0．　　（r・O，1，2，…）

式（3－5）から，次の2組の関係式が導かれ，Ur，　Vr，ωr（r・・2，3，4，…）がUo，　Vo，　Wo，

およびUl，　Vl，ω1によって表わされることがわかる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r　U2r）　f¢ii（r），di　i2（r），di］3（r））reco）　r¢ii（！），¢i2（1），¢i3（1）［競］一：朧綴鴛：1：馴細1：1㍑：：：B：1：：li／劇・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（プ篇！，2，3，一・）

［翻H総iiilili｛iii／継ii滋ii職；i訂鷹／．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（r　pt　1，2，3，＋一）

（3－6）

（3　一7）

ここで，

φ11（1）・：（a、、ム2－a，，ム2）／んφ、2（1）一（a，，ノ。2昭55ム2）／んφ13（！）・・（a、，ノ、一・a55　f。）／A，

φ21（！）一（a56／A2－a，6ム2）／んφ，2（1）一（α56ム2昭66／c2）／んφ23（1）一（α56ノ。一a、、ム）／A，

¢3i　（1）　＝：　e3，　（1　）　¢，，　（1　）　g一　e32　（1）　¢2；　（1）　，　¢32　（1　）　＝　ip3，　（1　）　¢，2　（1）　＋　e32　（1　）　di，2　（1　）　，

φ33（1）m・ψ31（1）φ13（1）＋ψ32（1）φ23（1）＋ψ33（！），ψ韮1（1）＝：：φ11（1）＋φ13（1）ψ31（！），

ψ監2（1）一φ12（1）＋φi3（！）ψ32（1），ψ至3（1）一φ13（1）ψ33（1），ψ2i（1）一φ2i（1）＋φ23（1）ψ31（1），

ψ22（1）＝φ22（1）＋φ23（1）ψ32（1），ψ23（！）＝φ23（1）ψ33（1），ψ31（1）　：一ノD／a33，

ψ32（1）一一ノE／a33，ψ33（1）x一ノF2／a33，〆1－a、・5a66－as62，

とおいた。

　式（3－4）の右辺に，式（3－6），（3－7）を使えば，変位成分ξi（併1，2，3）が，板中央

面での変位（UO，　VO，　W。）と変位勾配（U！，　Vl，ω1）によって表わされることが分る。
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　一方，式（3－3）から次の方程式が導かれる。

　　　　（鋳・β⇒（箒・β・2）（鎧・β・2）ξ・一・・（・＝1・…）

ここで，　一三2（h漏1，2，3）は次式を満たす演算子である。

　　　　　a66　P、2＋ム2　a、、β・2＋ノ。2　ノ・β・

　　　　　a56　Bk2＋ノB2　　as5　fik2＋2c2　　　fEβ々　　　　＝0．（ん＝1，2，3）

　　　　　　ノ。β鳶　　　ムβた　　a、3β・2＋ム2

式（3－8）を満たすξ∫G竺1，2，3）は，次式のように書き表わすことができる。

　　　　　　　ヨ　　　　　ξi＝Σ｛cos（X3　fik）Ai（k）＋βゼIsin（x3βk）Bi（k）｝。（i＝1，2，3）

　　　　　　k＝1

（3　一8）

（3－9）

（3－10）

4

ここでAi（k），　Bi（々）はXl・x2の関数であり，　cos（x3βk）とsin（x3βk）は，次式で定義され

る演算子である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　ダ　　　　　・・s（x，Bfe）　＝＝　ZA（一1　　　　　　　　rt±e）「謬，），β・2「・（・・・…1・…）

　　　　｛＿）．萬←1）r（ll｝｝llii－t－ii21i’　ii　）！　Rk2r－i．　（h　＝　i　，2，3）　（・一H）

式（3－11）を使って，式（3－IO）の右辺をx3のべキ級数に展開し，式（3－4）と比較すれば次

の関係式が得られる。

　　　　　　　ヨ　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ
　ec2r一（一1）7Σβ萎7・4！（fe），　v2・Z（一1）「Σ　P£「A・（々），　w2．・＝（一1）｛Σ　fi量「A，（ん），

｛＿∴鰍∴謡＿1二し蜘）＿）
　　　　　　　k＝・1　　　　　　　　　　　　　　　　　　海冨星　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　々＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（r　：＝0，　1，2，…）

式（3－6），（3－7）および（3－12）から，Ai（k），　Bi（k）（i，　fe　：：＝1，2，3）は％力vゴ，　Wj

（ゴ畿0，1）を使って次のように表わされることが分かる。

　　　圏一別［liiliili；iliiliii鱒［ii〕’（k　ri，…3）（・一13）

縢i陥ii雛iii雛iii翻［lu．（fe＝：i・…）（3－14）

ここで，

　⊃1　・：（β12一β22）（β12一β32），）、一（β22一β12）（β22一β32），⊃、一（β32　一　fl　，2）（β32　一　322），

　のゴ∫（k）＝9kδ∫ゴ＋4たφ厚（1）＋φij（2），望け（々）；9kδヴ＋‘｛Z　kψfノ（1）＋ψfノ（2），
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　9・　・・　B・2β32，9・　・・　fi　12β32，9・一β12β22，41一β・2＋β・2，4・一β12÷β32，4，＝・　B，2＋β，2，

　（i，　／’，　le　＝一　1，　2，　3）

とおいた。

　以上から，弾牲板の変形は6つの未知関tw　Ui（Xl，　X2），　Vi（κ1，　x2），　Wi（κ1，　x2）G＝0，1）

によって決定されることが分った。これらの未知関数に対する方程式，すなわち板の変形を支配

する方程式は，板の上面および下面での境界条件から導かれる。

　　　　　　　　　4．板の上，下面での境界条件と板の基礎方程式

　板の上面および下面に作用する外力の成分（単位面積当り）をX．，Y。，　Z．およびX一，　Y一，

Z一とすれば，板の上，下面での境界条件は，

　　　　　　　　　　x・　＝：±書で，X一，・・一σ32…一・・3・　（4－1）

と書ける。式（3－1）と式（3－10）を使って式（4－1）を整理すれば，次の2組の方程式が得ら

れる。

婁IC・・（書fi・）｛B，（fe）・・1・・（k）｝寺X÷吉L響老L，

婁1C・・（書βの｛B・㈲…A・（・）｝寺Y÷麦γ㎜一坐老X㍉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4－2）
壽1βバ・｛9…（書の一βゼ・S・・（多の｝｛・…㈲・ム・・（h）・ム・・（fe）｝一

　　　　　一書（　X．十xm　y．　一e　y－ctiT＋ct2一）・％a・

tS，B・一is・・倒｛端・（・）・…A・（h）・ム・・（fe）｝一㍉X＋，

t“．，Bk一’sin　（｛1　Sk）｛．eB2Ai（fe）＋　fc2A2（h）＋　．g」　B3（k）｝　：＝　21：’一S－lt　±一一　Y’，　（4－3）

£岬修の｛細1（fl）・ノ・　A・（々）・一　a・3　B・（k）｝・・EL．tr｝z，＋z一・

ここで，

　ノU＝＝（ムノH＿ノ気a33）α1＋（畜ノ・一ノぎ）a2・ノV一（奏「2eH一ノ§）α1＋（誌「ノ・一ノのα2・

ム嘉（・z・・Ct1＋岡・
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とおいた。

　式（4－2），（4－3）の左辺を式（3－1！）を使ってhのべキ級数に展開し，さらに式（3－12）

を使えば，式（4－2），（4－3）は次のように書き表わすことができる。

　　　g｛1　1　／hX2r．　．　1謙、。）1万）｛u・・＋1・・謝蒲｛・55（x・＋x一）一婦・け剛・

．illeontr）！　（g）2r｛v2r＋i　＋　ct2w2r｝　＝＝ww2｝i　｛a66（y＋　＋y一）　rm　as6（x＋　＋x一）｝，

夢黒（，iiiilg），（号）2r｛・・u・…　・　・・v・・＋i・ム砺｝一音｛・1（X・＋X一）・

　　H一　ct　2（Y．　＋　Y一）｝　÷Z．　一Z一，

（4－4）

職、，叡（h2）㌔隔＋…9…　・一ム酬尋一x・・

磯（、，全1），（号）2r｛編臨・吻・・＋1｝・・一　Y一　一Y・，

ゑ（、｝），修）2r｛緬＋ノ・v・・　＋a33w・・＋1｝一Z乎・

（4－5）

式（4－2）と（4－3）あるいは，式（4－4）と（4－5）が板の変形を支配する基礎方程式である。

ただし，Ai（k），　B｛（k）（らk．　・・1，2，3）は式（3－13），（3－14）によって，　Ur，　Vr，ωr

（r＝＝2，3，・一）は式（3－6），　（3－7）によってそれぞれ　SCi，　Vi，　Wi（露0，1）で表わさ

れる。

　板の変形に対する近似方程式は，式（4－4），　（4－5）の展開を適当な項で打切ることによって

得られる。すなわち，展開を最初のn＋1項で近似すれば板の変形に対する第n近似の方程式が

得られる。一例として，上面で圧縮荷重一Pを受ける板を考える。この場合の曲げ変形に対する

第0近似式は，式（4－4）の右辺にX。篇込一Z．一〇，島一一pを代入し，左辺を展開の第1項

のみで近似することによって，次のように得られる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o
　　　　　　　　　　　ec　1　”：　M　ct　lWO　＝：　rm　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　wo，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0×1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a
　　　　　　　　　　　ゼーCt2WO　””　rm一砺晦

　　　　　　　　　　　　が
　　　　　　　　　　　7｛ノ・Ul＋ノ・VI＋ムω・｝一P・

式（4－6），（4－7）のUls　Vaを式（4－8）に代入して整理すれば次式を得る。

　　　　　　　（D、α14＋4D2ct、3α2＋2、D3α12α22÷4D、α1α23＋D，α24）w。一・　P．

（4－6）

（4　一7）

（4－8）

（4－9）

ここで，

　　　が
∠）1「茗．

　　　　　2alla33　nt　a13 　　　　が
，　D2　＝＝　t／　’

a33ai4　rm　ai3a34

a33 a33
’
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偏÷蜘磁㌦娩一2鴎
　　　が　σ33α2ドa23・a34　　　が　a22・a33－a232
D4＝ 秩^．一’一dixx“””“”　1’“v””s　Ds＝t／．＝’xxko“ruv　3　Tou　s

とおいた。式（4－9）は板の曲げ変形に関する第0近似方程式であり，この式は通常の薄板理論

による異方性板の曲げ変形の方程式に他ならない。また，式（4－6）と（4－7）は薄板理論で仮

定される関係式である。

5．対称性の良い材料に対する関係式

　これまでに述べてきた方法を，より対称性の良い材料に対して適用する場合には，独立な弾性

定数の数が滅少するので，関係式が簡単になる。ここでは，直交異方性の場合，横等方性（直交

異方性でさらに弾性対称軸をもつ場合）で弾性対称軸がx3軸に垂直な場合，横等方性で弾性対称

軸がx3軸に平行な場合，および等方性の場合について考察する。

5．1　直交異方牲の場舎

　直交異方性の場合には，異方性の軸と座標軸を一致させたきの弾性定数を砺とすれば，独立

な弾性定数はa’n，碗，α～3，σる2，σる3，d，，，α勧，σち5，α七6，の9個であり，残りは0である。し

かし，廃標系をκ3軸の回りにθだけ回転した場合，応カーひずみ関係式はやはり式（3－1）で表

わされる。ただし，この場合の定数aiiは，1・・　cosθ，彿rinθとして，砺を使って次のよう

に書くことができる。

a11　一　e4all＋　2e2m2（a’12＋2al、）＋辮4娠，α、，一44の、＋2e2m2（碗＋2娠）一y・m‘a’！1，　a，，一娩，

の2＝（e4＋M4）a’12＋e2m2（a’1、＋の2－4晦），　a葦3　・・　e2a’13＋甥2の3，

a14　一　em｛m2a’22一　e2a’i！＋　（e2一　m2）（α’12＋2娠）｝，a23　・・　e2a’23－F　m2a33，

a24　・・　em｛42α毎2一魏2αノ11＋（m2一　e2）（a’正2牽2の4）｝，a34　一　em（の3昭’13），

a14・＝（e2一　m2）2娠＋e2m2（α’11＋晦一2a’12），σ55罵42娠÷勉2臨，

a66　＝　e2a’66＋剛2αも5，　a56　一　eM（a’55一　a’66）．

5．2　横等方性で対称軸が物軸に垂直な場合

　対称軸がκ1軸と一致している場合，弾性定数は，a’1！，α毎2竺σ急3，　a／12犀〆13，σ～5篇（a22Ha23）

／2，σ気4讐碗6の5個となる。直交異方性の場合と同様に座標系をx3軸の回りにθだけ回転した

ときの応カーひずみ関係式は，式（3－1）で表わされる。この場合の定数aiiは直交異方姓の場

合の定数に上の砺についての関係式を代入すれば直ちに得られる。

　さらにこの場合，式（3－9）を満たす演算子は次のように書き表わされる。

βた2＝（Ckγ12＋r22）．　（k　ww！s2夕3） （5一ユ）

ここで，r1＝（1α「MCt　2），　r　2＝（勉αげ1α2）であり，　Ckは次式で与えられる。

　　　　　　　　　　　　di　ia’22一　di2（　a’i2十　2a’44）　dii　　　2α気4
01 `亀、一。毎，・c・＋c3　”　。毎、。気4　　・c2c・＝万・（5－2）
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5．3　横等方姓で対称軸がx3軸に平行な場合

　この場合の応カーひずみ関係式は，座標系のκ3軸回りの回転に対して不変である。独立な弾

性定数は式（3－1）において，a11　・a22，　a13＝a23，　a33，　a44＝（oll一一a12）／2，　a55・・a66の5個で

他の定数はすべてGである。式（3－9）を満たす演算子蘇は次のように書き表わされる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　Ble2　：ck　a2．　（le　＝1，　2，　3）　（5－3）

ここで，　α2篇婿＋砺であり，Cfe（々漏1，2，3）は，

　　　　　　　・1一θユ最ヂ三2…一・・c・一の1033一畿13＋2α55）・・…一lii・（・一・）

で与えられる。

　式（3－10）の変位成分は，Ui，　Vi，　Wi（i一　o，1）を使って次のように書き．表わすことがで

きる。

4i　＝＝　a”2（ct　i＝．＋ct　22），　（5－5）

42　＝＝　am2（at2：．一ai2），　（5－6）
g3　＝　一sl；．1－Egc3　（｛（｛litg一：　一。3）　cos（x3p2）一　（一Z：tl－1　一。2）cos（x3B3）｝zvo－F　ee／3＋3ass　at－2｛cos（x31e2）一

　　　一一　C・・（X・β・）臨｛（舞一・・）β細・・β・）一（畿一C・）β・1S・・（X・β・）｝・1一

　　　一一SZI’一LitSig21ii（ai3a－f－ssa55）　｛zg　2－isin（x3B2）　一　i9　3Hisin（x3B3）｝　：’　o）．　（5－7）

ここで

　2＝　cos（x3Si）　20＋　fliisin（x3fii）2i，　（5－8）

：’　＝一s；tl－sgc3　（｛（一2／li－1　一。3）cos（x3fg2）一（一Zi／i－1　一。2）cos（x3B3）｝＝．o＋一g一！／iiligEiiiS－3＋sa55　｛cos（x3B2）一

di

@cos（x3B3　）｝wi一　｛（一：tl－35　一　c2）　fi　2－isin（x3S2）　’　（一lll’ll－35　m　c3）　fi　3Hisin（x3B3）｝：’　i一

一の3ﾜ，k’5　a2｛・・一ls・・（・・β・）一a・一’s・・（・・β・）｝・・〕，　　　　（・一9）

であり，」2i，欲（露0，！）は次式で与えられる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　S2i　一一　ct2ui　”　afivi　，　（i　一un　O　，　1　）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5－10）
　　　　　　　　　　　　　　　　島＝α画＋Ct2Vi．（i　一一　O　，　1）
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板の変形に対する基礎方程式は，式（4－2），（4－3）から次のように書くことができる。

…（h万βi）21　＝、1，5｛・・（X・＋X⇒一・・（・…⇒｝・

a：．i一一3g－c3　［｛（一Sg／i－i　一F　c2）cos（g／g2）　一（一zi／i－i　一t一　c3）　cos（fB3）｝：．　1　一

　　　　pm　｛（｛；g／i－3　一t一　c3）　cos（gfi2）　一　（一Z／ll－1　一t一　c2）cos（ge3）｝a2wg）　＝

　　　　　　1　　　　鵜2。，，｛　Ct　・（X・＋X一）＋α・（Y・＋Y一）｝・

。、1畿3響葦、32。、≒（h2）“2〔｛（畿…）if（書β・）《舞・・鴎β・）｝

　　　　一｛（a13　　　十a33）H（号・・）一（fl…）f・（書β・）同一

　　　　一考〔（・・一・Z一）一・・h｛・1（X・…X一）…（Y・＋朗，

P，sin（g　fi　，）　2e　＝　rk，　｛一　ct　i（Y．　一　Yve　）　一F　ct　2（　X．　一　XH．　）｝　，

。、≒・・〔｛（　　　a！3　　　　　　　十C2　　　a33）晒・（書β・）一儲…）β・1S・・（号β・）｝…

　　　・器膿…）β・1S・・（hSp，）一（舞…）β・1S・・（書β・）｝・〕一

　　　＝一1｛α董（xドx⇒＋α2（γドy一⇒｝，

　　　　2aii

。，～。，〔｛（lli…）…（号β・）《舞…）…（音小・

　　　一i一一si，li－1　｛（一［i－i，；一，i　＋c，）　cos（gR，）　一（一si，il－i　＋，，）　，．，（gB，）｝＝一，）

（5－1ユ）

ct　2wo　一

（5一ユ2）

95

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　！（2・＋＋2⇒．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2a33

ただし，

　　o一汁（　　　　　　　　2　　　　　　a　13all－　　　　　　a33）h3・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5－13）

　　H（x）　＝＝　xrvisin（x）　H　cos（x）　，

とおいた。

5．4　等方性の場合

　材料が等方性の場合には，独立な弾性定数は2個で，式（3－1）の定数はLam6定数λ，μを

用いて，次のように表わされる。すなわち，　θ1声α22菰α33＝λ＋2μ・a12＝a23　＝＝　a13＝　R・a44　・・　a55

　・　a66＝・Ptであり他の定数はすべて0である。
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式（3－9）を満たすβk2は，

　　　　　　　　　　　　　3k2　＝T　ct　2＝　a　i2＋ct　22，　（k　＝＝　！，2，3）　（5－14）

で与えられる。この場合は，式（3－10），（3－13），（3－14）でβ竃＝α2＋ε1（k＝1，2，3）

とおき，εk→0なる極限操作を行えば変位成分が次のように書き表わされることが分る。

ξ・…・（x・・）｛・・＋睾…一…1θ1｝・・一・s・・（…）｛・「窄・一2θ1＋・・θ・）｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5－15）

・・一…（…）｛V・＋？kge　X・・一・…1｝・C・一・Sl・（…）｛〃1」毒μ・・（・一2・1＋・…）｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5－16）

e3　＝＝　cos（x3a）｛wo一一i一；t｝EE－pt　x3eo｝＋　ct－isin（x3a）｛w，＋2Lltlig－pt　（eo－x3ei）｝．　（s－i7）

ここで，θo，θiは次式で与えられる。

　　　　　　　　　　　　　eo　＝　ctluo十　ct2vo十wl，

　　　　　　　　　　　　　ei　＝：　ht　2　（ctiui＋　ct2vi一　ct2w，）．　（5　im　i8）

板の変形に対する基礎方程式は次のように書き表わすことができる。

　　　・・S（h－r一　ct2）・1一毒｛礁＋X一）一α1（・・＋・一）｝・

　　　・・2c・・（h一：一　Ct2）w・＋｛λ圭2μ…（号・）」毒μ音・…（号・）｝θ，一

　　　　　tr　一S）1一｛ati（X＋＋X一）一Y　ct2（Y＋＋Y一）｝，　（s－lg）

　　　÷λ、毎2彦D〔（9）『2　H（書・）｛・・…＋θ1｝・V’”a・（音・）一’s・・（号・）θ1〕一

　　　　　一　一（Z．＋　ZM　一i一　一3｛at，（X．　A一　x一）　一t一　ct，（y．＋y一）｝］，

　　　・…（h一：一　ct2）2・疇瞭・一・Y一）一・・（x・一x一）｝・

　　　2asin（ga）w，　＝一　一gct2｛　Li’1－EL”　cos（gct）＋（gct）一gin（gat）｝e，＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5－20）
　　　　　　　1　　　　　　”　一Sil一　｛ati（X＋一　X一）　＋　a2（y．　一　y一）｝　，

　　　・…（hr：一　ct2）・・℃…（号・）・乎書・…（音・）｝・・紘（Z…一）・
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ここで

£i　ww一　ct2ui一　cC　lvi　，　（i　一一　O，　1　）

とおいた。近似方程式は，上式をhのべキ級数に展開することによって，あるいは，式（4－4），

（4－5）に式（3－6），（3－7）を使うことによって容易に求めることができる。

6．積層板への応用

　上に述べてきた均質な板の変形に対する議論は，複合材料としての積層板に対しても適屠でき

る。均質な板の場合と嗣様に，積層板の中央面に箱，物軸をとり為軸はこれに垂直に下向きを

正にとる。積層板を構成している各層（総数N）に上の層から順に番号を付け，3番陰の層の厚
さをhsとし，次のような局部座標系（（s）　（s）　（s）Xl，　X2，　X3）をとる。すなわち，上からs番目の層に対

　　くの　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　くのしてκ3軸はX3軸と一致させ，層の中央面上にX1，　X2軸をXl，κ2軸に平行にとる。　S番目の層

に関する壁に，h3v，讐：のように添字（S）をつけ局部座標系を使えば，積層板を構成している

各層に対して，3章で求めた基礎方程式がそのまま成立する。

　積層板の上面および下面での境界条件を均質な板の場合と岡様にとれば，次の条件式が得られ

る。

x．m（3’，，（　x，，　x，，一一IS’一）　，　y．　xx　（b’，，（x，，　x2，　一一一！1｝！’一）　，　z＋　一＝（b’33（xi，　x2，　一e’　），

｛嚇磯），Y一撫与）＿撫誓）．（・一1）

積層板の場合は，さらに内部の層の境界面で変位（ξi）と応力（σ3i）が連続でなければならない。

したがって，次の条件式が得られる。

｛
（ii・（xi，　x2，　一tlS’　）　＝＝（S4’it）（xi，　x2，　一　21eS’　t－L’i　），　（i　一一　i，　2，　3；　s＝：i　一vN－i）

3sll（・1・…箸）淵一・一弩1）・（何，・…s・・1一圓

（6－2）

6Nケの未知関数跳凱鴇幽一〇，1；s・・　！～N）についての上記6N本の方程式bS，積層板の

変形を支配する基礎方程式を与える。

　積層板に対する近似方程式は，式（6－1）の右辺および式（6－2）の両辺を式（3－11）を使っ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　くの　　くの　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　くの　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　くのてhのべキ級数に展開し，さらに式（3－12）を使ってAi（々），　B，（k）をUt，，　Vn，　Wnで表わし，

展開をんの適当な次数の項で打切ることによって得ることができる。

7、結 言

　変位成分を板厚方向の座標のべキ級数に展開し，弾姓体のつり合い方程式と板の表面での境界

条件を使って，任意の厚さをもつ均質な異方性板の変形に対する基礎方程式を導出した。これら
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の基礎方程式を板厚のべキ級数に展開した形で書き表わし，展開を適当な次数の項で打ち切るこ

とによって，板の変形に対する任意の精度の近似方程式を組織的に得る方法を提出した。

　均質な異方性板の変形を解析する上記の手法を，複合材料である積層板の場合に応用し，積層

板の外表面および内部接合面での境界条件を考慮して，積層板の変形を支配する基礎方程式を導

き，変形に対する任意の精度の近似方程式が得られることを示した。
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