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北海道大学工学部研究報告

第121号　（昭和59年）

Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering．

　　Kokkaido　University．　No．　121（1984）

多項分布における母数空間の一つの拡張について

種市信裕佐藤i義治
　　　　　　　　　　　　　　（H召矛058年12月27日受理）

河　［コ　至　商

On　an　Extension　of　the　Parameter　Space

　　　　of毛he　M［ulti魏omia且D豊stributiOn

Nobuhiro　TANEIcm，　Yoshiharu　SA’ro　and　Michiaki　KAwAGucHI

　　　　　　　　　　　　　　（Received　December　27，　1983）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstraet

　　　The　main　purpose　of　this　paper　is　to　consider　the　geometrical　properties　of　the

parameter　space　with　£he　metric　based　on　ev－entropy．　For　any　value　of　a，　it　is　shown

tha£　the　parameter　space　of　the　multinorr｝ial　distributions　caR　be　imbedded　as　a

hypersurface　in　an　Euclidean　space．　As　a　RiemanniaR　hypersurface，　the　differential

geometrical　structures　of　the　parararneter　space　of　the　multinomial　distributions　are

investigated．

　　　With　respectto　the　trinomial　distributions，　where　the　parameter　space　is　regarded

as　a　2－dimensional　hypersurface　in　3－dirneRsional　EuclideaR　space，　several　illus－

trations　of　the　hypersurface　depending　on　a　are　given　and　their　features　are　con－

sidered．

1．はじめに
　Raoi）によって，確率分布の・母数空間に局所的に計量を導入することにより，確率分布の空間を

幾何学（り一マン幾何学〉的に解析することが提案され，この分野の研究が，着沢2），滝山3），佐

藤ら4），又AtokinsonとMitche115），そしてIngarden6）らによって行なわれている。又尾関7｝は音

声認識にり一マン構造を応用しようとした。

　　　Cencov8）およびEfron9）は確率分布の空間に接続の概念を導入しようと試み，さらに甘利10＞11）12）

13｝14＞や公文15），長岡16＞は，これらにα一接続と言う1パラメータ族を導入して，アファインー接

続空間まで理論を拡張し，統計学上有効な結果を多数導出している。

　これらの研究においては，・母数空間の基本計量テンソルとしては，Kullbacki7）の情報量の局所

化としても得られるFisherの情報行列が用いられている。

　一方，確率分布間の相異度を表わす量として種々のdivergenceが考えられており，代表的なも

のとしてはKullback－Leibleri7）のdivergenceがある。

　BurbeaとRaoi8）はShannonエントmピーの拡張であるHavrda　一　Charvatのα一エントロ

ピー19）によるJensen－d圭fferenceとして，　divergenceを定i丸している。（J－divergence）

　　さらにRao20）らは，このJ－divergenceを用いて，一般の確率分布の母数空問に計量を導入して

いる。

情報工学専攻　情報数理工学第一講座



6霞 種市　信裕・佐藤　義治・河口　至商 2

　この計量は，母数空聞の計量であるから，母数の変換に対しては不変性を保つが，確率変数の

変換に対しては不変性を保たない。しかしながらこの計量はα一エントロピー関数の性質により

α＝1の場合として，前出の研究において，母数空間の計量テンソルとして用いられている

Fisherの情報行列を含んでいることにより，より広範囲な幾何学的性質を調べることができる。

　本研究は，多項分布の場合において，より広い意味での統計的推定論の基礎として，母数空間

の幾何学的構造を次の2点によって明らかにした。

　　（1）η項分布の母数空間におけるリーマンの蝕率テンソルなどの種々の幾何学的量を求め

　　　る。

さらにより具体的に

　　（ii）n項分布の母数空間はn－1次元球面に，ある変数変換をほどこしたn次元超曲面とし

　　　て実現されることを示す。

　加えて（ii）において，特に母数空間が2次元曲面として実現される3項分布について，αに依

存するこの曲面のαの変化による具体的形状と性質を考察した。

2．　確率分布の母数空間

　可測空間（X，9）上の確率測度が母数　θ＝（θi，…，θ”）∈⑧（ただし⑧はRnの開部分集合と

する。）に依在する場合，つまり任意のθに対して定まる，あるσ一有限測度り（X）に絶対連続

な確率測度Pθの全体を考え，その確率密度関数の全体をS篇｛p（x，θ）｝と表わす。

　Sは同相写像q：｛p（x，θ）｝→βによって（S，g）を局所座標系とする多様体と見なせる。

　この時，2つの確率分布p（x，θ1），p（x，θ2）の間に擬距離（divergence）を与え

　（2．　1）　p（e，，　s，）mu－D（p（x，　e，），　p（x，　e2））

　とするとD（θ1，θ2）は6×θ→Rへの正定値符号の実数値関数であるが，一般に距離関数と

はならず，距離関数の2乗のような性質を持つ。

　しかし，⑨の非常に近い2点θ＝（θ1，…，θn），8＋dθ＝（θi＋dθi，…，θn＋dθn）に対応

する確率分布は，divergence　D（θ，θ＋dθ）を適当に与えることによって⑭の各点の接空間に

ゴゲの正定値二次形式として計算を導入することができる。

　例zば，D（θ，θ÷dθ）としてKu王lback－Leiblerのdivergence

　　（2．2）　　D（8，θ十dθ〉＝∫（p（x。θ）一p（x，θ÷《葦β））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　log（p（x，　S）／p（x，　S十d8））dy（x）

を与え，三次のオーダー以上の微小量を無視することによって

　　（2．　3）　D（　e，　e十　de）　＝g，，・（　ff）　dO　id　O」

　　　　ただし
　　　　　　giJ・＝fp（x，s）（￥sc／ig；bis一．，s）一E2Rt－YiYtL（Xi，，S））（dn／．　s）一f21tlli2Ytl（xi．S））d，（．）

　　　　　　　＝E（8｝T・　’iiZlri　）　（i　：iogp（x，e））

と表わせる。すなわち8淑θ）はFisherの［青枯行列である。

　幽（θ）は，正定値で，二階の共変テンソルになっているので，確率密度関数の全体S＝｛p（x，

θ）｝にリーマン計量を定義したことになり，母数空間をり一マン空間とみなすことができる。

　一方Raoは，多項分布間の非類似度をHavrda－Charvatのα一エントwピーによるJensen
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－differenceの2倍として定義している。すなわち，　p＝（1）i，　’”，　Pn），　q＝（qi，…，　qn）を2つの

多項分薦の母数とすると（2．4）式のように表わされる。

　　（・・4）D（・，・）・・｛H（P吉q）一一tH（・）一去H（・）｝

ただし

　　　　　　　　　　。≧、（1一掴　（・‡1）

　　　　　　ff（P）m

　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　一Σρ、1・9・。Pi　　（・＝！＞

　　　　　　　　　　　旗｝

　これはBurbea－Raoによる多項分布間のみldiverge鍛ceに対応している。この非類似度を

divergenceとして一般の分布に拡張すると

　　（・．5）D（乱，の一詣　θ1壱騙・（・畦∫・（x，・・1）adY（・）

　　　　　　　　　　　　＋吉∫・（x，　e，）服・（・）

となる。したがってこのdivergenceにおいて

　　（・．6）D（e，・S＋de）噛　 22一！ll’：llede　d・（・）＋吉∫・（x，・e）ad、（・）

より，三次のオーダー以上の微小量を無視することによって

　　（2．　7）　D（s，　e＋de＞＝一ll一（　fp（x，e）a”2－f2it！i｝1；y｛ttl一（Xi．　0）　一egt3ili－Qt2（Z」．　S）d，（x））　dfiide」

　　　　　　　　　　　　一号∫・（・，s）・甥彦，d・（・））d・id・・

　　　　　　　　　　　　　　　（1＝　logp（x，　e））

　　　　　　　　　　　　＝｛簿・〃4θゴ

ここに

　　　　　　鳥一∫・（・，θ）・券券d・（・）

　急，はev・＝1の場合にはFisherの回報行列になるが，ぴ＃1の場合には基本的に異なっている。

またこのゑメまθの変換θλ　・・　Oλ（θりに対して

　　（2．s）　g，．＝＝一［IS’i－1　｛3Sel／ki，・

と謡う変換を受け，二階の二三テンソルとなる。又ノ　一divergence　D（Si，θ2＞は，（1≦α≦2）

の区間でcenvexになることがBurbea－Rao20＞により証明されているので（！≦α≦2）では，　D

（θ，θ十dθ）＝・（α／4）ゑゴ4θ協θゴ≧0となることからゑゴの正定値性が示される。故に（1≦α≦2）

の場合には，（α／4）急Xθ）を用いて，各点の接空聞にり一マン計量を導入できる。

　　　　　　　　｛ヨ・（・，）

　　　　　　　　　　　　　　　｝

　　　　　　　　　（一fp（．，22．｛lst：mgede）a

　　　　　　　＋一｝一fp（x，　S＋de）ady（x）　）

D（s，　e＋de＞＝一ll一（　fp（x，e）a一

　　　　　　　　（
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　　　　　　　　　　　　　　3，多項分布の母数空間

　π項分布

（・．1）P（。，，…，。。、。1，…，齢！l獣珊．…，Sn

ただし

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　ユ　　　　　　θ‘≧0（i＝＝1，・・・…　，n－1），θn＝1一Σθ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ガ罵1

の集合全体をM＝｛p（x，θ）｝と書くと（ただし，ここでnは固定されているものとする。）Mは

同相写像　q：（x，θ）→協，…，θn－1）e⑧⊂Rn－1によって（M，　op）を局所座標系とする多様体

と見なせる。そこで，多項分布問の非類似度を前述したノーdivergence　D（p，　q）として，1）（p，　q）

によってこの多様体の任意の点における接平面に計量（内積）を与えるために，線素

　　（3．2）　　ds　2＝＝亙）（θ，θ十dθ）

　　　　　　　　÷｛茎（・綱・＋、象・望一・象（（θ1＋4弊）α｝

ただし

　　　　　　だ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　ΣθF1，θ∫≧0（ガ＝1，・…・・，n），Σ4θド0
　　　　　酔1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ピ罵1

を考える。ここで，三次以上の微小量を無視すると

　　（3．3）　　ds　2＝＝D（θ，θ十dθ）

　　　　　　　　　れヘユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　だ　ま
　　　　　　　　謬号（ef．　m2　＋　oa．一　2）（4の2＋鴛θ究『2（d・，）（4の

　　　　　　　　一意1ゑ繊）・＋2餌、（dθ、）（dθ、）

　　　　　　　　　泣1　　　　　　　　　　　洋ノ

ただし

（・・　・）

　　　　　　　　一方，行列（giJ・）（i，i　rm　1，…，　n－1）の々次（k＝1，…，　n－1）主座行列式は，

（…）（号）々（血糊・麗）解（虜）吟

で与えられる。したがって，α＞0ならば，行列（a＆ゴ）は正定値となるので，多項分布の場合には，

α＞0の場合に，接平面における計算を，翫で与えることができる。故に，η項分布の母数空間

は鳥（α＞0）をリーマン計量とするn－1次元リーマン空曇と見なすことができる。

　ここで，計量が（3．3）で与えられるり一マン空聞について考えてみよう。一般にn次元ユー
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クリッド空間の超曲面

（3．　6）

　　　！　g，
∬1＝V『塀

　　　l　　g
X2　＝　’V＝2x一　u　2r

Xn－1一 g・　含

バ吉（・一碧・ゲ

を考えると，この空間の誘導計量テンソルは

（・・　・）

o㌶：1；：轡

ただし

　　　　　　　　　　れ　　
　　　　　　Un＝・1一ΣUi
　　　　　　　　　　f皿1

（iww－1，’”，　n－1）

（i≠ノ㌧i，ブ＝：1，・…
曾・ Cn－1）

63

として与えられる。（3．7）と（3．4）を比較することによって，θi（ブ罵1，…，n－1）とUi

　　　　　　　　　　　　　　　　ぴ（i＝1，…，n－1＞を同一視すると，　gご汗gごゴσ，ブ＝1，…，　n－1）となる。従ってこの対応に

より，この超曲面（3．6）と，n項分布の母数空間は等長となる。つまり，　n項分布の母集団

間の距離をn－1次元曲面

　　（3．　8）　　（crxZ）き十（αx菱）左十・。・…　十（α∬灸）麦＝1

　　　　　　　　　　（e＄　hri　s一　1／fi　（　i一一　1，　一・・一，　n））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊥
と等長な空間で測っていることになる。この曲面は，（vfff　Xi　）　i　＝・　ei（ド1，…，　n）と変数交換す

　　　　　　　　だることによって，Σ鑓〒1（0≦多≦1＞と言うn－1次元球爾の第一象限の部分となる。また
　　　　　　　ゆエ　　　　　　　　　　　　　　　　れ
（3．8）において，α＝1とすると，Σx？・　＝1（0≦κ毒1）となり，Shannonエントロピー
　　　　　　　　　　　　　　　　　な　
を用いたdivergenceによる多項分布の母数空問は，　n－1次元球面の構造をもつ。一方α＝2と

　　　　れすると，Σκ汗、π／2（o　＄　x，　s一｛　n／　2）となり，多項分布の母数空間は，ユークリッド空間とみ

　　　どニユ
なすことができる。

　次にゑゴを用いて，種々の幾何学的量を計算すると，以下のようになる。（cr9ガゴ）の逆行列を（喜♂と

おくと

（…）　ii．：：＝i銚恋ll：1∴1∴1）

　　　　　　　　　　　ゴキf

ただし

　　　　　　　∫（『tuE　Z（o？一a）

　　　　　　　　　timi
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クリストフェルの第一種記号

國≡吉儲＋絵一頭）

を計算すると，次のようになる。

6

クリストフェルの第二種記号は，｛与≡gth　［ij　k］とおくと次のようになる。

　　　　　　　　　　　　　　η
　　　　　　　　働→（・一・）（θ＿θ桑2ノ（）　　　　（乞≒ブ）

　　（・．11）鶴一一・一一・）（，亀論）

　　　　　　　　尉＋・）（鷺，、θ歩・K，熊κゴ単ε）

ただし

　　　　　　　　れ　　　　　κ三Σ（o？一a）

　　　　　　　　齢｝

　リーマンの曲率テンソル

π嫌ヨc［綱一毒國＋紛［ぬ鯛一樹M

の独立な成分は

（3．12）

①縣一息（・一・）2（翻

②私輪（・一・）・（ぬ）

　　　　　　　　　｛C3）　R，，，，　一一　St　（a一　2）2

④その他＝0

ew’；09eS・KO’／

（ん‡ブ，i＝k）

（h＝＝ii，Fk）

（h　＝1　i一一　fe）

ただし

　　　　　　　　れ　　　　　　1（≡Σ｝（o？一a）

　　　　　　　　1・＝1

　これらの量は，α＝1の場合，（3．9）は吉沢2）の結果の4倍（定数倍），（3．10）と（3．

12）は％倍（定数倍），（3．11）は一致していることがわかる。

　三項分布の場合には，n項分布の場合により具体的に次のようなことがわかる。三項分布間の

計量テンソルは次のように与えられる。

弓馬1識：1イ∵∵∵
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ただし

　　　　　　0，　＝1一　e，一　e，

　この空間は3次元ユークリッド空間中の二次曲颪

　　（3．14）　　（αx2＞き十（αエ〆2）き十（az　2）e一　：1　　　　　（0≦x，　gy，9≦1／石一）

と同じ距離構造をもつ。この曲面の形状はαによりそれぞれ図1から図5のようになる。α（＞

0）が1より小さいと，外側に凸で立方体に近い形状をしている。aが増加し，1に近づくにつれ

てだんだん球面に近づき，α＝1で（3．14）からわかるように，球面となる。また，αがさらに

増加して，evニ2に近づくにつれてだんだん平坦になり，α＝2で平面になる。　ev・＝・2をこえると

内側に凸になっていることがわかる。

　このような性質は，この曲面のGauss噛率からもわかる。すなわち，　n項分布の場合のり一ア

ンー臨率テンソルにより，三項分布の母数空間のGauss曲率を求めると

　　（3．ls）　Kiii　Ri2i2／detg

　　　　　　　　　　　　　（0－2）2（o，o，o，）arm　3

　　　　　　　　　a｛（eiO2）ain2＋（e，0，）a－2＋（e，0，）a－2｝2

ただし

　　　　　　e，＝！－Oi－02

となるので，01，02，03がすべて非負であることより，α＞0の時には常にK≧0であり，故に翻

面は，各点の接平面に関して同一の側に存在することがわかる。

　さらに，これらの臨面と，平面　x＝y，N＝2，および，2＝κとの交線は，それぞれこの曲面の

測地線となっている。

Z

韮．4L

O．94

O．47

o．eo

ALPHA　：O．5

O．70

o．os

Z

1．00

O．66

O．31　一

。．oe・
e．es

O．53

　Y

ALPHA＝：1．0

1．02

1．SO
1．se

　o．se
X　，

1．02

S．D5

図1　a隅0．5の場舎 図2　 α＝＝1．oo「）S：屍「4｝
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ALPHA　＝＝　1　．5 ALP｝一IA＝　2．0

z

O，79

O．S3

e．？6

o．oo
O．04

e．43

　Y e．ei

1：20
t．20

X
o．et

O．43

G．04

Z

O．67

O．44

e．22

o．oo
o ．02

はヨヨ

　Y
O：67

1．00
1．OO

X
O．57

O．35

O．02

図3　α・1．5の場合 図4　a　＝・2．0の場合

ALPHA　：3．0

Z

O．S8

e．2s

O．匹3

o．oo
O．02

O．25

　Y
O．47

O．70
O．70

X
O．47

O．2S

o．o？

図5　α　・＝3．0の場合

　　　　　　　　　　　　　　　4．　お　わ　り　に

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　η項分布のJ－divergenceによる母数空聞は，n－1次元曲面Σ（ακ号）■＝1（0≦ti≦1／ff（i＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴげユ
1，…，n））と同じ距離構造を持つことがわかった，特に，α＝1の時は球面，α謹2の時は平面

と同じ距離構造を持つ定曲率空間である。他の場合は，任意の点で異なる曲率を持っている。

　α＝1の場合の∫一dlvergenceをなすエントロピー関数はShannonエントmuピーであり，又

α＝2の場合のエントロピー関数はGini－index21）22）と呼ばれ，両方とも生態学などにおいて多様

性の指数23）として重要な関数である。これらによるJ－divergenceは，α＝1の時にLewontin24），

α＝2の時にはNei25）によって，それぞれ遺伝学，進化生態学において，多項分布問の鐙集田間の

差を計る量として“母集団問の多様性”と書う名で爾いられている。つまりLewontinは球面上
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で差を測り，Neiは平面上で差を測っていることになる。これらのことから，実用上の面から言っ

ても，αによる拡張はやみくもな拡張ではなく，これらを結ぶ重要な拡張となっているのである。

　さらにRao26127＞は，分散分析（ANOVA）の一一投化の概念として，多様性の分析（ANODIV）

を提唱し，α一エントvピーを用いた多様性の指数によって，カテゴリカルなデータにおける分割

表の分析への可能性を述べており，今後，この分割表の分析などへの母数空間の幾何学的性質が

応用できよう。
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