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Hekkaido　University，　No．　122　（1984）

セールス巡回路に関する二・三の考察（その3）

　榊　原　勝　昭
（昭和59年3月31日受理）

A　Method　to　obtain　the　Shortest　Hamilton－Line

　　　　o聡aTrave簸ng　Sa互esman　prob蔓em

Katsuaki　SAKAKIBARA
（Received　March　31，　1984）

Abstract

　　A　method　to　obtain　a｝1　Hamilton－liRes　which　are　shorter　thaR　a　Hami｝ton－line　for

a　given　example　is　presented　in　this　work．　ln　an　example　composed　of　various　points，

we　can　obtain　the　shortest　Hamilton－line　with　less　｝oss　by　repeatedly　using　thiS

method．

1．　ま　え　が　き

　任意の例題において，それに関する任意のハミルトンラインが与えられた時，それよりも短い

ものの有無を判定し，もし有る場合には，それを要領よく発見し得る方法を見い出した。従って

この方法の手順を繰り返えせぽ，最短のハミルトンラインに到達出来る。ここでは，一般性を損

なわない範囲で簡素化された例によってこの方法の手順を示した。この方法は，従来，最短であ

る事の一般的証明法の唯一のものとなっていたいわゆる金再検査を含んでいない。

2．本 文

　図1の様な配置をした7個の点を例題とする。各々の点から他の6個の点に到る距離を短い順

にならべたものが，表1である。この例題に関する任意のハミルトγラインを1つ作る。それは

目見当で得ても良いし，何らかの手順に従がって得たものでも良い。ここでは次の様にして得た

ものを使う。この表の第1行霞に示されている距離を，図1に結線する。それが，図2である。

ここに示された辺だけでは，ハミルトンラインを作れないので，更に，表1の第2行目のものも

加えて，図3を作り，この中に形成されているハミルトンライン（図4）を，上に述べた任意のハ

ミルトンラインに見立てる事にする。このサンプルの長さは1。＝32．07である。

　次に，7個の頂点の間に出来る21個の辺を短いものから順に並べて，表2を作る。この21欄の

辺から，7個の辺の選び方は21C7通りあるが，本例題の如何なるハミルトンラインに対応する辺の

組も，ここに含まれているのは明らかである。但し，全ての組合せがハミルトンラインに対応す

るわけではない。
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表一1　各点からの距離
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図一4

3

7

4．00 6．08 7．07 8．54 9．22 10．21
1

5 2 6 7 3 4

4．12 6．08 6．71 7．00 7．62 12．00
2

6 1 5 3 7 4

3．00 3．16 7．00 7．21 8．25 9．22
3

7 6 2 5 4 1

5．39 6．32 8．25 8．60 10．20 12．00
4

7 5 3 6 1 2

4．00 5．00 5．10 6．32 6．71 7．21
5

1 7 6 4 2 3

3．16 3．61 4．12 5．10 7．07 8．64
6

3 7 2 5 1 4

3．00 3．61 5．00 5．39 7．62 8．54
7

3 6 5 4 2 1

　ここで，表2の最小の値（3．00，3－7）から始まる連続6個の値（最後は5．00，5－7）を足し

算するとその値はA6　・22．89となり，lo－A6・＝9．18となる。表2においてこの9．18を最初に越え

る値は19項めの10．0である。従って，19番目以後の項を1個以上含んでいる組合せは全て1。よ

り大きくなる。即ち，21C7の組合せのうち，1。より小さくなるものは，19番目以後の項を1つも

含んでいないものに限る事が判る。更に，表2の最小のものから連続5個を足すとA5　・17．89と
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表一2　頂点闘の距離を短い｝顛に並べたもの

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18　19 20 21

3．00

R－7

3．16

R－6

3．61

U－7

4．00

P－5

4ユ2

Q－6

5．00

T－7

5．10

T－6

5．39

S－7

6．08

P－2

6．32

S－5

6．71

Q～5

7．00

Q－3

7．07

P－6

7．21

R一・5

7．62

Q－7

8．25

R－4

8．54

P－7

8．60

S－6

10．0

P－3

10．2

P－4

12．0

Q一一4

表一3　組み合せに関するil｝lj約条稽二

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Il 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

3－7 3－6 6－7 玉一5 2－6 5－7 5－6 4－7 1－2 4－5 2－5 2－3 1－6 3－5 2－7 3－4 1－7 4－6 1－3 1－4 2－4

∩

ヨ
4 2 ナ

1 頑
一　（3）～0

（9）～1

（13）～2

（14）～3

（16）～4

（18）、5

（19）～6

なり，1。一A，・・14．18となる。表2の中で連続する2項の和が最初に14．18を越えるのは，13番目

と14番昌の項でその値は14．21である。この事は，13番自以後の項から2項を採った組合せは全

て1。より長くなる事を示している。即ち，2iC，の中の組合せのうち，1。より短い可能性のあるも

のは，13番以後の項からは1つしかえらんでいないものに限られる事になる。以下同様ij＝　A，，　A，，

A2，　A，及びA。を作り，対応する制約条件を求める。それらをまとめたものが表3である。括弧

内は項数であり，その後ろの数字がその範囲から選び得る最大の項数を示している。例えば，表

3の一番下の（19）～6は，1番目と2番目の項から少なくとも1項を選び，従って残りの3番罵

以後の19項からは多くても6個の項しか選んでいない組合せの中にしか，1。より小さいものが存

在しない事を示している。この事情を式で示すと

　　　2iC7＝2Ce“igC7＋2Ci’igC6＋2C2“igCs　（1）
において，右辺の第1項に属する組合せは全てloより大きなものぽかりという事である。

　更に，表3の3番罠以後の19項からは多くても6項しか選んでいなくても，例えば4番目以後

から6項選んでしまっているものも1。より大きくなってしまう。この事情は式（1）を

　　　2iC7＝　2Co“　igC7　一i一　2Ci（iCo“isC6　一iww　iCie　isCs）＋2C2e　igCs　（2）

と変形すれば，右辺の括弧内の第1項に属する組合せが全てloより大となる事を示している。

　以下同様に，表3にまとめられた制約条件を全て加味すべく式の変形を続けると，最終的に

　21C7X　［2Co’igC7＋2CioiCo’lsC6＋2ClelCl’2Coei6Cs＋2C2e3Coe16Cswwi－2Ci．iCi（2Cle

　　　2Coei4C4＋2C2e3Coei3C3）÷2C2（3Cie2Coei4C4－Y3C2e3Co・i3C3＋3C3e7Co．gC2）

　　　一1一　2Ci’　iCi　（2Ci（2Cie　iCoe　i3C3＋　2C2一　sCe“　gC2）　一ima　2C2（3Cie4Coe　gC2））

　　　一lnv　2C2（3Ci　（2Ci（iCe“　i3C3）　＋　2C2（sCo’　gC2））　一inv　3C2（3Ci“　4Coe　gC2）　）

　　　＋2C2（3Ci（2Ci（iCo．i3C3）＋2C2（sCoOgC2））＋3C2（3Cie4Co．gC2））
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＋2Ci“iCi（2Ci（2Ci（iCi（4Ce・gC2））一1－2C2（sCi（6Ce“3Ci）））

÷2C2（3Ci（4Ci（6Co“3Ci））＋3C2（ieCo“3Ci））

’i－2C2（3Ci（2Ci（iCi（4CoegC2））＋2C2（sCi（6Cod3Ci）））

一i－3C2（3Ci（4Ci（6Co・3Ci））一i－3C2（ioCo．3Ci））÷3C3（7Ci（6CoO3Ci）））

＋2Ci“iCi（2Ci（2Ci（iCi（4Ci（6Co“3Ci）））））

＋2C2（3Ci（2CieiCi（4Ci（6Coe3Ci））））］

＋｛，C、・ICI（、C1（，C，（iCi（、C、（，C1・3C。）＋、C，・，C。））

＋2C2（sCie6Cie3Co＋sC2egCo））

＋　2C2（3C　i　（4Ci（6Ci“3Co）　＋　4C2e　7Ce）　H｝　3C2（ioCi”　3Co）　＋　3C3“　i3Co）

＋　2C2（3Ci　（2Cie　iCi　（4Ci（6C　i“3Co）　Hr　4C2“　gCe）　＋　2C2（sCi“　6Ci“　3Co＋　sCo’　gCo））

＋3C2（3Ci（4Cie6Cie3Co＋4C2egCo）＋3C2eioCie3Co＋3C3・i3Co）

÷3C3（7Cie6Cie3Co＋7C2egCo））｝

4

を得る。右辺の［］内には1。より小さい可能性のあるものはなく不要。この式の要り用な部

分を参照にして表4を作る。この表の見方を第7行目を例にとって説明する。第1欄の2項から

　　　　　　　表一4　可能｛生が残っている組合せ
欄 1 2 3 4 5 6 7 8

2 1 2 2 1 4 6 3

① ② 3 ④ ⑤ 6 7 ⑧ ⑨ ⑩ 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

3－7 3－6 6－7 1－5 2－6 5－7 5－6 4－7 1－2 4－5 2－5 2－3 1－6 3－5 2－7 3－4 1－7 4－6 1－3 1－4 2－4

1 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ 一　一　．　一　一

2 ○ ○ ○ ○ ○ ○　○ －　一　…　〒　7　…　「　…　．｝　［　閉　一　丁　　　閉　…　“　．．へ　　■　．．　　－

3 ○ ○ ○ ○　○ ○ ｛　一　一　一　一　i　一　．　一　．　　一　一

○ ○ ○　○4 ○

5 ○ ○ ○　○ ○ ○ 」　一　内　L　．」　…　一　　．㎞　内　一　．罰　．．一　一　一　・　一　．

6 ○ ○ ○　○ ○　○

○7 O O　O
8 ○ ○ ○　○ ○　○ ○ 一　一　　一　一　一　一　一　－　｝　－　「　｝　旧　…　．．■　罰　一　目　…　闇　．■　一　．一　罹　．．一　．．一　．．一　．圃　“　．．　　　　．．．“

9 ○　○ ○ ○ ○ ○

10 ○　○ ○ ○ ○　○

11 ○　○ ○　○ ○

12 ○　○ ○　○ 一　｝　．　『　　　　一　｝　　了　　　一　皿　．　　　｝　　　｝

13 ○　○ ○ ○

14 ○　○ ○　○

15 ○　○ 一　一　一　　『

16 ○　○ ○　○ ○ 一　『　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　一　一　一

17 ○　○ ○ 罰　値　…　一　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　・

一　．　一　一　一　　一　　　　　げ　　．　一　一　■　　．一　［　　買　■　－　T　［　．一　■　「　一　■　．一　r　　一　「　．　「　．一　W　　　　　　．18 ○　○
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は1項だけを選び，第2欄の1項と第3欄の2項は必ず選ばれ（欄の中の項数と選ぶべき項の数＝

○印の数が同数だから），第4と第5の欄は合併しており合計3個の項から2個選ばれ，同じく6・

7の同合欄の10項からは1個だけが選ばれ，第8欄からは1個も選ばれずに作られる組合せが，

この行に属している。欄の番号の下の数字はその欄の項数を表わし，項の番号につけられた○印

は，その項がサンプルラインの要素である事を示している。

　次にこの各行について，1。より小さいハミルトンラインが存在する可能性の有無を調べる。

　第1行と第2行の場合は，許された範囲内でどんな選び方をしても，その組合せの各要素に，

サンプルの要素の大きくないものを1対1の対応をつけ得る。従がって，この場合の組合せに対

応する長さは全て1。を越えてしまう事になる。

　第3行と第4行の場合には，第2欄と第3欄に固定された3欄の要素が部分的な閉路を作って

おり，これは，この行に属する組合せで，ハミルトンラインを形成し得ない事を意味する。

　第5行の組合せで最小の値のものは，○印の位置の項ぽかり7個選んだものであるが，その値

ex　32．88＞10である。この事は，1。よりも小さくなるものがない事：を意味している。

　第6行はちょっと複雑である。第1欄で（3－7）を採れば，第2欄で（6－7）が固定されてい

るので，それ以上7がらみのものは選べなく従って，第4・第5の合同欄の3項のうち（5－6）しか

選べない事になるが，これは第2欄と第3欄で固定された（6－7），（2－6）の6と相まって，ハ

ミルトンラインになる事を防げている。第1欄で（3－6）の方を採れば，これまた6がネックと

なってハミルトンラインをなし得ない。』即ち，この行にはハミルトンラインをなし得る組合せは

存在しないのである。

　第7と第8行についても第6行と同じ事がいえる。

　第9行と第10行は，第2・n9　3の合同欄の3項から，（6－7）を採れば第1欄の（3－7），（3－6）

と部分閉路を作りハミルトンラインになれなく，（6－7）以外のものを採れば，サンプルの要素と

の1対1対応で1。よりも大きくなってしまう事が判る。

　第11行と第12行の場合は，第2・第3の合同欄の3項のどれを選んでも，第1と第4欄に圃定

された要素との関係で，ハミルトンラインをなし得ない事が判る。

　第13行においては，第2・第3の合同欄の（6－7）は第1欄の項と部分閉路をなすので選べな

く，（1－5），（2－6）を採らざるを得ないが，この場合は，最小のものでも，1。よりも大きくなっ

てしまうのが見える。

　第15行は第2・第3の合同欄で（6－7）を採ると第1欄の項と部分閉路を作るので，（1－5）と

（2－6）を選ぽなけれぽならないが，すると第1欄の（3－6）と合わせて6が2度出てしまうの

で，第4・第5の合同欄では（5－6）は採る事力咄来ず，（5－7）と（4－7）を採る外なくなり，

すると今度は第1欄の（3－7）と合わせて7が3度出てしまう。従って，この行にもハミルトン

ラインに対応する組合せは存在しないのである。

　第16行においてもi司様に，6又は7が3度出てしまいハミルトンラインを作り得ない。

　第17行と第18行は第1欄と第2欄に固定された3つの項が部分閉路を作り，この行にもハミ

ルトンラインは存在しない事が判る。

　第14行だけが文句のつけ様がなく残ってしまう。ここの条件で作れる組合せの数は2C2・3C2・3Cl・4

C，・gCo＝54通りであるが，ここにもハミルトンラインをなさないものが含まれている。即ち第2・

第3の合同欄で（6－7）を探れば第1欄の二つの項とで部分閉路を作ってしまい，それを除けば2

C2・3－IC2・3Ci・4C2・gCo　・18通りとなる。これの中で第4・第5の合同欄で（5－6）を採ると既に固
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定された（3－6），（2－6）の項と相まってハミルトンラインを形成し得ない。すると残されたも

のは2C2・3－IC2・3－ICI・4C2・gC。＝12通りとなる。この12通りのうち1。よりも小さくなるものは唯1

通りしかなく，それは，（3－7），（3－6），（1－5），（2－6），（5－7），（1－2），（4－5）であるがこ

れは5を3個含んでいるのでハミルトンラインをなさない。ちなみに，サンプルはここに含まれ

ている。

　以上の事は，サンプルとして選んだハミルトンラインよりも短いものが存在しない事を示して

いる。即ち，サンプルラインが，従来の総列挙による“全数検査、、とは異なる方法で，最短のハ

ミルトンラインである事が示されたのである。

　ここでは，えらんだサンプルが偶々そのまま最短のものであったが，そうでなけれぽ，表4の

いくつかの行が行全体として失格になる事なく残るであろう。そして，それらの行に含まれるハ

ミルトンラインの数が手項なものであれば，そこの部分を列挙比較して最短のものを選べばよい

し，七赤に多くのものが残っているのなら，一部だけを抜き出して，その中の最小のものを新た

なサンプルに見立てて，以上に示したと同じ手順を繰り返せば，何度目かには，残りの範囲が手

頃な量になる。勿論，更に繰り返して，サンプル以下のものはないという所まで追いこむ事も出

来る。

3．　あ　と　が　き

　以上の内容から，ここに示した方法が，如何なる例題に対しても適用出来る事は明らかになっ

ていると思うが，例題の頂点の数はいくらでも増し得るわけで，その数がどれ位の時にどの程度

の作業量の短縮につながるのか等は検討中である。如何なる例題においても，サンプルが短かけ

れば短い程，作業量は少なくてすみ，従って，最短のハミルトンラインとおぼしきものの真偽の

判定には威力を発揮すると考えられる。又，セールス巡回路の問題では，稠密部分と孤立してい

る頂点が厄介なものとしてついて廻るが，前者は，表3の初めの部分に集まり，後者は終りの方

に集まり，従って，それらの影響は，表4の下部又は上部の行に集中し，ハミルトンラインにな

り得ないか或いはloより長いとしておおいに棄てる事が出来るとは思われるが，更になにがしか

の工夫がある様に思う。最後に，ハミルトンラインの最短のものがある1行だけにまで追いこむ

まで，この方法を繰り返さない場合には，可能性のない不適な部分を束にして除外しているとは

いえ，“全数検査法、、の変種の一つであると見なす事も出来る事も指摘しておく。
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