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北海道大学工学部研究報告

第123号（昭和59年）

Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering，

　Hokkaido　University．　No．　123（1984）

ISMにおける一般化完全推論行列の理論

加　瀬　誠　志＊　大　内　　　東“＊

栗原正仁＊＊加地郁夫＊＊
　　　　　　（昭和59年6月30日受理）

Impiicatien　structures　for　geRera｝ized

　　　亙㎜P盈圭ca重io疑照£rix　in亙S醒

Satoshi　KAsE，　Azuma　OHucHI，　Masahito　KuRmARA　aRd　lkuo　KAJi

　　　　　　　　　　　〈Received　June　30，　1984）

Abst欝act

　　IB　this　paper，　the　theory　of　genera｝ized　complete　implication　matrix　is　described

which　expresses　the　implication　s£ructures　of　interpretive　structural　modeling　（ISM）．

Explicit　expression　of　the　complete　implication　matrix　is　obtaiRed　by　analyzing　the

implication　relations．　A　simple　three－step　algorithm　is　proposed　for　geReratiRg　the

complete　implication　matrix　by　using　this　result．　Tke　theory　makes　it　possible　to　do

transitive　embedding　process　of　ISM　flexibly．　The’results　obtained　in　this　paper

includes　a　Warfield’　interconnection　theory　as　a　special　case．

1．　ま　え　が　き

　現代のシステム工学が対象とするものは大規模，複雑，多目的かつあいまいなシステムへと広

がっている。これらのシステムの構造を解析し，十分に掘握するにはもはや計算機の膨大な処理

能力の援助を抜きにしては考えられないであろう。計算機援用のもとでのシステム解析の一三法

に構造モデリング法があり，これの代表的なものとして，」．N．Warfleld氏が中心となって開発し

たISM（lnterpretive　Structural　Medeling）法がある。

　Warf圭ed氏は文献（2）において，このISM法における推移的結合（Transitive　coupling）を実

現する手段として完全推論行列Ψを導入している。推移的結合とは，二つのサブシステムを推移

的二値行列AとBで表わし，結合したシステムをMで表わすと，可到達行列

M：
kAX

を求める問題となる。ここで，AとBは既知の可到達行列であり，　XとYは未知の行列である。　X

とYの聞には推論関係があり，この関係にもとづいてXとYに値：1と0を埋めていく。この推

論関係を完全に表わしているのが完全推論行列である。

　本論文ではMの構造を（1）式のようにブwック化されているものに限定せずに，一般的なM（未

知要素を任意の位置に含むもの，ただしMは反射的）に対して，一般化推論行列Ψおよび一般化
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完全推論行列Ψ＊（本論文では以後単に推論行列，完全推論行列と呼ぶ）を定義し，Ψ＊の性質を

明確にすることによって，　ISMにおける推論構造を理論的に解析し，さらにΨ＊生成のアルゴリズ

ムを示す。すなわち

（1）Ψ＊の行列成分をMから計算する式を得ている。

②　Ψ“を求めるアルゴリズムを提案している。

㈲　Ψ＊を詳細に解析している。

〈4＞推移的結合は本理論の特別な場合であり，完全に包含することを示している。

などである。

2．完全推論行列の一一rw化理論

2．1諸記号および諸定義

　〔諸記号〕　本論文で使用する記号を以下に示す。代数は特に断わらない限りプール代数に従

う。

　N＝｛1，2，…　，n｝：システム要索に対応する添字の集合。

　J＝　N×N：すべての要素二項対（i，1）の集合。

　R：システム要素間の二項関係を表わすテートメント（Contextual　relation）。　Rは推移的であ

　　　るとする。

　R，R，　R：いずれもN以上の二項関係で，

　　iR」が成り立つときゴRゴ

　　iRjが成り立たないときゴRゴ

　　ご瓦　が成り立つか否か現段階で不明のとき武5と記す。

　M：Nを添字集合とする正方行列で，その（i，1）要素は次式で考えられる。

臨一
o1，　，R　，・O，　，R，　（2Xiゴ，，Rゴ）

　　ただし，X♂ま未知数（プール変数）である。

　、（M＞i：Mの量列成分。

　．（M）」：Mの1行成分。

　以下では便宜上，食は推移的であるほか反射的であるとする。すなわち，すべての呈∈Nに対し

て，iRiが成り立つ。すなわち，　Mii＝：1である。

　〔定義1〕　垂直添字集合Vと水平添字集合Hを持つ反射的二直行列Ψが推論行列であると

は

Ψどゴ（V，H）＝1一⇒Vピ→Hゴ

Ψづブ（V，H）；0一⇒Vど吟Hゴ

であることを言う。

　〔定義2〕　②式のMに対して

　（1）Mが無矛盾であるとは

　　　Mぎゴ灘0，M潮型Mた滞1

を満たすi，1，k∈Nが存在しないことを轡う。

　（2）Mが極大であるとは，任意の未知数xざゴの添字の組（i，j）に対して以下がいずれも成り立つ
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ことを言う。

　　Mk」＝0，　Mki＝1なるkGNが存在しない。

　　Mik　＝O，　M」h　＝1なる妓Nが存在しない。

　　Mik＝Mた搾1なるk∈Nが存在しない。

　（3）Mが可到達行列であるとは

　　M＋1＝M　　（反射陛）

　　M2＝M　　　（推移性）

が成り立つことを言う。Mが可到達行列ならば，　MTも可到達行列である。

2．2　完全推論行列の一般化

（3）

（4）

　完全推論行列はすでに述べたように，推移的結合における推論関係を表わすものであるが，M

を一般化することによって，推移的具象化における推論関係を表わすことができる。このときM

の性質としての無矛盾性，極大性が満たされ，かつMは可到達行列となっていればよい。以下で

はこれを満足する完全推論行列を生成するための定理について述べる。

　〔定理1〕　Mから生成される推論行列は以下のとおりである。

　　M（r（M）i，　r（M）i）　（5）
　　Mjil（r（M）i，　r（M）j）　’　（6）
　　M（c（Mi）i，　c（Mi）i）　（7）
　　Mjil（c（M）i，　c（Mi）j）　〈8）
　　M’（r（M）i，　c（M）i）　（9）
　　Mi，・1（r（M）i，　c（M）」）　（le）
　（証明）　付録の証明1を参照。

　定理1よりMに対する推論行列Ψの（i，」）ブロック要素を求めることができる。以下にそれ

を示す。

1）Mの1－1推論行列　　1行から1行への推論行列を考える。いまMip一一’　M」qであるとする

と，（5）式，（6）式よりそれぞれ

　S（i，　j）Mpq＝1，　O（p，　q）MJ’i＝：　1

である。これらのいずれかが成立すればよいから，

　S（i，　j）Mpq十a（p，　q）MJ・i　＝　1

が成立していればよい。この式において

　i　・jの場合　δ（i，j）M的＋δ（P，　q）Mが漏Mρ9

　i需の場合　δ（i，j）MPq＋δ（P，　q）M」i＝δ（P，　q）Mガ

であるから

　Ψ晶＝δ（i，j）M＋δ（i，j）Mブゴ1

である。

（1　1＞

2）Mの。－o推論行列　　i列から」列への推論行列を考える。いまMμ一Mqゴであるとする

と，⑦式，（8）式よりそれぞれ

　S（i，j）Mpq　：1，　5（p，q）Mji＝1

である。これは1＞の場合と同じである。よって

　Ψ詣凱Ψ晶　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）

である。
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3）Mの1－0推論行列　　三行から1列への推論行列を考える。いまMiP　一’　Mq」であるとする

と，（9）式，（le）式よりそれぞれ

　δ（i，1）MTρ9鳳！，δ〈P，q）Mゴゴ＝1

である。これらのいずれかが成立すればよいから，

　δ（i，j）MTPq＋δ（P，q）Mw＝1

が成立していればよい。この式において，

　i＝jの；場合　δ（i，j）MTPq÷δ（P，q）M殉国MITρq

　i≠jの場合　δ（i，　j）MTρ，＋δ（P，q）M，ゴ・δ（P，q）Mガ

であるから，

　Ψ誌；δ（i，1）］敢T十sl（i，j）瓢歪」1

である。

　定理1からMのO－1推論行列は存在しない。ゆえにΨは以下のように書ける。

Ψ一
kWMM　¢Ψ睡　ΨMM〕

　　　毒　1

（M），c（画）で添字付けられる。

（13）

（1　4）

ここでΨ繭はMの0－0推論行列であD，（c（M），c（M））で添字付けられる。ΨM厳はMの1－

1推論行列であり，（r（M），r（M））で添字付けられる。ΨMMはMの1－0推論行列であり，（r

　ここでΨは推移性を有するから，完全推論行列Ψ＊はΨの推移的閉包をとればよい。次にこの

ΨからΨ宰を求める定理を示す。

　〔補助定理〕　無矛盾，極大な可到達行列Mにおいて以下が成り立つ。

M・隠MM・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑯
　（証明〉　付録の証明2を参照。

　〔定理2〕　Ψが（14）式で与えられるとき，Ψ”　・Ψ2であり，以下のように書ける。

Ψ・一 kΨ：藷却　　　　　　　　（17）
ただし，

　Ψ寧議＝MがM　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ユ8）

　Ψ寧晶謀MがM：T十砿ゴM　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　働

　Ψ＊燕＝Ψ＊蔽瓢Mゴ¢M　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑳

　（証明）　詳細な証明は付録の証明3を参照。証明の概略は以下のとおりである。

　Ψの推移的閉包は堅「嗣≠望r』グ＋1となるkまでΨをべき乗ずれば得られるので，Ψ≠Ψ2

＝Ψ3を示せばよい。（14）式のΨは下三角ブロック行列であるので，Ψ2，Ψ3はそれぞれ以下のよう

に書ける。

Ψ・一 kぎ煎却，Ψ・一〔器㌔編〕

ここで，Φ2＝Ψ繍Ψ雨十ΨMMΨ癒，Φ3＝Φ2Ψ繭十Ψ㌔MΨM輌である。

　あとは補助定理と（11＞～（13）式を用いてΨ2とΨ3の第（i，1）ブロックを実際に計算すれば以下の式

を得る。

　　Ψ＊識ごΨ＊藩＝δ（i，j）M÷δ（i，j）MプごM

　　Ψ課蔽＝δ（i，1）MT＋δ（i，j）（Mが厳丁＋M：ガゴM）
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ここで，Mの反急性よりMii＝1，Mii　：0に注意すると（18）～’（20）式を得る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　定理2におけるΨ＊が従来の完全推論行列の一一re化であることは，この定理の導出過程より明

らかである。

2．3　完全推論行列を求めるアルゴリズム（三スチップ・アルゴリズム）

　定理2の結果を用いると，推移的閉包をとらなくともΨ＊を求めることができる。このアルゴリ

ズムを以下に示す。

　〔完全推論行列を求めるアルゴリズム〕

〈ステップ1＞　行列N，，N2，　N3を以下のように置く。

　N，＝N，＝：MT，　N，　＝M

〈ステップ2＞　イ）N，に対して以下の置換を行ない，Ψ㌔MとΨ＊MMを求める。

　（a）N，のすべての1をMで置換する。

　（b）N，のすべてのxをxMで置換する。

　（c）N、のすべての0をφで置換する。

ロ）N2とN3に対して以下の置換と加算（プール和）を行ない，　IY　“MMを求める。

　（d）N2のすべての1をM－Tで置換する。
（e）

（f）

（g）

（h）

（i）

＜ステップ3＞

W“　tr　［

と置く。

ステップ2のイ）の結果が㈱式を，ロ）の結果が（19拭を満たすことは明らかである。

N2のすべてのXをX］更Tで置換する。

N，のすべての1をMで置換する。

N3のすべてのxをxMで置換する。

N2とN3のすべての0をφで置換する。

N2十　N，を実行する。

　　　　　Ψ㌔M，Ψ㌔幕，Ψ㌔柄からΨ寧を求める。

￥iM：　g＊．．］

3．完全推論行列の構造

　完全推論行列の構造を各ブロックごとに詳細に検討する。

1）Ψ寧獄内における推論構造は⑯式より，c（M）jの第i要素Mゴゴとの。（M）qの第p要素MPq

の間には，MqiMiP＝1のときMfゴ→MPqなる関係がある。これを表1にまとめる。この結果を詳

細に述べると以下のとおりである。

　a）q＝jの場合

　　イ）MiP＝：1　ならば，ただちにMゼ・Mρ此推論できる。

　　w）MiP　”Xipならば，　MiPに値1が与えられたときに粛ゴゴ→Mρ，と推論できる。

　　いずれの揚合も瓢ρに値1が与えられたときに狐ゴ→醗pゴと推論できる。これは（付3）式に

　対応する。

　b）q≠1の場合

　　イ）i＝p　ならば，Me」に値1が与えられたときに蕨ガゴ→Miqと推論できる。これは（付5）式

　に対応する。
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袋l　MqiMiPの値 表3　Mqi難Tiρの値

q；ブ q‡ブ q＝げ q≠ガ　　　　Mgゴ

lfρ 1 1
Xqゴ

　　Mgf

lT」ρ 1 1 Xgf

ガ濡P 1 1 1
Xqゴ

1 1 1
Xg‘

1 1 1
Xgゴ

一T
w　ゴρ

一T
wゴρ

一T
w　ブρ

一T
w　jρXqf

ガ≠P

Xψ Xψ Xψ XψXgゴ

表2　MPi　Mjqの値 衰4　Mごq晒ρの値

P＝ガ P≠ガ ブ＝P ノ≠P　　　　　Mρゴ

l：ゴ9 1 1 Xρご

　　　Mゴρ

Z9 1 1
Xゴρ

ブ罵q 1 1 1 Xρピ 1 1 ／
Xノρ

1 1 1 Xρピ 交fq 3ζfg 浩q 一xガgxゴρ

ブ≠q

Xゴ9 Xゴ9 Xゴσ XゴgXρご

　ロ）i≠pならば，MqjとMiPに値1が与えられたときにMご戸M♪qと推論できる。

2）　Ψ＊川内における推論構造は⑫賦より，r（M）iの第1要素Mf5とr（M）pの第q要素Mρq

の間には，MPiM」g＝1のとき瓢戸MPqなる関係がある。これを表2にまとめる。この結果を詳

細に述べると以下のとおりである。

　a）P＝iの場’合

　　イ）Mjq＝1　ならば，ただちにMごゴ→Mガgと推論できる。

　　u）Mゴg＝XjgならばM」qに値1が与えられたときにMガ→Mご，と推論できる。

　　いずれの場合もMゴqに値1が与えられたときにM々→Mざ，と推論できる。これは（付4）式に

　対応する。

　b）P≠iの場合

　　イ）1＝q　ならば，MPiに値1が与えられたときにMfゴ→Mρゴと推論できる。これは（付2）

　式に対応する。

　　ロ）1≠q　ならば，MPiとM」qに値1が与えられたときにMfゴー・Mp，と推論できる。

3）　Ψ㌔納における推論構造は㈹式より，r（M）iの第1要素M，ゴと。（M）qの第p要素Mp，

の間には，MqiMT」p＋MliqMjp＝1のときMガゴ→財ρ，なる関係がある。これを，　Mg、MTブ戸1また

はM’奄曹l」p；1となる場合ごとにそれぞれ表3，表4にまとめる。この結果を詳細に述べると以下

のとおりである。

　a）q＝iの場合

　　イ）MTjP　・，1　ならば，ただちに瓢戸Mμと推論できる。

　　ロ）MTブρ繍又㌃　ならばMTゴρに値1が与えられたときに瓢戸Mρfと推論できる。

　　いずれの場合もM5ρに値1が与えられたときにMが舛M義と推論できる。これは（付7）式に

　対応する。

　b）q‡iの：陽合

　　イ）蘭丁ゴρ讐1　ならば，Mqiに値1が与えられたときにMごゴ→Mρqと推論できる。

　　w）M：Tゴρ＝父Tゴρならば，MqiとMTゴρに値1が与えられたときにMガ→Mρgと推論できる。
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　c）j＝　pの場・合

　イ）M：’iq＝1　ならば，ただちにMf戸Mゴgと推論できる。

　ロ）Mご搾又f9ならば，　Mqに値1が与えられたときにMゼMゴqと援論できる。

　いずれの場合もMi，に値1が与えられたときにMij一　Mjgと推論できる。これは（付6）式に

　対応する。

　d）j）Epの場舎

　　イ）Miq　＝1　ならば，　M」Pに値1が与えられたときにMガ→Mρgと推論できる。

　　m＞M一編　ならば，MjPと瓢gに値1が与えられたときにMガ・Mρqと推論できる。

　ここで，Ψ＊醗およびΨMM内でi＝pまたはj【qの場合，Ψ＊瞬内でi・＝qまたは1＝pの場合は

（4）式から直接得られるものである。これを基本推論と呼ぶ。基本推論以外のものは（4拭からは直

接得られず，完全推論行列の生成にともなって得られるものである。上記推論全てを完全推論と

呼ぶ。明らかに，基本推論は完全推論の特別な場合である。

4．例

文献（2）の例題を提案したアルゴリズムで解く。

Mが次のように与えられているとする。

ここで，文献②の添字と一翻させるため

x一
k畿工Y一〔ii；i〕

題

とする。このMに提案した三スチップ・アルゴリズムを適用する。

　〔ステップ1〕

N1＝：N2＝

l　l

O　l

Xl　X2

×3　X4

×5　X6

Yl　Y2　Y3

Y4　Y5　Y6

1　i　l

O　l　l
O　1　1

’ N3＝

0　1　文1父2文3

0　0　文4ff5文6

ヲ1ブ2　0　1　1

ア3ブ4　0　0　0

ア5ヲ6　0　0　0

〔ステップ2〕

イ）

Ψ零蒲＝Ψ＊MM　：

　M　M　yiM　y2M　y3M
　di　M　y，M　y，M　y，M

xiM　x，M　M　M　M
x3M　x4M　di　M　M
x，M　x，M　¢　M　M
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w）

llf＊M　M＝

〔ステップ3〕

　　MT
　　　¢

xiMT＋　y－iM

x3MT十ア3M

x5MT十ア5M

　　　　省略

MT十M　yiMT十XiM
　　MT　y4MT十X4M
x2MT十　y’2M　MT
x4MT＋　y－4M　¢
x，M－T－F　y，M　¢

y，iillr’十R，M　y，MT十x，M

y，MT十x，M　y，tt　T十x，M

巫T十M　　MT十M

　　MT　tt－T
　　MT　MT

ここで，文献（2）では添字を。（X），r（Y）としているから，Ψ“をこの添字で圧縮すると，

W”MM（c（X），　c（X）　）　＝＝W“MM（r（Y），　r（Y））　＝

W“MM（r（Y），　c（X）　）　＝

0

1

0

0

0

0

o

o

o

o

o

o

1

1

0

1

0

！

となる。この結果は文献（2）と一一一・到している。

0

1

0

0

0

0

1

1

0

1

0

1

1　0　1　0　1　0
1　1　1　1　1　1
0　0　1　0　1　0
0　O　1　1　1　I
O　O　1　O　1　O
O　O　i　1　1　1

o

l

o

o

o

o

5．　む す び

　完全推論行列の一般化について考察し，以下の結果を得た。

　（1）未知要素を対角以外の任意の位置に含むMに対して完全推論行列を理論的に定義した。

　②　完全推論行列を求める三スチップ・アルゴリズムを構成した。

　（3）完全推論行列の推論構造を詳細に示し，従来の推移的結合および推論行列を包含すること

　　　を示した。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一

　本理論を用いることによって，推移的具象化をさらに柔軟にすることが可能となった。その反

面，本理論による完全推論行列は多くの記憶領域を必要とする。

　今後の課題としては，完全推論行列の縮小を行ない，少ない記憶領域で推論構造を表わす手法

の開発がある。
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5）大内・栗原・加地：「ISMの推移的結合における完全推論行列の考察」電学論C104，5（昭59－5＞
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　付　　　録

補助定理と定理の証明

1．〔定理1〕の舐明　　（3），（4）式を再掲する。

M十1＝M
M2＝M
Mが可到達行　1】であるならば（3），（4）式が成立している。

（4）式を要素で表わすと

ΣM菌M肉ゴ霜Mfゴ

となる。この式から灘かれる推論関係は以下のとおりである。ここで→は“ならば”を意味する。

1＞Mikm　1の場合

　　M短漏1　艸　Mfゴ：1
　　M∬漏0　吟　M産，漏0
2）Mik＝　Oの場合

　　MゆMρ戸王となるpが1つでも存：雀すればMf汗1となるから，推論関孫はない。

3）M層＝1の場合

　　Milt＝1　→　Mfノ謹1
　　瓢ゴ濡0　→　Mik　＝：0

4）M屑篇0の場合
　　MゆMρブ薫1となるpが1つでも存在すればMが罵王となるから，推論関係はない。

5）Mσ歳1の場合
　　M級M厨＝1となるkが1つでも存在すればMゴ瓢1となるから，推論関係はない。
6）Mij　＝0の場合

　　M，，，＝1　一，　M，」＝O

　　Mたゴ漏1　”　Mik　＝0
（付2）式～（付7）式の推論関係は無矛盾性，極大性を満たしており，この他に推論関係はない。

～（付7）式より以下の推論行列を得る。

　（付4）式より　M（r（M）1，r（M）i）

　（付2）式より　Mゴ雇（r（M）k，r（M）i）

　（付3＞式より　M（c（M）1，c（M）1）

　（イ寸’5）　式よD　 Mk」1（c（M）j，c（M）k）

　（付7）式より　瓢T（r（M）k，c（M）k）

　（付6）式より　Md（r（M）i；c（M）j）

（付8）式～（付13）式の添字を入れ換えて整出すると（5）式～〈10）式を得る。

2．　〔補助定理〕の三明　　（15）式，（16）式を再掲する。

MT篇班TM
MT篇MMT
1）⑯式において，有辺のij要素は
　（M’TM）i，・　・　ZM’1’ift　Mkj

　　　　　　々
　　　　　漏MT・・M・’＋浸MT繭M厨

　　　　　＝M㌔＋Σ巫㌦鳳ゴ　（∵Mjj　：1）
　　　　　　　　　た癖ゴ

　　　　　≧M↑どゴ

よって，MTM≧MTである。
2）（15＞式において，省辺のij要素は

　（M’i’M）fゴ＝ΣMTごたM厨

　イ）MT竺1の場合
　　ΣMT，，Mk」≦1＝MTσ
　　ぬ　ロ）簸Tσ≠1の場合

（3）

（4）

（付1）

（付2）

（付3＞

（イ寸4）

（付5）

（付6）

（付7）

（付2）式

（付8）

（付9）

（付10）

（付ユ1）

（付12＞

（付13）

（証明終）

（15）

（16）

ヨk；簸T旙M厨＝1と仮定すると，推移性より巫㌔篇1となり上記前提条件と矛麿するのでこの仮定は

あやまりである。．よって，この仮定の否定をとると
vl〈　；　MTik　＝　o　or　Mhj　，xe　O

である。よって，Σ薙丁醜M短＝0≦羅㌔である。
　　　　　　　た
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　イ），ロ）よ1）MT≧羅TMである。よって1＞，2＞より羅T＝MITMである。
　同様にして，MTとMMTである。
3．〔定理2〕の証明　　（14＞，（10，（12），（13）式を再掲する。

Ψ一 k無勢〕
　Ψ藷罵δ（1，」）M十δ（i，1）Mガ1

　Ψ瀬葉漏Ψ晶

　Ψ賎ξ総＝δ（i，」）MT十δ（i，　j）Mij　I

⑯式より

Ψ・一
k9：醜、MM〕，Ψ・一〔9：雨噌，一〕

ここで，Φ2＝Ψ瞬Ψ醐÷ΨMMΨ緬，Φ3＝Φ2Ψ繭＋ψ2關Ψ繭である。

1）Ψ2の第（i，」）ブロック要素を計算する。

a）Ψ2論＝ΣiΨ誌Ψ轟
　　　　　　な
　　イ）i＝1の場合

　　Ψ2磁＝Ψ識Ψ晶＋ΣΨ蒲Ψ轟
　　　　　　　　　　たまゴ
　　　　　竺MM十ΣM譲Mfた1
　　　　　　　　ノまヰゴ
　　　　　＝M＋ΣM，，M，，1
　　　　　　　み　ピ
　　　　　：M　　（∵ΣM，，M，，1≦1≦M÷王・M）
　　　　　　　　　　た　　ロ）i≠1の場合

　　Ψ2識＝Ψ煮Ψ識十Ψ漁Ψ轟十ΣΨ識Ψ轟
　　　　　　　　　　　　　　　なやガレゴ
　　　　　＝・MMゴ，1十M，，IM十Σ臨涯M蹄1
　　　　　　　　　　　　　ゐまらゴ
　　　　　　・M，・iM十ΣM，，，M，，，1

　　　　　　　　たホゴロノ
　　　　　＝M」，M　　（∵ΣM屠M蹄1≦更≦M十1＝M）
　　　　　　　　　　た≠らノ　イ），ロ）より

　Ψ2轟＝δ（i，1）M十δ（i，j）Mゴ，M

　　　　：・　Mji　M　　（∵Mii＝1）

　ここで働武と上記結果より

　Ψ2蔽＝Ψ2晶＝・Mj，M
b）Φ2ガ＝Σ（Ψ鵡Ψ轟十Ψ蒲Ψ鵡）
　　　　　た
　イ）i”＝jの場合

　　Φ2び＝Ψ蔽Ψ論÷Ψ晶Ψ三十Σ（Ψ蒲Ψ轟÷Ψ蒲Ψ轟）
　　　　　　　　　　　　　　　たやど
　　　　＝＝　MTM十M簸T十Σ（M，，IM，，1十M々，IM，，1）
　　　　　　　　　　　ゑヰご
　　　　＝MT＋Σ（M，，M，，，1÷M，，M，，1）
　　　　　　　な　ご
　　　　二璽丁　　（∵Σ（Milt　M，k　1十MkiMki　I）＝0）
　　　　　　　　　　た≠ガ
　ロ）i≠jの場合
　　Φ2嶋蝋型＋臨w嵩＋Ψ晶蝋＋蝋陶献馴臨島喘＋蟷蝋）
　　　　＝・・　M：’「MjiI十MMfバ率MfブIM十M，JMT十Σ（M誕M蹄1十M雇IMJ＞
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　たまごロゴ
　　　　＝　M」iMT十Mf」M十Σ（M醗Mゴ四十　M，，　M，j　1）
　　　　　　　　　　　　た　ムゴ
　　　　ロMゴ説T＋MごブM　　（∵M、kMjk　・：1→M、j＝1，M航M、ゴ漏1→Mごブ＝1

　　　　　　　　　　　　　　よって，Σ（M繭Mゴ濤十　M，，M，j　1）≦Mf蝉≦M」M）
　　　　　　　　　　　　　　　　　k≠f．ゴ　イ），ロ）より

　Φ鋤：δ（i，1）MT十δ（i，1）（MゴfMT十MuM）

　　　＝　Mj、MT＋M、ゴM　　（∵Mii＝1）
2）Ψ3の第（i，1）ブロック要素を計算する。

　a）Ψ3晶篇Σ】Ψ2論Ψ轟
　　　　　　な
　イ）1；1の場合
　　Ψ3謡二Ψ2轟Ψ轟＋ΣΨ2識Ψ轟
　　　　　　　　　　　セヰガ
　　　　　＝M，，MM十Σ　M，，MM，，　1
　　　　　　　　　　たきガ
　　　　　＝M十ΣM，iM，，　M
　　　　　　　た　ゴ
　　　　　＝M　　　（∵ΣM，，M，，M≦M）
　　　　　　　　　　　商≠ご

（証明終）

（14）

（11）

（12）

（13）

（付14）

（付15＞
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　ロ）i≠1の場合

　Ψ3瀟＝Ψ2晶Ψ轟十Ψ2論Ψ蔽十ΣΨ識Ψ轟
　　　　　　　　　　　　　　なおり
　　　　・”M，，MMj，1十M，，MM幸ΣM，，MM」，王
　　　　　　　　　　　　　た・酎，ノ
　　　　w・M」tM十ΣM屠M蹄厳
　　　　　　　ルおゴ　ゴ
　　　　＝M∬M　　　（∵Σ　M，，　M，，M≦M」，M）
　　　　　　　　　　た‡ご．ブ
イ），ロ）より

　Ψ3轟xδ（i，1）M十δ（i，j）M万M　　　　　．

　　　二Mゴ，M　　（∵Mii＝1）
岡様にして，Ψ3認1＝M」，Mであるから

　Ψ3轟l11二Ψ3轟・M」iM　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（付玉6）

b）Φ3ガプ・mΣ（Φ2fたΨ轟十Ψ2鵡Ψ漏）

　イ）1＝：1の場合

　Φ3fゴ漏Φ2巨Ψ論＋Ψ2、ll，Ψ誌露＋Σ（Φ2旙Ψ轟＋Ψ織臥吊）
　　　　　　　　　　　　　　なヰゴ
　　　竺MTM十MゴfMMT十Σ（（M配MT十M，，M）M読1÷M，，MM，、i　1）
　　　　　　　　　　　　だヰガ　　　漏翫TM十MMT十Σ（M，iM，，　MT　÷　MikM，，　M／十Mh　，・　M－ki　M）

　　　　　　　　　　ゑぷご
　　　＝　MT　　（∵補助定理と，　Mih　Mik　＝：　O，　M々ゴMゐF　Oより

　　　　　　　　　Σ（M雇MfたMT十M敵M晒M牽M屠M雇M）≦MT）
　　　　　　　　　た羊ガ　ロ）i≠1の場合
　Φ3ゴゴ謹Φ2”Ψ煮＋Ψ2憲，Ψ輪＋Φ2吻轟＋鱈1《，Ψ、嶽＋Σ（rp2’hΨ轟＋Ψ、繍Ψ轟〉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た　ガロゴ
　　　ニMTMゴほ十MfごMMごバ十（M方M：T十M「fゴM）M十M∬MMT

　　　　　　　　　　　　十Σ（（MたfMT率M油M）Mノた1一トM雇MMた，1）
　　　　　　　　　　　　　ゑキゴげ
　　　＝MjiM’r十M～ノM十Mが簸TM十狐ノM十月間，M蝦i’

　　　　　　　　　　　　　　　÷Σ（M，，Mゴk簸T十丁々MゴゐM十M層楓∫M）

＝M，，簸丁十短θM
　　　たまらゴ
（∵M配M疎＝1縛Mが漏1，Milt　Mjk　y　1→Mごゴ漏1，

　M屠Mたブ漏1→M々＝1，これより，
　Σ（M，iMj，MT十M，M」，，　MヰM，，，rmM，j　M）…≦Mが凝丁十MσM）
た≠i．j

イ），ロ）より

Φ3ピゴ・・δ（i，1）簸T率吾（i，j）（Mゴゴ簸T十MfゴM）

　　＝MがMT十MりM　　　（∵Mii＝1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（付17）
以上より，　（付ユ4）式と（付16）式，　（付15）式と（付17）式を比較すれば定理の結果を得る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）


