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北海道大学工学部研究報告

第124号（昭和60年）

Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering，

　Hokkaido　University，　No．　124　（1985）

α一エントロピーに基づく推定量の分散について

佐藤義治　種市信裕　 河口至商
　　　　（昭和59年9月29日受理）

On　tke　variances　ef　estimaters　based　on　aR　a一一entropy

　　Yoshiharu　SAToL，　Nobuhiro　TANEicHi　and　Michiaki　KAwAGucHi

　　　　　　　　　（Received　September　29，　1984）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　The　estimation　problem　in　which　the　probabilities　of　multinomial　distribution　are　the

functions　of　unknown　parameters　is　discussed．　Three　types　of　estimators／are　offered　using

the　theory　of　parameter　space　of　the　multinomial　clistribution　based　on　an　a－entropy，　reported

in　the　previous　paper．　These　estimators　include　the　maximum’likelihood　estimator，　minimum

chi－square　and　minimum　modified　chi－square　estimator　as　their　specia｝　cases．　The　variances

of　these　estimators　are　calculated　up　to　the　second　order　and　their　magnitudes　are　evaluated

for　a　finite　number　of　samples．

1．はじめに

　統計的推論と情報理論におけるエントロピーとが密接な関連にあることは，Kullback一一Leibler

の情報量，Renyiのinformation　gain，赤池の情報星基準（A王C）さらには最尤推定量（MLE）や

Fisherの情報量などからも明らかである。また確率分布間の“Divergence”とか“lnaccuracy”

に基づく距離の概念，確率分布空問に導入される微分可能多様体に基づく情報幾何学（informa－

ti。n　geometry）4｝やそれによる統計的推論1｝’2＞’3｝’6L7｝’IO｝においてもエントロピーはその中核をな

しているものと考えられる。

　本報告では，より一般的なHavrda　＆　Charvat9）のα一エントロピーを用いて，統計的推定の

問題を従来の結果が良く知られている多項分布をとり上げて議論する。α一エントロピーによ

る多項分布に関する統計的母数空問の理論16｝を嗣いで，α一推定量ともいうべき3種の推定量

を提案する。これらの推定量と従来の推定董との関連を明らかにし，それらの性質を研究する

第一段階として推定量の標本分散を二次のオーダー，すなわち標本数をNとしたとき1／N2の

オーダーまで評髄する。さらにこれらの結果を用いて，最尤推定景との比較を行う。

　　　　　　　　　　　2．α一エントロピー．に基づく多項分布の母数空悶

有限離散確率分布

QnE　lq＝：（qi，q2，’”，qn）　f qt）　O，　2　qi＝＝　1　1
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に対するエントロピー関数としてつぎの2つの型のものが知られている。ll｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　囎（φ一｛Σq9＋βi－1／Σ9，？t－ll／1（1一・），　・1・　l

　　　　　　　　　　　　　　　i＝・1　　　　　　　i＝、1
　　　　　　　1）
　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　Het　（9）一Σat‘1・9　q・／Σ9夕1，　　　　　・＝1
　　　　　　　　　　　　　　　i＝＝1　　　　　　　　　　i＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　H警　（q）＝：10g　｛Σ　q7＋βi一’／Σ　qii｝／（1一α），　　　　　α＊1

　　　　　　　　　　　　　　　　i＝　I　　　　　　　　i11
　　　　　　　豆）

　　　　　　　　　Afi（q）　＝一　Heti（q），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α＝1

2

これらはいずれも特殊な場合，すなわちα＝1かつβ，：1（F1，；2，…，　n）のときShannon

のエントロピーとなり，その自然な拡張となっている。ここでは1）の型のエントロピーにお

いてβ，＝1としたHavrda＆：Charvatのα一エントuピー，

　　　　　　　H・　（q）ゼ∴∴α）’‘：ll⑳

　　　　　　　　　　　　　　i＝　1

を用いる。また且）の型においてβ戸ユとしたものはR6nyiのα一エントロピーとして知ら

れている。

　N回の試行に基づくn個のカテゴリーの発生頻度x＝（x、，x、，…，Xn）に関する多項分布の確率

密度関数を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　／（x｝7］1）1＝f（x1，…，Xn　l　7ri，…，πη）　：N！IJI　（πXi／x、！）　　（2．2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝・1

と表わす。このときNを固定すると多項分布（2，2）は各カテゴリーの生起確率

　　　　　　　P｛層＝＝　rrit＞0，　kx　1，2，…，　n

を与えると一意に定まる。このとき可能な1”一＝：（nl，　T2，　’”，　nn）の全体は（n－1）次元単体

　　　　　　　Sη＝・1π1m≧0，Σ篭＝1｝⊂En
　　　　　　　　　　　　　　　i篇1

の内部IntS．を構成する。ただしEnはn次元ユークリッド空間である。このようなn項分布

の全体をF。”　If（xlπ）｝と表わすとき，自然な位相同型ψ二

　　　　　　　Fバ望→　（π1，n2，…，π制）　＝刀峯⊂Eπ一叢

を定義することができる。したがってFnは唯一の局所座標近傍げ，　op）をもつ微分可能多

様体と見なすことができる。

　多様体Fnの接空間T上にα一エントロピー（2．1＞を用いて，　Burbea　et　al．5｝によるα

オーダー・エントロピー計量（a－order　entropy　metric＞テンソル6を導入する。T上の自然

標構∂／伽，　G司，2，…，n－1）に関する成分は

　　　　　　9α（0／∂ni，∂／∂7rj）謹言j篇ぴHα（7T）／∂贋∂n」

　　　　　　　　　　　　　　　　＝α　（δij7rα｛2十π9皿2）　　　　　　　　　　　（2．3）
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　　　　　　　　　　　　として得られる。テンソルgはリーマン計量テンソン場をなし，これを用いて多様体Fnをリ

ーマン多様体（又はリーマン空間）と見なすことができる。これに関してつぎの定理が成り立

つ。

　　　　定理61：α一エントロピーに基づく退化しないη項分布の母数空間を，計鐘テン

　　　　　　　　ソル（2．3）をもつ（n一一1）次元リーマン空聞とするならば，この空聞は，

　　　　　　　　n次元ユークリッド空間（z，，z，t…，Zn）につぎのような超曲面として埋

　　　　　　　　め込むことができる。

　　　　　　　　　　　　Zt＝＝7rf，’／2／v！T，，（i＝1，2，…，　n－1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．4）

　　　　　　　　　　　　Zn＝：（1一π正一…一rrn＿1）α／2／～，i’“El一

なお上記定理の証明は文献16）を参照されたい。

　　　　　　　　　3．多項分布の確率が母数の関数である場合の推定

　未知母数をθ＝（θ1，θ2，…，θ。）とし，確率Ttがそれぞれθの関数

　　　　　　　　　　　rri　”7T：i　（θ1，θ2，・。㍉θr）　，［（i＝＝！，　2，　…　，　π一1，　r≦n－！）　　（3．1）

で与えられているとき，ヤコビアン

　　　　　　　　　　　B包＝　（∂7Ti／∂θa），（α＝＝1，2，…，　r）

の階数をrとするならば，（3，1）は（n－！）次元リーマン空閥（2，4）内のr次元部分空間と

なる。

　N個の観測値により各カテゴリーの観測比率が

　　　　　　　　　　　P＝（P。P，，…，Pn）r・（Xl／n，・x、／n，…，x，／n）

として得られたとき，これをもとに未知母数θ＝（θ．…，θ。）を推定するための基準としては

つぎの3つのものが考えられる。

　　　　a）直交推定墨

　　　　　　　　アレユ　れ　ま　　　
　　　　　　　　ΣΣ＆ノ（rr（θ））Bk（θ）（P∫一π∫（の）wO

　　　　　　　　t＝1　JE・1

　　　　b）推定値の接空闘Tθにおける最小午下推定騒

　　　　　　　　　　　は　ニ　れ　　　　　　　　　　　　min　ΣΣ9ii（π（のXPご一ni（の）（P」一乃（e））
　　　　　　　　　θ　　i”｝　j一一1

　　　　c）観測値の接空間T。における最小距離推定量

　　　　　　　　　　　れ　ユ　れキ　　　　　　　　　　　min　　Σ　Σ　麟XP）（Pt－rri（θ））（P∫一乃（θ））

　　　　　　　　　θ　　t”’　j　1

直交推定量a）は最尤推定：量の概念を拡張したものである。観測点pと推定値π（0）．との差

Dx（Dゴ）＝（pj－Tj（e＞）を点π（∂）の接空問で評価したときベクトルエ）が接空間に直交すと

いう意味での直交推定量である。この推定量はα＝・1，すなわち，（1）がShannonのエントロピ

ーとなるときには最尤推定量となることは甘利1｝等によっても明らかにされている。推定量
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b）はDの長さが推定値π（θ）の接空問の計量に関して最小となる推定量である。これはα・＝1

のとき，最小カイ2乗推定量となる。また推定量。）はDの長さを観測点pでの接空間の計量

で測ったとき最小となる推定量であり，α・・1のときには最小修正カイ2乗推定量12｝である。

計量テンソル（2．i3）からわかるようにα＝2　のときリーマン空回Fnはユークリッド空間と

なるため，推定量a），b），c）はいずれもユークリッド距離を最小とする推定量

　　　　　　　　　　　mi。£（P、一n，・（e））・

　　　　　　　　　　　　θ　図

・となっている。

　以下では（3．．！）においてr＝1とする。推定基準a），b），c）に関し，（2．3＞　を用いてそれ

ぞれについての推定方程式を書き下すとつぎのようになる。

　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　fa　（θL　p）＝Σ　　7Tf、「m　277で　（Pi－7ろ）x　O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．2）

　　　　　　　　　　　　　‘嵩翼

　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　fb（θ，　p）＝（α一2）Σπ砦2　n；（Pi－7JTi）2－2Σガ㎜27］’i（p‘一7η）＝0（3．3）

　　　　　　　　　　　　　　　　i＝＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘篇」

　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　／，（e，p）＝Σ　pY－277で（Pi　一一　7γTi）＝0　　　　　　　　　　　　　　　（3．4）

　　　　　　　　　　　　　‘箒ヨ

ただし　拷質♂η／dθ．

　一般に推定方程式／．（θ，p）＝0がつぎの2つの条件を満たすならば，その解はFisher

consistentであることが知られているき3｝

　　　　条件1：　77ri（θ），　F　1，2，…，　nは真の値の近傍においてC2級の関数である。

　　　　条件2：縦論式f（e・・P）一〇はθとP…（P・pl…・Pn）1・関してC2級の関数で

　　　　　　　　　あり，　　　ノ’（θ，π（θ））≡0　を満たす。

推定方程式（3．2），（3．3），（3．4）はいずれも条件2を満たすので，関数（3．1）が条件1を満

たす関数である限り，これらの推定方程式を解いて得られる解はいずれもFisher　consistent

な推定量である。

　推定方程式f（θ，p）＝0の解をθ＊とするとき，／（θ＊，p）＝0をTaylOr展開してっぎのように

表わす。

　　　　　　　　（θ＊一θ）ブ十Σ　（1）‘一ni）／i

　　　　　　　　　　　　　t＝．1

　　　　　　　　　　　れ　　　　れ　　　　　　　＝＝　一（1／2）ΣΣ　（Pi‘一π‘）（Pj一　nj）f‘j一（1／2）（θ＊一θ）2f”

　　　　　　　　　　　‘司　　∫劉

　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　一（θ＊一θ）Σ　　（Pt－Ti）fZ十ε　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3，5）

　　　　　　　　　　　　　　ど匹】

ただし，f’＝df／dO，　f、　r　Of／∂砺ん漏穴／∂rrE∂7rj，／1＝ゲ／／∂θ∂恥　とする。．上式の両辺を／で

割りつぎのようにおしく。

　　　　　　　　　　　　カ　　　　　　　（θ＊一θ）十Σ　（Pi－ni）f‘／f’～SN　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．6）

　　　　　　　　　　　i．・1

また条件1，2の下では真の値をθとするとゲ→θのとき



5　　　　　　　　　　　　α一エントロピーに基づく推定量の分散について　　　　　　　　　　　　73

　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　｛Nワh　（θ＊一θ）／’十N’／’Σ　（Pt一π』）／t｝→0　　　　　　　　　　　　　　（3．7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ith1

が成り立つ。

推定方程式（31．2），（3i．　3），（3．．4）　を（3．．6）のfに代入すると左辺はいずれもつぎの．よう

になる。

　　　　　　　　　θ＊一一θ一Zα／iα　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3i．8）

ここにn9　＝　drr‘／dθとして

　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　ごα無Σ　π7－2　（　　　tni）2，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．9）

　　　　　　　　　　　ご需ユ

　　　　　　　　　ZαヨΣ　nE　一2π1（Pi　wwπi）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．10）

　　　　　　　　　　　‘謀盧

とおく。また右辺のSNは推定方程式に対応してそれぞれ添字α，　b，　cをつけて表わすとつぎ

のように書くことができる。

　　　　　　　　　　　　れ　　　　れ　　　　　　　　　SNα＝：ΣΣS2　，i（pi　um　7ri）　（pj　一　7rj）　　　　　　　　　（3㌔U）
　　　　　　　　　　　‘謡　　’嵩監

　　　　　　　　　　　　カ　　　カ　　　　　　　　　S．，　＝Σ　Σ　（S2　，∫十△ij）（Pt一η一‘）（Pj－7τi）　　　　　　　　　　　（3．12）

　　　　　　　　　　　i＝：1　ゴ謬k

　　　　　　　　　　　　れ　　　アユ　　　　　　　　　SN，　＝ΣΣ（Ω‘j－2△‘∫）（pご一7τご）（Pj一πj）　　　　　　（3．！3）
　　　　　　　　　　　i＝t　j＃1

ただし

　　　　　　　　　St　tj≡ミ｛しご一Kπ飴2π1｝π9－27r；・，

　　　　　　　　　L‘　tt｛（α一2）π9－3（71！ε）2十π9㎜2πIY｝／路，7rlf＝（i2πi／（オぴ，

　　　　　　　　　K　　…≡ミ1（α一2）μ多）十（3／2）μ負｝／どき，

　　　　　　　　　μ旱sffi　2　π7（ni・　／　rri）「（π1’／πi）s，

　　　　　　　　　　　　ピ訪監

　　　　　　　　　△w　…E｛／（α一2）π7　3（鳩）2／路一（1／2）μ罫。π解π1／循｝π9－2ηr；．　一　6，，Mi

　　　　　　　　　M，…f（α一2）π9｝3π；／2iα

なるものとする。これらをまとめて（3．6）をつぎのように・書く。

　　　　　　　　　θ＊一θ一Za／iα～SN　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．！4）

SNは上記S楓SN。，S。。のいずれかを表わすものとする。（3、．14）の両辺の期待値をとり

　　　　　　　　　E　（θ＊一θ）　～E　（S　AF）　董b（θ）／ノV

とおく。すなわち推定量θ’のバイアスをb（θ）／Nと評価して，
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　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　θ＝θ＊一b（θ＊）／1V　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．；15）

　　　　　バとすると，θは0（1／1＞）までバイアスが修正される。（3…．7）より，θ＊一θをZ議。でお』きか

えて

　　　　　　　　　θ～θ＊一b（θ）／！V－b’（θ＞27α／Niα

　　　バとしてθの分散を計算するとつぎのようになる。

　　　　　　　V（θ）”V（θつ十V（b’（θ）ZOf／ノWα）一2Cov（θ＊，　b’（θ）Z．／IVi　a）

　　　　　　　　　一V（・＊）＋、完；ll）｝2恥し・篇1）（藷i＋睾）

　　　　　　　　　　　一V（e＊）一・器ll）Za＋・（1／N・）　　（・誘・）

ただし

　　　　　　　　　　　ηα篶Arv（Za）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．］．7）

　　　　　　　　　　　ξα　EN2E（SN　Zα）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3i．　18）

とした。これに対して

　　　　　　　V（SN）～V（θ＊一Zα／iα）

　　　　　　　　　　＝＝V（ゲ）十V（Zα／　i　cr）一2Cov（θ“，　Zα／iα）

　　　　　　　　　　一v（e＊）一÷（傷）一藷　　　（3；　19）

となるので

　　　　　　　　　Pα～A「2V（S．）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．20）

とおくと（31．16），（3．！9）からつぎのように分散を評価することができる。

　　　　　　V昨÷（÷）＋燕・・÷譜＋・（・／N2）　（・・21）

　　　　　　V（∂）t（晋）＋熊・・＋∴（ξ・一bl’（・）努）＋・（1／N2）（・・22）

　バイアス修正された推定量の分散（3．22）について考察してみよう。ここで提案した推定量

が1次有効性をもつのはα・＝1の場合に限る。これはcr＝・1のとき（3．9），（3．10），（3，．17）よ

り

　　　　　　　　　ηα＝ia＝：i（Fisherの情報量）

となり（1／N）の係数は1／tとなることから確かめられる。Raoの一連の論文13）’！4｝’15｝　にお

いては2次の有効性が論じられ，最尤推定量と他の推定量，すなわち最小カイ2乗，最小修正

カイ2乗，最小Haldane　discrepancy，最小Hellinger距離，最：小KL　separator推定量との
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比較において，1／1＞2の係数は最尤推定簸が最小となることを示している。前述したようにα＝＝1

においては，推定量a）は最尤推i定量でありb），c）はそれぞれ最小カイ2乗，最小修正2乗

推定量である。したがってα罵1だけで考えるとRaoの結果から最尤推定量が最良（2次有効

推定量）であるが，　（31．22）の1／12の係数に関しては，αが正の範囲で変化し，推定量がα

をパラメーータにもっため，その分散もαによって調整が可能である。したがって標本数Nが

有限の範囲では最尤推定量の分散より小さな分散をもつ推定蚤が存在する可能性がある。α・＝　1

のときの最尤推定量の分散は

Vl・tLE（∂）一÷e）＋ゑ・・

であるから，

｛・・一・・÷魚一聯）｝／（opa　1．21a　L）＞N
（3．23）

を満たすノVについては，

v，，，，　（e）　〉　v（e）

となる。以上のことを具体的な例を用いて次章で説明する。

4．数値計算例
4項分布π＝（π，，π2，π3，π4）に関するFlsher8｝のモデル

rr，　＝＝　（2十　e）　／4，　rr，　＝＝　（1一　e）　／4，　rr，　＝＝　（1－e）　／4，　rr，　＝＝　e／4 （4．1）

について，推定方程式（31．2），（3．3），（3．4）を用いて，a・O。5～3．0，θ・・O．8としたときの推

定量の分散を計算し，（3…．22）における1／Nと1／N2の係数の値を示したものが表一1である。

ここでの3つの推定法はα・1においていずれも1／Nの係数が最小となる（1次有効推定量）

ことが晃られ，またα＝1だけについてみると！／N2の係数が最小となるのは直交推定量（最

尤推定量）の場合であることはRaoの結果からも明らかである。分散（3．21），（3．22）からも

わかるように，どの推定法においても各αの値に関して1／1＞の係数は等しいが，1／舛2の係

数はいずれのαの値に対しても直交推定量（／。＝・　O）のものが最小であることがわかる。1／N2

の係数に注閉すると，α＝2においては零となっているが，これは（4．1）　のモデルがθに関

して線形の場合には常に零となるが，一般には零とは限らない。この例でのα窯2においては

1／Nの係数がa＝・1の場合に比べてかなり大きいので1／脚2までの分散を考えると（3．23）

から最尤推定量より分散が小さくなるのは標本数が高々10個程度である。ところがα＝1．5に

ついて考えると直交推定論においては，1／Nの係数のα・＝・1のものとの差に比べて，1／御2の

係数の差がかなり大きいことから（3’．・23）より標本数！Vが1，000個位：までは最尤推定量の分

散より小さいことがわかる。
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表一1 3つの推定方式による推定盤の分散に対する各オーダーの係数

Orthogonal （f。篇0） Min．（並st （f、罷0） Min．　dist （f。＝0）

α
1／卿 1／配2 1／～V 1／N2 1／四 ！／N2

0．25 0．3487 0．1643 O．3487 5．8143 G．3487 22．3728

0．50 0．3466 0．1946 0．3466 4．1877 0．3466 15．8548

0．75 03451 0．2034
0．3451　　「

2．8123 0．3451 10．4747

1．00 0．3446 0．1765 0．3446 L6961 0．3446 6．2550

L25 0．3449 0．1150 0．3449 0．8647 0．3449 3．ユ924

1．50 0．3447 0．0479 0．3447 0．3398 O．3447 1．2429

1．75 0．3455 0．0104 0．3455 0．0765 0．3455 0．2780

2．00 0．3600 0．0000 0．3600 0．0000 0．3600 0．0000

2．25 0．4235 一〇．0009 0．4235 0．2328 0．4235 一〇．0645

2．50 0．5816 一〇，0024 0．5816 0．9775 0．5816 一〇．3758

2．75 0．8534 一〇．0259 0．8534 2．2067 0．8534 一1．1986

3．00 1．2100 0．0000 1．2100 3．8650 1．2100 一2．5400
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