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判別群が時間によって変化する場合の判別分析について

中西寛子　河口至商
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Abstract

　　We　sometimes　find　iR　the　discriminan£　analysis　that　a　discriminant　coeflficient　for

each　variable　and　hence　a　discriminant　score　for　each　sample　are　unstablei　because　of

the　difllculty　to　identify　what　sample　come　from　which　group．　The　purpose　of　this

paper　is　to　investigate　the　effect　of　the　samples，　that　change　the　groups　that　they

belong　to　from　time　to　£ime，　on　the　results　in　the　discriminant　analysis．　ln　order　to

study　this　effect，　a　model　with　the　mul£ivariate　normal　distribution　is　considered．　The

condi£ion　in　which　such　samples　have　no　effect　on　the　discriminant　coeflicients　and

heRce　the　discriminant　scores　can　be　found．　Even　under　this　coRdition，　however，　the

discriminant　boundary　values　are　changed．　Without　this　condition，　we　can　find　that

there　exists　a　serious　problem　in　tkis　kind　of　the　discrimiRant　analysis．

1．はじめに
　医学分野をはじめとして多くの分野で判別分析が用いられている。しかしながら，サンプルが

事象Aに含まれるか否かということを明確に定義できないため，各変量に対する判別係数や各サ

ンプルの判別得点が不安定となる場合がある。たとえぽ，健康者の集団検診後の追跡調査におい

て次の様な状況が見られる。検診後，1年間にnl名が疾病Aを発症，さらに1年間にn、名，さ

らに……，と発症していくデータについて何年間内に発症した老を発症群からのサンプルとすべ

きかというような問題が生じている。この様な状況においては，検診年よりκ年後までの発症者

と非発症者に基づいて解析した判別分析の判別係数や判別得点がy年後までの発症老と非発症者

に基づいて解析した各々の値．と非常に異なることがある。

　本論文ではん年後からy年後の間に非発症群から発症群に移行したサンプルが判別係数，判別

得点，判別値にひきおこす影響についてモデルをたてて考察する。本論文で用いる判別分析の手

法はFisherの線形判別関数法である。
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2．　Fisherの線形甥別関数

　2つの母集団πごσ＝1，2）におけるFisherの線形判別関数11について説明する。k変量ベクトル

X＝（Xl，　’”，　Xh）に対する線形モデルZ　・aiXi　H一…＋　akxltのうち両母集団間の差を最も明確に説明す

る係数ベクトルα霊（α1，…，　alt）は両母集団が各々，多変量正規分布N（μらΣ〉σ＝1，2）に従うと

き

　　a＝　（ps　i－pa2）　．X－i　（2．　1）
と表おされる。ここで，S£i（i＝1，2）は母集団Tiの平均ベクトル，Σ7は分散共分散行列である。

Fisherの線形判別関数とは，ここで求められた係数ベクトルαによって作られる関数9（x）＝ακ’の

ことである。いったん係数ベクトルαが決定されると，各サンプルXj（ブ＝1，…，N）に対してZj＝

α鵡を求めることができる。このろをサンプルノの判別得点と呼ぶ。種々の目的によってある定

数（判別値）海を決めることができ，2j≧hのときは，サソプルブを母集団π1に含まれるものと判

定，Zj＜hのとき母集団π2に含まれるものと判定する。たとえば，両母集団の誤判別の確率を等

しくする尤度法では判別値妬罵（μ一μ2）Σ一1（μ、÷μ2）72，誤判別の確率の舎計を最小にするベイ

ズ法では判別値んB＝編＋log（p2／Pi）となる。ここで，あは母集団πiの事前確率である。また，係

数ベクトルに関する重要なこととして“係数ベクトルαの定数倍は各サンプルの得点を定数倍す

るのみであって，各サンプルの得点の相対関係に何ら変化をおよぼさない”ということを注意し

ておく。その他，判別分析についての詳しい内容に関しては参考文献2），3）を参照されたい。

3．具体例による問題の説明

　本論文で取り扱う問題を具体的に説明する。ただし，説明を容易にするため，変量数，サンプ

ル数は実際の調査より少なくしている。

　ある年，健康者に対し4項目（肥満度，収縮期血圧，拡張期廊圧，血清総コレステpa　一ル）の

集団検診がなされた。そののち，疾病Aの発症についての追跡調査が行われた。検診より5年後，

このデータをもとに疾病Aの予測をするために5年間に疾病Aを発症した老16名と非発症者，

多数の中から対照群として32名を抽出し，線形判別関数を求めた。そのときの変量に対する係数

と各個人の得点が表1（左），表2（左）に示されている。さらに，2年後（つまり，検診年より7

年後），対照群の中から6名が新たに疾病Aを発症した。そこで，発症者22名と非発症者26名に

ついて線形判別関数を求めた。その結果が表i（右），表2（：右）である。これら2組の結果から

わかるように，非発症群の何名かが発症群に移行するような場合，移行したサンプルによって判

別係数，判別得点，判別得点の順位が大きく左右される。この様な現象は，発症群の定義が困難

表1　5年後および7年後の発症群と非発症群に対

　　する判別係数

判　別　係　数
項　　　　　目

5年後 7年後

κ1肥満度×100

ﾈ2収縮期血圧
ﾈ3拡張期血圧
ﾈ、総コレステロール

G．0878

|0．0451

O．1585

O．0034

0．0300

|0．0033

O．0863

O．0042
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衷2　5年後および7年後の発症群と非発症群に対する判別得点とその順位

5　　　年 ・後

7　　　年 後

判　別 得　点 サン プル番号 判　別 得　点、 サンフ“ル番号

発症群 非発症群 発症群 非発症群 発症群 非発症群 発症群 非発症群

2．82 37 4．43 37

4．21 42 5．16 32

4．30 34 5．16 34

4．31 43 5．24 26

4．53 36 5．43 43

4．55 26 5．54 36

4．78 22 5．57 22

4．85 32 5．58 3王

4．87 46 5．64 42

4．97 40 5．87 40

5．03 18 6．02 35

5．15 41 6．14 41

5．24 15 6．21 46

5．36 35 6．21 15

5．43 21 6．22 21

5．49 25 6．23 7

5．62 20 6．35 3

5．76 31 6．38 28

5マ8 45 6．42 47

5．78 ！3 6．46 38

5．88 19 6．54 16

5．99 27 6．58 24

6．04 30 6．70 27

6．25 38 6．86 25

6．27 47 6．92 18

6．35 39 6．93 30

6．50 24 6．99 10

6．51 48 7．06 39

6．53 3 7．06 19

6．62 17 7．08 48

6．69 7 7．22 20

7．10 16 7．25 17

7．24 28 7．34 13

7．31 44 7．42 9

7．44 10 7．44 44

7．66 12 7．54 29

7．87 6 7．69 6

7．93 9 7．79 8

8．29 29 7．79 45

8．33 14 7．85 12

8．38 23 7．89 23

8．46 8 7．92 33

9．43 33 8．49 5

9．55 5 8．53 11

9．68 2 8．58 1

9．80 11 8．93 14

10．04 1 8．99 2

12．88 4 10．72 4
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な医学データを始めとし少なからず見かけられる。本論文では，非発症群から発症群に移動した

サンプルが判別分析の結果におよぼす影響をモデルをたてて考察する。

　　　　　　　　　　　4．　多変量正規分布を用いた一般的なモデル

　問題を数値的に示すため次の様なモデルを考察する。

　ある時刻t’・　t＋△tにおいても発症しなかった（Eと記す）母集団（π1），ある時刻tでは発症

しなかったが，時刻〆で発症した（Eと記す）母集団（π2），時刻tで発症した母集団（π3）が各々，

多変量正規分布N（μご，Σ，）α＝1，2，3）に従うとする。また事前確率はρfσ＝1，2，3）である。

このとき時刻tにおいて非発症群，発症群の平均ベクトル輝，μE，分散共分散行列恥，厩は各々，

　　t：paE　・P、／（P、＋P、）pe、＋P，／（力汁ρ，）μ・，XE　E＝μ・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4，！）
　　　　轟瓢ρ1／（ρ磁力2）Σ、＋P，／（P、　＋P、）Σ2＋PiP，／（P、　＋P、）2（μrμ、）（μ一μ、）ノ，Σ，＝．Σ、

である。また，時刻〆における各々の値は次の様になる。

　　〆：μ鰐＝μ、，．XEE＝iP、／（A＋A）μ，＋P、／（P，＋P、）μ、，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．2）
　　　　轟＝Σ、，Σ，＝P・／（P・＋P・）Σ・＋P・／（P・＋P・）X、＋P・P・／（P・輪）2〈μ・一μ・）（μ・一μ・）「。

これらより，時刻ち〆における平均の差ベクトル萌，δがは，

　　t・δ曲面μ1・詠振）」・t・一1・t・・（＄P・f・t・一・・e3）／（P・＋P・）・　　（4・・）

　　ti・齢「P2／（P・＋P3）・・12－A／（あ＋細評（μ一‡砂（P・＋P・）　　（4・・）

である。事前確率を考慮して時刻為〆における分散共分散行列を求めると次の様に示される。

　　　　　　ヨ　　t　：　27ご＝Σ＝】P，．］E7，一トP，／）2／（Pi十P2）（S£i－Jte2）（pe　r－xe2）’，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．　5）

　　　　　　1
　　　　　　ヨ　　t〆：　蓋7t’＝＝2P，X，｛一／）2P3／（f）2一トP，）（μ2一μ3）（μ2一μ3）’Q　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．　6）

　　　　　　1

　母集団π2の平均ベクトルμ2が他の母集団の平均ベクトルμ1またはμ3に等しい場合については

P．A．　Lachenbruch4・5），　G．」，　McLachlan6）が考察している。

　　　　　　　　　　　　5．条件を加えたモデル亙の性質と結果

　前章で示した一般的なモデルの全変数について調べることは不可能であるので，ここでは，次

の様な条件1を加えたモデル1について考察する。本モデルは母集団π2の平均ベクトルが母集団

π1と母集団π3の平均ベクトルで作られた直線上にあることを示している。

　　　　　　ヨ　　条件1）Σか蕩：＝　1々，画＝（CILti，　CzSti，…，　CltJCt　i）（斥1，2，3），

　　　　　　1

ここで，ムは単位行列である。この条件のもとで階刻’に関する各値を求めると，結局，

　　s，　：（6・，・…・δρ・鈷ら（￥1］pi）cti一④／（P・＋P・）（ブーL…・k）・　　　　（5・1）

一《訟ll：：：：：：：11：）・　・・一・・P・（・・一・・）・／（・・＋・・），　（・・　・）
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　　　　　　　　　1　一Y　at：　cg・，　一　cl　c2　at　，　…，　一　cl　ck　at

　　　　　　　　　　　r
．x；i　＝　一，　i　一。2　c，　at　，　1＋　atZ　ce・，　…，　一　c2　ci，　evt　1，

　　　1＋αごΣ03　　　　i　　　　2　　　　　　i
　　　　　l　　　　　　　　　－ckciat，　一chc2at，　…，　1÷evt12］cY・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　欝

11Dr

（5．　3）

ここで，Σ屑＝屑十…十。2i・＿1÷02ノ’＋1十…÷cZ（／＝1，…，々）となる。従って係数ベクトルatは次
ア

の様になる。

賊Σ・’一噺…・㊧・免「＋議。ダ（ヨΣρ歪μf一μ31）／（鰯・　　（・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　五
同様に，時刻〆について計算すると

一Σμ一（atV”，　at’k），　at’」一ww　一
堰|ltpmzjillla　i’kcq，’（Ui一＊Piui）／（P2＋P3），　（5．　5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
ここで，α，・＝p2A（μ2一μ3）2／（p、＋p3）となる。両係数ベクトルを比較すると次の性質がおかる。

　　性質1）　各件1を満たす母集団において係数ベクトルαt’はαt6D定数倍となる。

つまり，どちらの係数ベクトルを用いてもサンプルの得点間の相対関係は変わらない。しかしな

がら，種々の目的に対する判別値は変動する。

　次に，モデル1のもとで尤度法による判別値臨とベイズ法による判別三編が時刻tから時刻

〆の間でどの様に変化するかを調べる。ここでは，定数倍の影響を除くため，係数ベクトル♂＝（C、，

c2，…，Clt）を用いる。このとき晴刻ちt’における各判別値は各々，

　　…一音三論（P・＋P・）・…＋P2／（あ切懸），　　　　　（・．・）

摩一・P・／（P・＋P・）・QEヂ），　　（・・　・）

　　・。、。一壱車痴切（P2十P3）仰＋撫輪鳳　　　　　（・．・）

　　　　　　　　　　　　　　　（1＋舜・の（P・＋P・）

hB（tt）　＝　hM（tり＋10g（P2　＋　Pt）／P’0

i，1一章殉　　　　（5’　9）

となる。各判別値の変化率に対する指標を次の様に定義する。
　　△編　＝（hM（の｝1鰍（t））／編（t｝，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．10）

　　△hB＝（hB（〆）一h，（t））／hB（t），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た　表3は母集団π1，π2の平均ベクトルの変数μ1＝0，Pt3　＝＝　1，また，Σcl・＝4とし，他の変数μ2，　Pi，　P3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヱ
を動かした結果を示している。ただし，0〈μ2≦1／2とした。1／2くμ2〈1については表3より推測

できる。その結果，母集団7r2の事前確率ρ2が小さいほど判別値の変化率が小さいことは当然のこ
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モデル1における判別値の変化率

　上段：尤度法∠ゴ属t

　下段：ベイズ法xllZB

　　　　　　　（c）　”2＝　1／3

ρ3
♪1

1／6 1／3 1／2 2／3

1／6
一〇．800

|4，308

一〇．600

|3，392

一〇．婆00

|2，814

一〇，200

|2，136

1／3
一〇．750

|2，014

一〇．500

|L487
一〇，250

|0，943

1／2
一〇．667

|0，815

一〇、333

|0，505

2／3
一〇．500

|0，2！1

（b＞　g2　＝＝　Y6

か3
ρ1

1／6 1／3 V2 2／3

1／6
一〇，706

|2，433

一〇．556

|2，312

一〇．400

|2，09◎

一〇．231

|1，698

1／3
一〇，659

|1，432

一〇．462

|1，195

一〇．250

|0，809

1／2
一〇．583

|0，772

一〇，307

|0，487

2／3
一〇．435

|0，300

6

カ3
カ1

1／6 1／3 1／2 2／3

1／6
一〇．632

|1，686

一〇．520

|！，701

一〇，400

|L617
一〇．257

|1，383

1／3
一〇，583

|1，151

一〇．429

|1，004

一〇．250

|0，707

1／2
一〇．510

|0，741

一〇．282

|0，475

2／3
一〇β75

|Q，362

（d）　pt，　＝：　1／2

♪3
ρ1 V6 1／3 1／2 2／3

1／6
一〇．571

|1，315

一〇．491

|！，340

一〇．400

|L305
一〇．280

|1，151

1／3
一〇．519

|！，000

一〇．400

|0，882

一〇．250

|0，632

1／2
一〇，444

|0，723

一〇．259

黶Z，469

2／3
一〇．318

|0，408

とと思われる。μ、の値が1／2に近いほど事前確率Pi，　Aに対する変化率の動きが小さい。また，べ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐイズ法における変化の割合の方が尤度法におけるそれよりも大きい。ΣC3に関しては，式より明
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん
らかな様に尤度法においては無関係である。ベイズ法の変化率△lz，は，一般に，累63の値が大き

いほど小さいことが他の結果から知ることができた。

6．条件を加えたモデル豆亙の結果

本章では，4章の一般的なモデルに次の様な条件IIを加えたモデルIIについて考察する。

　　　　　　ヨ　条件II）Σか蕩＝ノ々，μ2＝（Oiμ2，02μ2，…，　CLSt2），ただし，　Cl　・！，

　　　　　　1
　　　　　　Jeei＝＝（，Cti，…　，μガ）　（i　：！，3）。

この条件のもとで時亥群に関する各値を求めると次の様になる。
St　：（6t，，　…，　6t，），　（S“t，，　＝　（Pifti＋C」PzLt2＋P3St3一，tt3）／（Pi＋P2），

：・・…t一・＋
ｷ畿：：：：瓢必翻（柵・一騎

（6．　1）

（6．　2）

分散共分散行列の逆行列Σr三も式（5．3）と同様に計算され，係数ベクトルαtは次の様になる。

a，　＝St　2i71i＝z　（at，，　’”，　at，），

αち＝ト（カ1μ1＋ρ2μ2牽ρ3μドμ3）（吟σ1α・

　　　ma　（Pi」U　i　＋　C2P211t2　＋　2）31Ct3　一　Xt3）　6」02CVt
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　　　　　＋（／）1μ1÷らρ2μ、＋凸μ3一μ3）（1＋α‘Σのわ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア

　　　　　一（Pb”汁C、P、μ、＋カ、μ、一μ、）のσ、α、｝／（ρ1＋P、）。

同様に時刻t’について計算すると
　　at・　＝　atr　．IE　x，i＝：　（at・，，　…　，　atr，），

　　αち瓢｛一（μi　一≠Plμ　i　一一　PaLt2　一　P3Pt3）σ∫（ア（αt’

　　　　　一　（pei　ww　Pi＃i　一　C2P2Lt2　一　P3pt3）　cr；・cr5at・

　　　　　＋　（pt　i　一　Pipt　i　一　CJ・PzLt2　一　P3pt3）　（1　＋　att　X　6S・P）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j

　　　　　ww　（Xii　ww　Pifti　一　CkP2Lt2　m　P3St3）　6’　；・　O’　f，　‘Ytr｝　／　（／）2　＋　P3）　，

ここで，α！’＝P2P3／（カ2十P3），σ；・　＝（らμ2一μ3）となる。3つの母集団の平均ベクトルの変数μ1＝0，

Pt2・・1／le，μ3＝1と仮定し，　le＝4，ら篇ブ（ノ’瓢1，・・。，ん）としたときについて時刻tとt「に対する判別

係数を求めると表4（a）に示した様になる。これは判別係数の大きさの順が時刻tと〆とでは全

く逆になった例である。また，Pti＝　O，μ2　d，　Pt3　・1，　ll　＝4，　e＝（1，1，1，0）のときの結果が表4（b）

である。この例において，第！変量，第2変量，第3変量に対する係数はほぼ同じ値である。し

かしながら，第1，2，3変量と第4変量を比較するとその大きさの逆転が見られる。このように，

表4　モデルHにおける判別係数の変化

　　　　　　　　　　　　　　　　　　．上段

（a）　pt　i　＝　O，　pt2　＝1／4，　pt3　＝＝　1，　fe＝　4，　c，・　rm一　／’

　（imu1，…，4）

：時刻彦，．下段：時刻〆

　　　（b）　ul　：O，　pt，＝　1，　”3　：1，　fe　＝4，

　　　　　c＝＝（1，　1，　1，　O）

ρ1 ρ3 1　　　　2　　　　3　　　　4

1／6
一〇．967　　－0．615　　－0．366　　－0．097

|0．387　　－0．580　　－0．800　　－1．024

1／3
一〇．969　　－0．650　　－0．407　　－0．152

|0．523　　－0．6荏3　　－0．829　　－1，027
1／6

1／2
一〇．972　　－0．697　　－0．475　　－0．245

|0，665　　－0．713　　－0．866　　－1．021

2／3
一〇．979　　－0．780　　－0．607　　－0．433

|0．822　　－0．822　　－0．918　　－1．010

1／6
一1．100　　－0．684　　－0．461　　－0．201

|0．424　　－0．609　　－0．8！8　　－1．039

1／3 1／3
一！．083　　－0．755　　－0，553　　－0．332

|0．599　　－0．7◎6　　－0．870　　－1．044

1／2
一！．056　　－0，849　　－0．704　　－0，554

|0．787　　－0．826　　－0．925　　－1．029

1／6
一1．150　　－0．754　　－0．574　　－0．356

|0．486　　－0．655　　－0．846　　－1，049
1／2

1／3
一1．094　　－0．866　　－0，737　　－0．599

|0．729　　－0．806　　－0．923　　－1．044

2／3 1／6
一1．117　　－0．861　　－0．746　　－0．615

|0．612　　－0．743　　－0．892　　－1．048

ρ1 ρ3 ！　　　　2　　　　3　　　　4

1／6
一〇．200　　－0．187　　－0．186　　－1．373

|1．133　　－1．007　　－1．021　　－0．177

1／3
一〇．250　　－0．236　　－0．235　　－1．350

|1．200　　－1．000　　－1．033　　－0．331
1／6

1／2
一〇，333　　一一〇．318　　－0．317　　－1．311

|1．200　　－1．000　　－1．033　　－0．497

2／3
一〇．500　－0，485　－0．485　－1，234

|1．133　　－1．007　　－／．021　　－0．709

1／6
一〇．400　　－0．331　　一一〇．327　　－1．513

|1．125　　－1．031　　－1．039　　－0．228

1／3 1／3
一〇，500　　－0．435　　－0．433　　－1．430

|1．167　　－1．037　　－1．051　　－0．442

1／2
一〇．667　　－0．620　　－0．619　　－1．290

|！．125　　－！，◎31　　－1，039　　－0，685

1／6
一〇．600　　～0．468　　－0．467　　－1．473

|1．111　　－1．049　　－！．053　　－0，314
1／2

1／3
一〇．750　　－0．668　　－0．669　　－1．302

|1．111　　－！．049　　－1．053　　～0．628

2／3 1／6
一〇．800　　－0．682　　－0．686　　－1．297

|1．083　　－1．053　　－1．054　　－0．485
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非発症群から発症群に移行するサンプルの母集団によっては係数ベクトルが大きく変わる様な場

合が生じるので注意が必要である。

7．　お　わ　り　に

　本論文では，ある年の非発症群から発症群に移行するサンプルが判別係数判別得点，判別値

におよぼす影響を多変量正規分布を用いたモデルをたてて考察した。その結果，判別係数・判別

得点には何の影響も与えない条件が判明した。しかしながら，判別値についてはこの条件のもと

でもその値を大きく変化させる。このことは，新たに検診を受けた人が後に発症するか否かを決

定する判劉値が不安定であることを示している。他の条件のもとでは，時間によって判別群が変

化する場合，明らかに困難な問題が生じることが示された。つまり，判別係数の値の大小が逆転

する様な現象である。判別係数の各値は時としてその項目（変量）の重み（重要性）を示す尺度

として用いられることがあるためこの様な現象は何らかの基準や手法を用いて解決する必要があ

る。
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