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北海道大学工学部研究報告

第127号　（日召毒…060年）

Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering，

　Hokkaido　University．　No．　127　（1985）

EstiggRation　of　Vo藍腿me】F影紐。翻。醜量聰aT］臨ree　S茎》ecies　Bed

Naoyuki　FuNAMIzu　and　Tetsuo　TAKAKuwA
　　　　　　　　　　　　　〈Received　March　30，　1985）

Absもrac毛

　　　A　model　for　estimating　the　volume　fraction　of　a　three　species　bed　of　spherical　particles

was　derived　by　extending　a　model　for　a　two　species　bed．　By　the　proposed　model，　the　volurr｝e

fraction　of　a　bed　can　be　computed　with　each　diameter，　mixing　ratlo　and　volume　fraction　of

three　part圭。玉es．

　　　The　validity　of　this　model　was　verified　by　comparing　the　computed　volume　fractioRs

with　the　experimental　results　of　three　different　size　glass　bead　mixtures．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．亙ntroduct量on

　　　The　volume　fraction　is　one　of　the　most　importaRt　properties　of　a　bed　of　particles　and　is

of　iRterest　iR　various　areas　of　science　and　engiReering．　ln　water　treatment　engineering，　it　is

used　for　hydrodynamical　studies　of　sedimentation　aRd　stratifica£ion　of　granular　filters，　ion

exchange　resin　beds　and　activated　carboR　beds．

　　　Methods　for　estirr｝ating　the　volume　fractioR　or　void　fraction　have　been　proposed，

however，　many　of　therr｝　are　applicable　only　to　a　bed　of　uRiform　particles．　Slnce　most　of　bed

materials　have　a　diameter　distribution，　it　is　important　to　estimate　the　volume　fraction　of　a

different　size　particle　bed．

　　　Okazaki　et　ali）．　and　TaRaka　et　a12｝．　proposed　models　for　a　two　species　bed　void　fraction．

For　a　bed　of　three　species，　Suzuki　et　．a13）．　proposed　a　model　based　on　the　co－ordinate　number．

The　void　fractions　computed　by　this　model　are　less　than　the　experimental　results　when　the

hypothesis　that　a　bed　is　homogeneous　does　not　hold．

　　　IR　this　paper，　a　model　for　a　three　species　bed　volume　fraction　ls　derived　by　extending　the

one　proposed　by　Okazal〈i　et　al．　for　a　two　species　bed．

　　　　　　　　　　　　　　　2．　A　model　fer　a　three　species　bed　yolume　fraetion

2－1　　Def呈益iも量on

　　　Consider　the　bed　comprising　coarse，　medium　and　fiRe　particles．　Let　the　coarse，　medium

and　fine　particles　be　the　species　c，　m　and　f，　their　diameters　be　dc，　d．　and　df　and　mixing　ra£ios

xc，　xm　and　xf，　respectively．

　　　In　the　case　of　a　three　species　bed，　a　triad　of　mixing　ratios　xo，2，3＞，i，　eqi，z3），2，　iji，2，3｝，3　among　the

three　species　gives　the　maximum　volume　fraction．　And　a　pair　of　mixing　ratios　ni，2），i　and

ki，2），2　between　the　two　species　gives　the　maximum　vo｝ume　fraction　in　a　two　species　bed．
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These　combinations　of　mixing　ratios　are　denoted　as　the　maxlmum　volume　fraction　volume

mixing　ratios　（later　written　as　MVFMR’s）　and　will　be　calculated　in　sections　2－3　and　2－5．

　　　　One　approach　to　the　prediction　of　a　three　species　（c，　m，　f）　bed　volume　fractlon　is　to

assume　that　the　bed　would　consist　of　three　zones　such　as　follows　：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

Zone　（c，　m，　f）　：　A　zone　comprising　three　species　c，　m　aRd　£　Their　rnixing　ratios　kan，n，c，

　　　　　　　　　　　　　　　　ncmn，　m　and　eqqmu，f　coincide　with　MVFMR’s　of　a　three　species　bed．　The

　　　　　　　　　　　　　　　　volume　fraction　is　di〈qmn，T・

Zone　（i，　j）　：　A　zone　of　two　species　i　and　j．　Their　mixing　ratios　ni，」），i　and　agi．），」　coincide

　　　　　　　　　　　　　　　　with　MVFMR’s　of　two　species　bed　Species　i　and　」　are　residuals　of　c，　rn

　　　　　　　　　　　　　　　　and　f　after　packing　zoRe　（c，　m；　f）．　The　volume　fraction　ls　di｛i，j），・r．

Zone　（k）　：　A　zone　of　one　species　k　which　is　a　residual　of　species　of　c，　m　and　f　after

　　　　　　　　　　　　　　　　packing　zone　（c，　m，　f）　and　zone　（i，　j）．　Voiume　fractlon　dish　in　this　zone　is

　　　　　　　　　　　　　　　　that　of　a　bed　of　species　k　albne．

This　three　zone　approach　will　be　referred　to　as　the　’three　bed　model’．

2－2　CaRculatieil　of　a　three　species　bed　volume　fractien　by　the　three　bed　model

　　　Fig．　l　illustrates　a　schematlc　diagram　Volume　fraction　paiKi”g　ratios

of　the　three　bed　model，　where　zone　（i，　j）

comprises　c　and　f　and　zoRe　（k）　ca　r｝prises

species　f．　lf　Vp　is　the　total　particle　volume

in　a　bed　and　ifレ～c溜，ノ）ノ（，ylcの，κa亘d　yぴ），κare

void　vo｝umes　in　zone　（c，　m，　f），　zone　（c，　f）

and　zone　（f）　respectively，　the　volume　frac－

tions　of　the　bed　ipsTcan　be　written　as　；

　　　　　gssT

zone
（f）

ZO凹
（c，f）

zo轟e

（c轟f）

es　sf

夢（c，f、，丁

optcvM7f），T

叉（f，，f＝1

Xc　t，　f）ec

x（　c，　f）pf

　　　　　　　　　　　怖＋y～。，mの，κ＋v｛。，ノ〉，κ÷v～∫），κ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．　1　Schematic　diagram　of　the　three　bed　model
IR　Eq．（1），レlc，m，／），κ／Vp，レモ。の，κ／Vp　a登d

V〈f），K／　Vp　can　be　written　as　a　function　of　volume　fractions　and　MVFMR’s　in　three　zoRes　and

mixing　ratios　of　the　bed　xc，　x．　and　xf　（See　Appendlx），　theR　ipsT　becomes　；

　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　ipsT　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2－1）

　　　　　　　　　　f。x。＋fmXm÷加プ

where

　　　　　fc一誌。［　　1　kan，fφ（cの，τ　　φε∫］　　　　　　（・一・）

　　　　　喉。1＿［　　1　　　靴嬬。　　撫勘，／一柘姻，。φ（C，m．！），ア　φ（Cノ），Tκ（C．！》，C　　　　　φSノ］　　（・一3）

　　　　　乃＝＝　1／φ5ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2－4）

2－3　Calculation　of　MVFMR’s　in　zone　（c，　m，　f）

　　　　The　difference　among　three　species　diameters　is　expressed　by　two　diameter　ratios　；　ram

（＝　d．／dc），　rmf（＝df／d．）．　ln　the　following　four　cases　of　a　pair　of　r．．　aRd　r．f，　MVFMR　can

be　calculated　theoretically．

（1）　case　1：　rcm　＝O　and　rmf　＝＝O

翼｛C，　鼎，　f，，C

x｛［．t爾，fl，阻

x‘〔．，穂ドf｝，f
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　　　　　U（c’m’f）’c＝＝X〈O’O＞’c＝＝whtc＋（！－gssc）4ss．＋iCl一¢sc）（1－qssm）g6sf　（3－1）

　　　　　x（c，m，f），m＝x〈o，o＞，m＝：wh，，＋（！wwqs，，）g61，iiiigS（Cl）Ei23”，，）（1－gs，．）gs．f　（3dy2）

　　　　　x（c，m，f），f＝x〈o，o＞，f：＆，，＋（i．gis，lil）ggssS，C．），lli（ilgl｛13”，），9i’i－gs，．）ip，，　（3－3）

where　assc，　qssm　and　disf　are　volurne　fractions　in　the　bed　of　each　species　alone，　respectively．

（2）　case　2：　ram　＝1　and　r，．f＝1

　　　　　x（c，nt，／），c＝x（c，・n．／），　m；x（c，m，／），ノ＝x〈1，｝〉＝1／3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

（3）　case　3：　ram　＝1　aRd　rmf　＝＝O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ipsm
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5－1）　　　　　X｛c，m，f），c＝X〈1，0＞，c　：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2ip　sm　十　ip　sf　ww　ips，n　ip　sf

　　　　　x（c・ηz・ノつ，m二x「＜1・o＞・m　＝κ＜1，0＞，　c　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5－2）

　　　　　一・，f一・・一＝：，φ。磐ラ縷。φ。ノ　　　　　（・一・）

（4）　case　4：　ra　m　r＝O　and　rinf　＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ipsc
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6－1）　　　　　．X（C，〃～，／），C＝X＜0，1＞，C＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gssc十295sm－2ipsc　gssm

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　assm一　g6sc　gssm
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6－2）　　　　　X〈c，　ln，　f｝，　m＝　X〈o，　1＞，　m＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g6sc十2ipsm－2ipsc　ipsm

　　　　　x（c，m，／），∫＝＝x＜o，1＞，／　＝x＜o，1＞，　m　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6－3）

　　　In　the　case　Oくrqm〈1　and　O〈㌦ノ〈1，　the　MVFMR　is　obtained　by　the　following　linear

approx三mat王on　as；

　　　　　X（c，　Tn，　f＞，　i　＝＝　（1一　rc　，　m）X〈o，　o＞，　t　rmim　（　rc　．　m　rm　r　in，　f）X〈i，o＞，　i

　　　　　　　　　　　　－1一　r，n，fx〈i，i＞　（rc，mkrm，f）　（7－！）
　　　　　κ¢tm，ハ、＝（1一玩のκ。。，。．，、＋（翫∫一γ。のx．。，、遍

　　　　　　　　　　　　十フ！c・mX＜1，1＞　　　　　　　　　　　　　　（rc，　m〈rm，ノ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7－2）

where　｝　：c，　m　and　f．

2－4　Calculation　of　volume　fraetion　in　zone　（c，　m，　f）

　　　Assuming　that　the　void　of　species　c　is　occupied　by　species　m　a£　a　rate　op　（rqm）　and　the

residual　void　of　c　is　occupled　by　f　at　a　rate　op　（r．f）　and　on　the　supposition　that　the　void　of

m　is　occupied　by　f　at　a　rate　n　（r．f），　then　the　volume　fraction　di（qmn，T　in　zone　（c，　m，　f）　can　be

written　as　：
　　　　　　　　　’

　　　　　g6｛c，．，f＞，T　一一　［1　一｝一　x（c，　．，　f｝，　c一！一i’igli　29－sqc5　SC　｛　i7　（　rc，　m）　一　77　（　rm，　f）　＋　i7　（　rc，　m）　77　（　rm，　f）｝

　　　　　　　　　　　　÷・・一・・…1認s〃z｛1一・（r・，f）｝＋欧一・1調一1　　（・）

where　op　（rcm）　is　assumed　£o　be　expressed　by　a　following　equation　derived　by　Okazaki　et　al．　；
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　　　　　　　（c，f），T一　Te3gtllF’（ilgJc　＋　（　¢sc　一　ip　sf　）　x（c，　f），　c一　（1一　ip　sc　）　¢sfx（　c，　f｝，　c　rp　（　rc，f）

where　r．f　：df／dc．

　　　　　　rp（rc，　m）　一　［一li｛ti］一ilf：一；：c：　；；1　”5　（g）

and

　　　　　・（扁一［十琴駕：11’●5　　　　　　　（1・）

2－5　MVFMR　and　volume　fraction　in　zoRe　（c，　f）

　　　MVFMR　and　volume　fraction　di（an，T　in　zone　（c，　D　are　calculated　by　the　following

equations　derived　by　Okazaki　et　al．　for　a　two　species　bed．

　　　　　一・一φ。＋φ睾φ8cφ。ノ［φ。＋φ空φ。φ。ノー・・5・・，・」　　（1・一1）

　　　　　x（c，f｝，f　：1－x（c，f），　c　（11－2）
and

　　　　　　　　　　　一　di　sc　di　sf　　　　　ip　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11－3）

　　　　　　　　　　　　　　　　3．　Comparison　between　computed　volume　fraction

　　　　　　　　　　　　　　　　　by色he　three　bed搬ode霊a灘d　exper壼mentahesults

　　　A　5cm　i．　d．　and　30cm　length　tube　was　used　as　a　packing　bed．　Three　species　mixtures

were　fed　in　the　tube　and　tapped．　The　top　surface　height　was　read　from　a　rule　oR　the　outside

wall　of　the　tube．　The　bed　materials　used　were　gl　ass　beads．　Relevant　properties　of　these　are

listed　in　Table　1．　The　particles　are　all　spherlcal　and　closely　graded．　Before　a　three　species

run，　the　volume　fraction　iB　a　single　species　bed　was　measured　as　summarized　in　Table　1．

　　　In　Figs．　2－8，　the　computed　volume　fractions　are　compared　with　the　experimental　results

for　various　three　species　mixtures　beds．　The　computed　volume　fractions　follow　the　experi－

meRtal　results　well．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4．　Conclusion

　　　　For　the　estimatioR　of　a　three　species　bed　volume　fraction，　the　three　bed　model　was

derived　by　extending　the　model　proposed　by　Okazaki　et　al．　for　a　two　species　bed．　By　this

model　the　volume　fraction　can　be　computed　with　three　species　diameters，　mixing　ratios　and

volume　fractions　of　each　species　bed．

　　　The　volume　fractions　computed　by　this　model　were　compared　with　the　experimental

results　of　three　different　size　spherical　glass　bead　mixtures．　The　comparison　between　the

computed　and　the　experimental　results　confirmed　the　validity　of　the　model．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　References
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Table　1　Properties　of　particles　used

O，8

Mark　Mean　Diameter
　　　　　　　　　　　（”m）

Volume　fraction　in　a　bed

　　　　　　　　（一）

G920

G500

G370

G170

G80

923．1

508．8

377，7

170．4

86．8

O．633

0．630
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0．627
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Q56

e
e
e

Fig．　3
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GseO，　G80，　xee20：＝　xGse＝（1－xGsoo）／2）
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Comparison　between　computed　and
experimental　results－3　（Species　：　G920，

GseO，　G80，　xGg20＝xGseo＝　（1一　cGso）／2）

　Ct2　O．4　O．6　O，S　1．O
　　　　　　　　　ts170　（一）

Comparison　between　computed　and
experimental　results－4　（Species　：　G920，
G500，　G170，　x．，，，＝：　x．，，，＝　（1一　xc，，，）／2）

A　O，7
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Comparison　between　computed　and
experimental　results－7　（Species　：　G920，

G50e，G370，　xGg20＝　cGsoo”　（1－xG370）／2）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　Appendix　Calculation　V（c，　m，f＞，　K，　V（c，f），f〈　and　Y（f），K

　　　Let　V〈Gm，」），c蕨嶋ガ，m　and　Y（qn4n，ノbe　particle　volumes　of　species　c，　m　and　f　in　zone（c，　m，

f），　V（．n，．　and　V〈an，f　be　volumes　in　zone　（c，　f）　and　V（n，f　be　volume　in　zoRe　（f），　then　Y（amn，h，

匹の，κand顕／〉，κcan　be　wrltten　as　follows；

　　　　　V（一…1云1（C’翻7（V（。，嚇。＋V（。，rn，／），。、＋V〈。，痢ノm，／），ア）　　（A－1）

　　　　　V｛c，　f），　K　＝＝　一ll：一i’iifilf：fgt－Z］（　2，，｛fCif．）’　T（　V｛　c，f｝，c＋　v（　c，　f），f）　（A　一　2）

　　　　　v（f），．＝＝一IL’i；8？gi一，9sf　v（f），f　（A－3）

The　following　relations　between　partic｝e　volumes　aRd　MVFMR’s　hold　in　each　zone　；

　　　　　κ（c，。、の，c：x（c，m，／），m：x（c，，刀の，／＝V｛c，，。，fl，c：V（　c，m，／），m：骸。，m，／〉，／　　　　　　　　（A－4）

　　　　　x（cの，c：x（c，／），／＝域。，／），c：14c，∫），∫　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A－5）

And　particle　vo｝ume　balance　in　the　bed　requires　the　foilowing　relations　；

　　　　　Vp　xc　＝＝　Vl（c，　m，　f），　c十　V〈c，　m）．，　c　（A－6）

　　　　　τろ）x，。＝V（c，mtノ牌　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A－7）

　　　　　V，）x／＝V（c，　m，／），／十蕨。，m），ノ十V〈／），∫　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A－8）

Particle　vo｝umes　in　the　three　zones　can　be　calculated　by　Eqs．　（A－4）一（A－8）　and　Eqs．

（A－1）一（A－3）　become　as　follows　；

　　　　　V（・・一一’云1（g，・me11．LLzrmm，f）・Txrrm一一Utl一｛geluzXm　（A－gm，ノ〉，T　　　　x（c，　m，〆），　m）

　　　　　V〈一一1講タ，T［。瓢1。。鶏際ラ割　　　　（A－1・）

　　　　　　　　　　　1rm¢sf
　　　　　v｛ノ｝，κ＝
　　　　　　　　　　　　　ip　sf

　　　　　　　　　・［蹴・一：li：f　Y・　Xcκ（c・讐、器。無涜κ（c・　・c隔1（飼・）


