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　Hokkaido　University．　No．　127　（1985）

　　　　　　　　　一般化されたシャノンの標本化定理

一多項式オーダーの増大度をもつ振動型関数に対する補間公式への応用

長島　知正　八重樫光俊＊

　（昭和60年3月30H受理）

AGe灘era、亘玉zat置膿of翫e　S恥a簸簸。獺，s　Sa瓢pli魏9饗keore職

Tomorr｝asa　NAGAsHIMA　and　Mitsutoshi　YAEGAsHI

　　　　　　　（Received　March　30，　1985）

Abstract

　　The　samp｝ing　theorem　by　Shannon　has　beeR　well　known　in　such　fields　as　communication

theory，　information　theory　and　signal　processings．　However，　the　condltion　to　be　satisfied　by

the　eheorem　is　too　strong　for　practlcal　purposes，　i．　e．，　it　is　ordiRarily　assumed　that　sampled

fuRctioRs　should　belong　to　L2．

　　In　thls　paper，　we　establish　a　theorem　wkich　can　be　coBsidered　as　a　generalizaeion　of

ShaRnon’s　sampling　theorem　and　is　valid　for　a　class　of　functlons　which　does　not　necessarily

belong　to　L2．　Our　theorem　caR　be　also　considered　as　an　explicit　sampling　theorem　for　the

class　of　functlons　given　by　the　Fourier　transform　of　Distributlons　with　compact　support．

1．序 論

　帯域幅の制限された波形（信号）に対する標本化定理としてシャノンの標本化定理は良く知ら

れており，通信理論をはじめとし，情報理論，信号処理論等の分野でのひとつの基本定理と云う

こともできよう。しかしながら，このシャノンの標本化定理は，通常L・の波形を対象としている

ため，亦用上波形の範囲が狭すぎるということが指摘されている1）’2）。一方，このシャノンの標本

化定理を連続関数に対する補間式（内挿公式）としてみることができるが，この立場から考える

場合にも，多項式等を排除するため，補問式としての実用性を大巾に制限することになっている3）。

　本論文では，連続関数に対する実用的な内挿公式を構成するという立場から，対象とする関数

の範囲をL2に綱限せず，より広い範囲の関数に対しても成立するようにシャノンの標本化定理

を一一般化し，特に，多項式オーダーの増大度をもつ振動型の連続関数に対して有効な補聞式（内

挿公武）を提出する。ここで示す内挿公式は，また，コンパクト・サポートをもつ超関数（Distribu－

tion）のフーリエ変換で与えられる波形に対するひとつのexplicitな標本化公式4）と考えること

もできる。

2．一般化されたシャノンの標本化定理5）

ここでは，序論で述べたように，対象とする関数の範囲をL，の制限をはずしても成り立つよ
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うにシャノンの標本化定理の拡張を行う。そのような一般化のひとつとして以下の定理が成り立

つ。

淀理1］

　！（Z）を整関数（z∈0）とする。

　勃∈NU｛0｝，ヨκ＞0，0≦ヨα＜1，ヨε（キ1一α）〈e，　s．・t．，

　　　lf（z）l　s　K（i＋1zlp）Xti＋＋ili．lll：：；ZB2a．，　e”mz’，　（c－i）

　⇒

　　　　か　　ク　ゐ
f（z）＝Σ　Σ
　　　k＝O　ノ＝o

！（の（0）

ノ！

襟i（0）押s・仁義∫（1・〉（希）ρs撃素π）
（F－1）

　　　一農！（al）Q・艦テ1、nα謬続騰、ゑ∫（1・）器）s撃凝π）　（F一・）

　ただし，（F－1）におけるΣ’は1＝0を除く和を表わし，また，

　　　f…（o）筆器〆（・）z＝。

　　　H（z）　＝一　z／sin　z

　である。（F－2）におけるQ（z）は，z＝＝　alS　qπ（1＝1，2，…，p；1qi＝　e，1，2，…）に1位の零点をも

　つP次の多項式である。

証明：

Y
c各

3 XZ

@　　nπ

cA

on＋り兀

銘

〔碗）・

X

　　　　　　　　　　　　　　図1　積分路Cn（ただし，　Cn＝U　CA）
　　　　　　　　　　　　ゴ琴Σ
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　Cnをsingの零点at・・lrr（III　＝＝　O，　1，2，　…）の内，　III≦nのみを内部に含む，のを通らない正方形

の周とし，9をC。の内部の点とする。（必要な記号等を図1に示した。ここで，ζ＝x＋iyとする。）

　初めに（F－1＞を証明する。

（1）（F－1）の証明

　　　・n（・）鐵，冠（そ）P（ζ甥1、。ζ・ζ

を考える。コーシーの積分定理より，（1）はC。内の留数として表わされ，

　　　・n（・）議、鳥・｛（f）P（ζ∠薯1、。ζ｝

（1）

（2）

となる。ここで，Cn内にはζ＝zとζ＝lrr　（llト1，2，…，n）にそれぞれ1位の極，ζ＝Oに（p＋1）位

の極がある事に注意して，それらの留数を求めると，次のように一与えられる。

　　　酬（kg）P（螺、。ζ｝一｛綜1

　　　，R．rmf．s（（一‘Z’）P－rcr．：｛g＆irg－ggi．；）＝（wwi）t（rmil．IT）PewC9　Gii＝：i，2，・一，　n）

　　　酬（f）P（螺、。ζ｝イ51・｛鍔，、k）1、。。

　　　　　　　　　　　　　　　一一前面ノll！（o）H碧1（o＞・…一i

従って，

　　　・n（・）一｛農一禽慧学）零；（0）弛し勘一1）・（妾）P碧霧

よって，Iln（z）1→0（n→○。）ならば，（F－1）が得られる。以下，　Un（z）1を評価する；

　　　1・’n（非1。∫。（そ）∵薯1、。ζr・dζ

　　　　　　sVtP　．z‘．．，　f，，1－gi，irg｛E－g－li（g一（．2，’t．　g　lidgt・

上の積分は，（C－1）とCn上で成り立つ次の不等式（証明は参考文献3のP106参照）

　　　1－si／ll－1．　il　＄BeunEyE　（B＞e）

および

　　　1｛glP
　　　　　　　：1－i－le；1－P　S　2
　　　　1glp

を用いて，

　　　ムζ，（畿；，、。ζ1・ζ1紘κ（1＋1ζ｝・十1菱11鑑。・・11ζ籠一・ζ1

　　　　　　　　　　　　　　・・呵，（1聯美，za／．．911

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）
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と評価できる。ここで，

　　　湘・ム織器引1異1　（m－1，・，3・・）　　　（・）

とおくと，ノ忽g）→0（n一一〉○。）（付録参照）が成り立つので，

　　　　綱婆・・κβ壽ノ沼（・）　　　　　　　（・）

　　　　　　　　　一・　o　　　（n→。・）

が云える。従って，（3）より，

　　　　lii（；li．gi譲。慧〆ll！（0）姿；（0）♂桐ち甑皇（一1）《去）ρ碧霧　　（10）

となる。（10）の両辺にsin　gをかけて（F－1）が得られる。次に（F－2）を証明する。

（II）　（F－2）の証明

　　　　　　　　カ
　　　Q（z）＝姐（9一α、）　　　（a∈o）　　　　　　　　　　　　（11）
　　　　　　　　k＝＝1

（ただしeVh‡qrr；1ql　＝O，1，2，…）

とおく。また，（1）と同様に，

　　　・；（・）一，髪孟器鴇（ζ甥1、。ζ・ζ　　　　　（12）

　　　　　　、認評｛纒（ζ禦、。ζ｝　　　　　（・3）

となるが，この場合それぞれの極における留数を求めると，

　　　酬審｛多∀藷1、。ζ｝《藩1

　　　酬審紹（螺、。ζトQ・1・（畿幾～1、。．t　（1・　1……・P）

　　　酬細（螺、。ζ｝・（一1）・遥（諾6響）　（l／1一・・1……・n）

である。従って，

　　　7n（・）一喝＋歯Q（1・（鵬、螺、nα凶一1）・＆（蕩））（鯉）　（14）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が成り立つ。以下，（1）と同様に1∬。（z）iを評価する；

　　　17n（・）1一凱器審1（ζ・一i41：iilSZ、ii一一g一一dζ　1　　　　　（！5）

　　　　　　　　・Lff’（．z）1凱Q（ζ農）、、。ζ1・ζL　　　（16）

Cn上にはQ（ζ）の零点はないので，

　　　　1＋14ρ
　　　　　　　　≦M　　　　 （M＞0）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）
　　　1Q（ζ）1

である。（C－1），（5），（17）および（8）を使うと，



5

瑠 f（g）

Q（　g）（　g一　z）sin　g

一般化されたシャノンの標本化定理

Ii・ζi・ムκ

　　≦κ呵，（1＋1，1）・＋・

　　＝KBM　JnM　（g）

lttl！9，？）1（鴇埼l！l…当宴≦齢4ζl

　　Q＋lxl）a　ldgl

となる。ノ，7t（g）→0（η一→○○）より，

　　17n（・）【≦1警夢）iκβ礁ノ沼（・）

　　　　　　　　’O　（n－oo）

が云える。よって，（F－1）及び（F－2）が証明された。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　3．i数値計隻〔例

　この章では，次式で与えられるシャノンの標本化公式

　　　f（・）一漉塾ノ（1・）si際π），

1g－z1
（18）

（19）

21

および（F－1），（F－2）の三つの内挿公式について，有限の項で打ち切った式f、V（x）（κ∈iR）をそ

れぞれ計算し，真値と比較する。それぞれのf，v（X）は次の通りである；

・…の無漏腰ノ（1・）si際π）

（F－1）の雛細義鱒∫ll，（Q）H纂1（0）押sin纏7（1・）（希）〃si“綴π）

（F一・）の嚇綿噛Q瑠1雲器。、禽Q（κゐ需語姜テ1π）．

　以下，　シャノンの標本化公式が適用できない1実軸上で多項式オーダーの増大度をもつ関数

を具体的に選び，（F－1），（F－2）が有効であることを数値例として示す。ここでは，内挿の対

象となる〆（x）の一例として，（C－1）を満たす次の関数を選ぶ；

　　　ノω論｛（x＋1）・＋！｝・・嵯．

　また，（F－1）においてp・＝2，さらに（F－2）において，

　　　Q（x）　：（x－1－8）（x－14）

とする。

　八（x）および打ち切り誤差レ（x）一fi．（x）1のグラフは麟2から騒7のようになる。

　図3は，シャノンの標本化公式による五v（x）がNを大きくしても〆（x）に収束しないことを示

している。従って，このf（X）に対してシャノンの標本化公式は適薦できないことが分かろう。

一方，図5及び図7から，（F－！），（F－2）によるf、V（x）はf（x）に収束する事を示しており，こ

れらはf（x）に対して有効な内挿公武である事が数値例として，確認されたことになろう。
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4．ま　と　め

　§2で与えた，一般化されたシャノンの標本化定理について以下二，三の説明を加える。

（i）定理1において，P＝oとするとき，シャノンの標本化公式を与える。すなわち，次の命題

　　が成り立つ。

ヨκ＞0，0≦ヨα＜1，ヨε（判一α）〈0，

　lf（・）1≦K（誓1翻llゴ・・，

s，t．

＃

　　　　　アど
∫（9）罵1imΣ∫（1π）
　　　n一・OQ　t＝一tl

sin（z一　ln）

z一　／rr

（ii）（C－1）におけるellm”1を6噺‡駅ただし，　Aは非負の実数）とした場合にも（F－1），（F－2）に

　　対応する公式は容易に導かれる。（F－！），（F－2）は．4＝1に規格化した場合の結果である。

（iii）f（z）が多項式である場合には，与えられた多項式の次数に応じてpを選べば，（F－1）な

　　いし（F－2）を適用することができる。ゆえに，この定理は，ある意味で，多項式を対象とす

　　るラグランジュ補間と（ある．種の）周期関数に御幣されるシャノンの標本化’定理を一つの公

　　式の形に統一したものと考える事ができよう。

　最後に，紺象を指数関数オーダーの増大度をもつ関数のクラスへ拡張することや，標本化関数

として，無限乗積を胴いる標本化定理6＞は現在検討中の課題であることを述べて終りとしたい。
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付　録

ノsn（・）盗∫ （1十lxl）”

：　（1十1gyl）a＋e

Idgl
　　　　－e　（n－oo）
lg－z1

（m　＝1，　2，　3，　4）

証明

　（1）ne＝＝2，4の場合

（i）　g：x±i（n十1／2）rr　（lxlS（n十1／2）rr）

（ii）zを半径（n＋1／2）πの円内の点と仮定してよいから，
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　　　　　　　　lg－zl　1141－lzl＝Vx2十（n十1／2）2n2　一lzl　1（n十1／2）rr－lgl　＞O

（i），（ii）を用いて，

　　　　f，yt（．）sf－1：lllil：一｛1i＋＋（（．”＋＋ii／2i｝rr｝a｝：e　rk．＋i　2gn－lzl

　　　　　　　　　　　　　1　2（n÷1／2）n
　　　　　　　　　｛1　Nr　（n＋　1／2）　rr　｝e　（n＋　1／2）　rr－kl

　　　　　　　　－O　（n一　co　）．

（獲）　m＝1，3の場合

　　　　（iii）　ζ＝＝±（n十1／2）π÷砲！　（IZt1≦（n十1／2）π）

　　　　（iv）　［1；一zl　tig’1－1zl＝viwt．十1　2）27v2十gt2－1z2（n－i－1／2）7r－izl＞O

（iiD，（iv）を用いて，

　　　　湘≦∫lll：1：：；｛鵠1緯π｝α（n＋、瑠。一1。1

　　　　　　　　2｛1轟細α∫　ノ21π（S．y，。＋。

ここで，π＝1十yとおくと，上の積分は，

　　　　f。（n＋”2）π（路＋・イ＋（　2㌦・・＋・・dU

　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝［rmf｛li？lllFyaie，）1’（n＋i，2｝rr

　　　　　　　　　　　　　　　　　｛1十（n十1／2）rr｝i’a－e－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1一　ev－E

となる。従って，

　　　　　　　　＜　　　2　　　　｛1十（n十1／2）π｝1『ε一｛1十（n十1／2）π｝α
　　　ノ，野（9）
　　　　　　　　＝　1一　ev－E　（n十　1／2）　rr一　l　z［

　　　　　　　　＝k．一，　一（｝．E　8f’．（i”／g）i．／一2）fl．J［｛i＋（n＋i／2）rr｝一e一｛i＋（n÷i／2）rr｝a－i］

　　　　　　　　一〇　（n一　oo）

である。この結果，（1），（III）より∬（k）一一・　O（n一一・o。）（m＝　1，2，3・4）が成り立つ。
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