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　　　　　s］騨］iSeecica豆Ca妙by奮恥e　Co麗oc島窺io］n　Me壱翫Lod

Takashi　MIKAMI　and　Jin　YosHIMuRA
　　　　　　　　　（Received　March　30，　1985）

Abstract

　　　The　collocation　method　is　presented　for　determining　the　vibration　characteristics　of

shells　ifivolved　in　revolution　which　are　composed　of　combinatioRs　of　cylindrical　and　spherical

she｝｝s．　The　results　obtained　from　the　preseRt　treatmeRt　are　compared　with　the　existing　ones

for　shells　of　this　type．　The　comparlsoR　shows　thae　the　method　yields　very　good　results．

Finally，　several　numerical　examples　are　given　to　examine　the　effects　of　dimeRsioRs　of　the

shell　on　the　dynamic　behavlor　system．

1．　INTReDUCTION

　　　The　vibration　problems　of　cylindrical　shells　closed　by　spherical　shells　are　important　in

the　practice　of　engineering．　Such　structures　are　used　in　many　industries．

　　　For　such　shells　which　have　a　disconeiRuity　in　geometry，　most　of　the　reported　studies’）N3）

have　been　attempted　using　fiumerical　methods，　suck　as　the　finite　difference　method，　and　the

flnite　elemeRt　method．　However，　to　obtain　accurate　estimates　for　the　natural　frequencies

and　the　corresponding　mode　shapes　（expecially　near　the　points　of　discontinuity），　these

methods　usually　require　a　large　number　of　discretization　points　or　a　large　Rumber　of　elements

and　result　in　a　correspondingly　large　set　of　algebraic　equations．　Therefore，　Rumerical

difficulties　may　arise　in　the　calculation　of　the　natural　frequencies　and　the　mode　shapes．

　　　In　the　present　study，　the　formu｝ation　of　free　vibra£ions　of　cy｝indrical　shells　with　spherlcal

caps　is　presented　using　the　collocation　method．　The　collocation　points　are　taken　at　the

zeroes　Mth　sklfted　Legendre　polynomials　PXf　（x）　defined　on　the　domain　O　K　x　K！．　These

zeroes　are　distributed　c｝oser　to　x＝e，　1．　Therefore，　the　location　of　such　zeroes　may　be

utilized　to　avoid　the　numerical　difficulties　when　shells　which　have　a　discontinuity　in　geometry

m疑st　be　dealt　w呈th。

　　　The　main　objectives　of　the　present　paper　are　：　1）　to　examine　the　applicabi｝ity　of　the

collocation　method　to　free　vibration　analysis　of　cylindrical　shel｝s　with　spherica｝　caps，　and　2）

to　determine　the　dynamic　characteristics　of　shells　ef　this　type．

2．　MATHEMATICAL　geORMULATION

　　　A　cylindrical　shell　with　a　spherical　shell　is　shown　in　Flg．　1．　ln　the　figure，　a，　h，，　aBd　L．

are　the　radius，　thickness，　and　height　of　the　cylindrical　shell，　respectively，　and　R，　hs，　Ls，　and
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のare　the　radius，　thickness，　meridional　length，　and

half　opeRing　angle　of　the　spherical　shell，　respec－

tive至y．

　　　The　analysis　is　based　on　Novozhilov’s　thin

shell　theory‘）．

2。l　　GoverRing　Differe獄tia茎Eq糠a繧ons

　　　The　governing　differential　equations　for　a

shell　of　revolution　can　be　formulated　in　terms　of

the　displacements　by　substituting　the　stress　resul－

tant－displacement　relations　into　the　equations　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．1　Cylindrical　shell　with　spherical　cap．

equilibrium．

　　　　Assuming　that　the　cylindrical　and　spherical　shells　are　undergoing　free　vibration　with　a

frequency　ca，　then　the　meridional，　circumferential，　and　radial　displacements，　u，　v，　and　w　are

described　as

％ゴ

〃ゴ

ωゴ

　　　　

＝螢
　　n；0

h，こ乃（x）COS　nθ

hj　Vj（x）　sin　nO

hブ隅・（X）COS　nθ

eiω‘ C（／＝ら∫） （1）

in　which　U，　V，　and　W　are　nondimensional　displacement　functioRs，　n　is　the　harmonic　number，

and　e　is　the　circumferential　angle．　Moreover，　iR　Eq．　（1）iww－c　refers　to　the　quantities　of　the

cyliRdrical　shell，　aRd　i一一s　£o　the　quaRtities　of　the　spherical　shell．

　　　　By　using　Eq．　（1）　a　system　of　ordinary　differential　equatioRs　can　be　obtained　for　each

harmonic　n．　These　equations　are

αブ，1σ〆ノ÷aゴ，・θ：∫＋aj，、　Uj・＋αゴ，、1・’y＋αブ，，　Vj・＋aあ、鰐”＋aj，，鰐ノ＋

　　　　　　　aゴ，8瑠＋aj，、Wj一ん研・＝0，

αノ，1。θ：〆＋αゴ，nU」・＋　aj，12胃ノ÷aj，13レ了＋α，，1、　V，・÷σゴ，15曙’＋

　　　　　　　　aブ，16鰐＋伽7W」・一んVj・＝0，

αブ，18乙L「”＋αブ，、9研∫’＋aj，、。α＋の，2、研・÷αプ，22砺∫’＋α5，，，鷲∫÷

aj，・・鷲・＋αブ，・・π野＋αブ，26鰐”＋の，，7曙’＋βゴ，28曙＋αゴ，、9砺・一

　　　　　　　ん1罵・＝0，　（ノ＝c，s）

（2）

in　which　the　subscripts　i　一一　c　and　i　一一　s　denote　the　quantlties　with　respect　to　the　cylindrical　and

spherical　shells，　respectively．　Moreover，　（　）’　＝d　（　）／dx，　x±’　1／L」，　1　is　the　meridional　｝ength

measured　from　the　apex　of　the　spherical　shell　or　the　junction　of　the　cylindrical　shell　and　the

spherical　shell，　lc　（＝pa2　（1－v2）　ca2／E）　and　As　（＝＝pR2　（1－v2）　di2／E）　are　the　frequeRcy

parameters，　p　is　the　mass　density，　v　is　Poisson’s　ratio，　and　E　is　YouRg’s　modulus．

　　　The　coefficieRts　aj，　i　（iww一　1，．．．，　29）　are　functions　of　the　shell　geometry　aRd　material　charac－

teristics，　and　the　harmonic　number．　Although　detai｝ed　expressions　for　the　coefficients　have

been　omltted　here　for　brevity，　by　considering　the　geometric　properties　of　a　surface　of

revolution　the　coefficients　of　the　cylindrical　and　spherical　shells　may　be　obtained　from　those

of　a　hyperboloidal　shell　given　in　Ref．　5．
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2．2　Bou盤dary　a難d　Co斑patibiliもy　Condi縫ons

　　　The　force　quantities（［n〕，［m］，［s］，　and［t］）which　appear　in　the　boundary　conditions

鷺ow　w童猛be　expanded玉鍛to　Fourier　ser玉es，　where〔掲and［m］are　the　meぎidio難a玉force　and

moment，　respectively，　and［s］and団are　the　effective　shear　forces．　These　are　shown　i鍛the

following　forms：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　［n］ゴ＝Σ［2V］ゴcos　nθ，［m］戸Σ［M］プcosフ¢θ，

　　　　　　　　　　，t－e　　　　　　　　　　　　　　　9－o　　　　　　　　　　　（ノ＝o，　s＞　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

　　　　　［S］汗Σ［S］、　sin　nθ，［tl、m　Z［T］ゴCOS銘θ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η扁O　　　　　　　　　　n＝O

i無which出e　quantities［N］ゴ，［ルf］」，［∫］ゴ，　and口’］ゴmay　be　expressed　in　terms　of　the

displaceme鍛ts　as

　　　　　［1＞『］ゴ＝K，・，、（∂ゴ，1θ：1率∂ノ，、u，・＋bゴ，、v，・＋ゐゴ，訊・），

　　　　　［Mユ戸K，㍉、（δ5，，α＋δゴ，，u，・＋∂ゴ．，Vj・＋ゐゴ，81列1÷∂ゴ，・鰐＋bゴ，玉G卿，

　　　　　［S］ブ瓢瓦・，，（∂川U，・＋∂5，12W＋∂ゴ，13ヒ・桶ゴ，14鰐緬ゴ，1認・），　　　　　　（4）

　　　　　［ア］戸κ，，、（∂ブ，、6σ〆ノ＋島，17σ∫÷bj，，・　Uj・＋ろブ，19胃÷わブ，・・1る・＋ろゴ，2訊∫”＋

　　　　　　　　　　　　　　6ブ，22鰐＋ゐゴ，23瑠÷ゐゴ，24班，・），　（］＝c，s）．

In　Eqs．（3）and（4），　the　subscr呈ptsブ＝6andブ＝sre｛er　to　the　quantities　of　the　cylindrica王and

spherical　shells，　respective韮y，　and毛he　coefficien之s　bj，，　a＝1，＿，24）can　be　obta拠ed　from　those

of　Ref。5slmilar茎y　to　£he　coefficients　ai　i　in　Eq．（2）．　Moreover，　Kj，i（鵠1，＿，4）are　as　follows：

for　the　cylindrical　shell

　　　　　凡r1肇）。，K・，・一K・．1蓋，κ・，3一・（1－y）K・，i，＆轟・1塾　（・）

a鍛（墨for　the　spherical　she1至

　　　　　Ks，1一（E雇1－y2）R一，　K・，・　・K・，1－iii、S？k・，κ・，・一・（1一・）Ks，1，κ・，・一κ・．11顔・（・）

　　　The　conditions　to　be　applied　at　the　apex　of　the　spherlcal　shell　are　a＄fo至玉ows：

　　　　　Us＝旅畿剛謹話’一日目〆罵Ofor　72＝0，

　　　　　Us十Vs＝臥＝U9＝［ノ協］8＝O　for　77．　x　1，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

　　　　　乙1』＝　Vs＝肌＝研9二　〇　for　フ2⊇≧　2　．

　　　The　compatibility　condi毛ions　at　the　jo童難t　between£he　cylindrica玉shell　and　spher量cal　shell

are：

　　　　　hc　Uc＝＝IZs　Us　sinの十IZs　Ws　COSの，　IZc　Wc　＝　IZs　vrs　sinφ一12s　Us　COSφ，

　　　　　脳一輪発：研←舞輪西　　　　　　（、）
　　　　　囲，x囲，　si11φ＋［T】。　COSの，圃、：＝：圃。，

　　　　　［T］。＝［刎、sinφ一［N］。COSの，［5］。＝［S］。．

　　　For　the　boundary　conditions　at　the　base　of　the　cylindrical　shell，　we　will　prescribe　the

apPropriate　four　of　the　qua簸tities瞑る，レZ，夙，　Wら，［N］c，［M］c，［S］c，　and［7「］c．　Thus，　the

boundary　condi之ions　to　be　considered　are：



4 T．　MiKAMi　and　J．　YosHiMuRA 4

楓1翻1＝1：疏二瓢乳二賜 （9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3．METHO夏）OF　SO到UT亙ON

3．1　T｝韮eCo茎loca擁on　Met難od

　　　Without　going　l琵to　details，1et　us　consider　the　application　of　the　collocation　method　to

spec圭fic　differential　e（まuat圭ons．　For　this　purpose，　let　us　assume　thaもthere　is　the　problern

given　by　a　second　ordinary　differential　equa摂on

　　　　　以z‘）＝0；0〈x〈！，　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）
and　two　bo雛ndary　conditio無s

　　　　　Sゴ（zt）＝0；ブ皿＝！，2，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11）

in　which五and　S　are　a　lirlear　differeRtial　operaters．

　　　We，　for　example，　seek　an　approxima£e　solution　of　the　form

　　　　　　　　ノレ　　

　　　　　z‘＝Σai－1κ臼　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）
　　　　　　　　　i＝l

in　whichα洞（i＝1，．．．，　M十2）are　uRde£ermined　coefficients．　Subst量tu£恥g　Eq．（12）into　Eq．

（10），the　residua圭1～（x）becomes

　　　　　　　　　　　レや　
　　　　　1ぞ（x）＝　Σ］ai＿1∠、（κガー1）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（13）

　　　　　　　　　　　　～’皿1

　　　1n宅he　collocation　method　the　res圭dual呈s　elim量na之ed　by　setting　1～（x）＝O　at　M　specified

collocation　points．　Then，　wlth　two　boundary　coRditions，　M十2　linear　equations　are　obtained

for　theルノ十2　unknowns．

　　　The　roots　of　the　orthogonal　polynomial　are　frequently　used　as　collocat三〇n　pol就s　with

considerable　success．　In　this　paper，　the　co玉玉ocation　points　are　se玉ected　to　be　zeroes　of　the

Mth　shifted　Legendre　polynomial　p諺（x）defined　on　O≦κ≦L　Theseルノpoints　are　ca玉圭ed　the

interior　col璽ocation　points．

3．2　Applicat藍on　to　Cy1童簸dr量ca豆Shell　w童th　Spherica豆Cap

　　　The　so1蘇tions　to　Eq．（2）are　taken　as　the　following　forms：

　　　　　　　　　ルわチ　　　　　　　　　　　ルグノナ　　　　　　　　　　　ムィゴロト　
　　　　　直川Σej，i．lxi而『1，1る＝Σゐ，i－1κi－1，購・＝Σ9j・，i－1κi一’，　（ノ瓢らs）　　（14）
　　　　　　　　　　ガ皿三　　　　　　　　　　　　　ど芭三　　　　　　　　　　　　　ガ扁l

in　whichの旧，．塩一正，　and＆ご一1　are　unknown　coefficients，　and艇aBd砥are　the　number　of

interior　col茎ocation　points　in　the　cylindr呈cal　and　spherical　shells，　respectively。

　　　It　seems　convenient　to　write　the　elgenvalue　equation　in　terms　of　the　solu乞ion　of　the

interior　collocation　po呈nts．　To　th量s　end，　two　matrices盆and　B　are　used　to　approximate　the

f呈rst，　secorld，毛hird，　and　fourth　der量vatives　of　Eq．（14）．　The　expressioB　for　the　solut三〇n毘for

examp茎e，　iS　giVeR　by

　　　　　例ご〉＝！隻～ガ）隅・一トBj・・i｝　g，，　　　（i＝＝！，．．．，4；ブニご，　s），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

in　which　the　superscript（のdeno毛es　the　ith　derlvative，

　　　　　鍛窯：1蹴住撫鷺1脇’瓢〔　2）｝，｝　　（16）
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and　g　T＝：｛g，・，M」＋3，　gi　nf，＋4｝．　Moreover，　xi　（i＝＝2，．．．，M」十1）　are　the　interior　collocation　points，

κ1＝0，κ嶋・＋2＝1，andノ藍～ゴ）and　B5のare　the（瓢・＋2）×（ル乙・十2）and（M」・十2）×　2　matrices，

respectively．

　　　The　derivatives　of　U　aRd　V　may，　on　the　other　hand，　be　wri£teR　as

　　　　　乙びの＝ノ4～のこ1，・，　シつμ）＝＝ノ4∫の下ノ3・，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）

in　which　U，｛・’），　U」，　etc．　are　given　by　an　expressions　similar　to　Eq．　（16）．

　　　There　are　3（Mc＋Ms）十16　unknowns　in　Eq．（14）．　However，　we　obtaiR　3（砿十砥ノ

equations　frorn　Eq．　（1）．　ln　addition　to　this，　we　have　16　bouRdary　conditions．

　　　EquatioR　（14）　should　satisfy　the　equations　of　motion　（Eq．　（1）），　at　the　interior　collocation

points．　Therefore，　we　have　the　following　eqwation　：

　　　　　a，a，“a，a，一tu2S，＝e，　（18）
in　whichδ1「　＝｛Us（．X2），＿，乙fs（κ、Ws＋｝），レ㌔（κ2），．．．，Vs（」U・，x．IS＋1），肌（κ2），．．．，Ws（κai8＋ゑ），

　　　　　　　　　　　　　Uc（x2），．．．，　Uc（xM．＋1），　Vc（AJ2），．．．，　Vc（xM，＋1），　urc（x2），．．．，vac（befif，＋1）｝，

andδ『＝＝・｛θ』（Xl），乙な（κMs＋2），　Vs（κ1），τ・㌔（κMs＋2），　Ws（κ、），】ル匁（κMs＋2），9s，　Ms＋3，9’s，・Ms＋4，

　　　　　　　　　UC（κ1＞，σ。（XMc＋、），　VC（κ1），　VC（κ撫，），隣（κ1），　W。（Xfif、．，2），9，，il・f，＋、，9嚥刊｝．

　　ai　and　a　2　are　the　3（　Mc十Ms）×　3（　Mc十Ms）　and　3（　Mc十Ms）　×　16　matrices　which　are　compo－

sed　of　the　elements　of　AS・‘｝　and　B5・’〉，　and　these　matrices　are　expressed　in　partitioned　matrix

forms　：

　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　雛
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αs　　重　　　　　　　　　　　　　　a3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：　e　1　］一一’Ai　O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I　　　　　　　　　　3払×81　　　　　　　　　　　3弧×3Ms
　　　　　ai＝1一一一一U一一一t’＝L’：一一一一r，fi””ml，　a2＝　1一一＋」一一一一i一”一：一，一’一1，　（19）

　　　　　　　　　　　　　　　・i、幽脇　　・i、添、

in　which　O　is　the　null　matrix，　and　the　submatrices　a　g・　aRd　a　2　（？1　rm－1，2）　are　built　from　the

equations　of　motion　of　the　cylindrical　aRd　spherical　shells，　respectively．

　　　The　remaining　16　eqttations　are　obtained　from　the　boundary　conditlons．　These　may　be

written　as　an　expression　similar　to　Eq．　（18）

　　　　　Biai十B，a，　＝e，　（20）
in　which　Bi　and　B2　are　tke　16x3（Mc＋Ms）and　16x16　matrices，　and　these　matrices　are　made

up　from　appropriate　submatrices　as　follows　：
　　　　　　　　　　　　　　　　　雛　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

B，　＝

　　β｝　・

　　　　　　1　0

4×3払・
　　　　　　し

　　　　　β1

　8×3（Ms十Mc）

。iβ量
　　　　　　14×3処

　　　　　　　　　　　｝，

f12　＝

Be　：
　　　　：　0

4×8i

　　　β茎

　　8×　16

　　　　1　Bi

　e　l
　　　　l4×8

ガ瓢，

（2！）

in　which　the　subrnatrices　31一，B？・，　and　B？・（irm－1，2）are　built　from　Eqs．　（7），　（8），　and　（9），　respec－

t量vely．

　　　Combination　of　Eqs。（18）and（20）leads　to　a鍛3（三十砥）eige登value　problem

　　　　　（ai－a2B2’　iBi）Si　＝＝　to26i．　（22）
The　solution　of　Eq．　（22）　yields　£he　estimates　for　the　3　（M．十M．）　natural　frequencies　and　the

corresponding　eigenmodes．
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4．　NUMERICAL　EXAMPLES

4．1　CoRvergenee　and　Comparative　Study

　　　Consider　the　example　of　a　cylindrical　shell　with　a　hemispherical　cap．　The　properties　of

the　shell　are　：　h，＝＝　h，，　h．／a一一e．02，　L，／a＝：：1，　and　v＝O．2．　The　shell　is　considered　to　have　fully－

clamped　conditions　（U，＝＝　V．　＝：　1｝V．＝＝　WZm－O）　at　the　base　of　the　cylinder．　The　same　shell　has

also　beeR　analyzed　by　several　investigators．

　　　　In　the　present　study，　both　the　cylindrical

and　spherical　shells　employed　the　same　number

of　collocation　pointsノ匠（i．　e．　M：＝：　Mc　＝Ms），　aRd

the　values　of　M　were　varied　from　M＝9　to　M＝：

12．　For　M＝9　and　ll，　for　example，　locatlon　of

the　interior　co！locatioR　points　are　shown　in　Fig．

2．　As　can　be　seen，　the　collocation　points　are

distributed　in　the　Reighborhood　of　the　apex，　the

base　aRd　the　junction　of　the　cylinder　and　the

cap．

　　　The　results　obtained　by　the　present　method

for　the　first　mode　（m＝1）　are　summarized　in

Table　1，　in　which　the　computed　values　of　the

natural　frequencies　awV？pi’71Ei／　are　tabulated　and

Ms＝9

junc圭ion

Mc＝9

一一　Base

Apex
Apex

Ms＝11

一Junction

Mc＝11

’一@Base

O　lnterior　Coltocation　Points

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．　2　Location　of　interior　collocation　points

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　forルf＝9　and　11（ルグ＝ルfc＝Ms）．

compared　with£hose　obtained　by　the　f量nite　elelnent　method（F．E瓢），　and　the　finlte　difference

method　（F．D．M）．　The　total　number　of　rnesh　points　for　both　the　finite　element　and　finite

difference　methods　was　124．　lt　may　be　observed　from　Table　1，　that　even　with　a　small

number　of　collocation　poiRts，　the　results　compare　very　favorably　with　the　results　by　other

methods．

　　　　The　numerica｝　convergence　of　the　present　approach　for　higher　modes　is　shown　in　Table

2．　As　can　be　seen，　the　natural　frequencies　converge　rapidly　to　steady　values．　The　analysis

with　the　largest　collocatioR　points　of　M＝12　will　be　assumed　to　be　‘exact’　for　comparison

purposes．　As　it　may　be　observed　in　Table　2，　eveR　with　M　＝9，　the　errors　were　within

acceptable　limits．　For　example，　the　errors　in　the　fifth　mode　frequency　are　within　1　O／o．

4．2　Parametric　Studies

　　　　Numerical　calculations　were　carried　out　to　investigate　the　vibration　characteristics　of

cylindrical　shells　witk　a　spherical　cap．　The　results　for　the　natural　frequencies　and　mode

shapes　are　presented　in　Figs．　3一一6　and　table　3．

　　　The　results　shown　and　tabulated　are　meant　to　illustrate　the　followiRg　aspects　：　1）　the

influence　of　Poisson’s　ratio　v　and　half　opening　angle　O，　2）　the　effect　of　boundary　conditions

at　the　base　of　the　cylinder，　and　3）　influence　of　thickness　to　radius　ratio　h，／a　and　length　to

radius　ratio　Lc／a．　The　bouRdary　conditions　considered　are　：

　　　　　1：：跳歯睾。．｝　　　　　（23）
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Table　1　Natural　frequencies　（awv：p577｝IE）　for　the　axial　mode　m＝　L

7

Circumferential

@　mode　1¢
F．D．M2） RE．M2）

ルプ識9

　　This　study

泣m＝10 M篇11 ル∫＝12

0 0．64682 0．64682 0．64664 0．64664 0．64664 0．64664
！ 0．29641 0．29650 0．29629 0．29629 0．29629 0．29629

2 0．50963 0．50910 0．50910 0．50910 0．50910 0．50910

3 0．4106！ 0．41061 0．41062 0．41062 0．4！062 0．41062

4 0．34369 0．34369． 0．34374 0．34374 0．34374 0．34374

Tab叢e　2 Natural　frequencies　（aa）V；p67111if　）　for　the　higher　modes．

Circu1簸ferential

@　　modeη

　　Mode

獅浮高b?ｒ窺 盛4＝9

　　　　This　study

N4＝10 乃4＝11 君4罵12

0 2345

0．92289

O．98076

P．00581

P．02976

0．92289

O．98077

P．00591

P．02997

0．92289

O．98077

P．00590

P．02996

0．92289

O．98077

kOO591

P．02996

1 2345

0．78722

O．86635

O．96626

O．98172

0．78722

O．86636

O．96626

O．98172

0．78722

O．86635

O．96626

O．98172

0．78721

O．86636

O．96625

O．98172

2 2345

0．84153

O．91468

O．97238

P．00953

0．84153

O．91467

O．97238

P．00966

0．84153

O．91468

O．97238

I．00966

0．84152

O．91462

O．97240

kOO968

3 2345

0．77107

O．94299

O．97666

P．01899

0．77107

O．94299

O．97666

P．01890

0．77107

O．94299

O．97666

P．01891

0．77107

O．94299

O．97666

P．01891

Table　3　Effect　of　Poissoii’s　ratio　on　frequency　parameter　（ato　y’Tp71tT）．

Circumferential Mode　number 珊罵1 Mode　number 刑＝2
modeフ2 レ＝0、15 ン＝0．3 ソ瓢0．！5 ンニ0．3

0 0．4969 0．4897 0．8706 0．8457

1 0．1782 0．！721 0．5247 0．5178

2 0．2891 0．2820 0．5927 0．5852

3 0．！995 0．1961 0．4507 0．4460

4 0．！477 0．1465 0．3480 0．3449

5 0．1268 0．1276 0．2813 0．2801
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The　calculations　were　performed　with　Mc＝　Ms　＝＝

11．

　　　Table　3　shows　the　effect　of　Poisson’s　ratio　on

the　frequency　parame£er．　The　calculation　was

carried　out　for　hc　＝hs，　hc／a＝＝O．Ol，　Lc／a＝＝2，　¢＝

90“，　and　the　boundary　condition　Ci．　As　shown　in

Table　3，　Poisson’s　ratio　has　little　effect　on　the

frequency　parameter．

　　　The　variation　of　the　natural　frequency　aw

VlpEffili／E　with　the　half　opening　angle　ep　is　shown　in

Fig．　3　for　h，＝　h．，　h．／a＝＝O．Ol，　L，／a＝　2，　v　：O．3，　and

the　boundary　condition　Ci．　The　values　of　n　were

varied　from　O　to　10．　The　resglts’indicate　that
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changes　in　the　half　opening　angle　have　little　influeRce　on　the　frequency．

　　　IR　Figs．　4　and　5，　the　frequency　parameters　of　cylindrical－hemispherical　shells　with　the

boundary　conditions　Ci　and　C2　are　given　for　different　ratios　of　Lc／a　and　hc／a．　As　can　be

seen，　the　effect　of　the　boundary　conditions　is　greater　for　low　values　of　n，　Lc／a，　and　hc／a．

Moreover，　£he　results　in　Figs．　4　and　5　indicate　thae　for　high　values　of　n，　the　influence　of　the

boundary　conditions　is　limited　regardless　of　the　Lc／a　aRd　hc／a．　Furthermore，　for　the

boundary　condition　C2　the　minimum　natural　frequency　occurs　at　n　＝1．　For　the　boundary

coRdition　Ci，　on　the　other　hand，　the　minimum　natural　frequency　occurs　at　values　of　n　larger

than　1．

　　　Figure　6　shows　mode　shapes　for　mode　1　aRd　n＝1，　2．　The　figure　lndicates　that　as　n

increases，　the　motioB　in　the　cylinder　is　predominant．　Moreover，　it　is　also　indlcated　that　the

presence　of　the　discontinuity　point　results　in　rapid　changes　in　the　mode　shape　in　the

鍛eighbourhood　of　th圭s　po圭捻t．

5．　SUMMARY　AND　CONCLUSIONS

　　　The　collocation　meehod　was　presented　fer　the　free　vibration　aRalysis　of　shells　which　are

composed　of　combinations　of　cylindrical　and　spherical　shells．

　　　Numerical　results　involving　comparisons　with　other　numerical　solutions　indicate　the

advaneages　of　the　present　approach．　One　of　the　main　advantages　of　the　present　method　as

compared　to　other　approximate　methods　is　that　a　relatively　high　degree　of　accuracy　is

obtained　even　with　a　reasonably　small　degrees－of－freedom．　ln　additioR，　thls　method　appears

to　be　easy　to　formulate　and　simple　to　use　when　shells　having　the　discontinuity　point　must　be

considered．

　　　The　method　was　used　to　determine　the　dynamic　characteristics　of　cylindrical　shells　with

spherical　caps　and　the　frequencies　were　obtained　for　different　shell　parameters．　A　series　of

charts　which　would　be　readily　applicable　for　the　determination　of　the　fundamental　natural

frequencies　was　developed．
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