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最：小二乗法の精度低下現象の解析

河口万由香　　伊達　　惇
　　（日弼示［］60年6月　30　日受理）

ARalysis　of　Drops　in　Accuracy　of　Least－Squares　approximation

Mayuka　KAwAGucm　and　Tsutomu　DA一一TE

　　　　　（Received　June　30，　1985）

Abstract

　　The　aim　of　this　paper　is　to　show　that，　iR　the　practical　use　of　the　least　square　methods，

we　often　meet　with　unexpected　trouble，　and　that　the　resulting　fitness　often　fails　even　if　the

degree　of　polynomials　is　increased．　We　gave　theoretical　considerations　to　this　problem

introducing　the　measure　of　fitness　and　showed　that　the　failure　of　fitness　in　a　power　series

approximation　arlses　from　ill－conditioned　case　of　equations　to　be　solved．　For　Legendre

polynomials，　however，　such　failure　of　fitness　is　not　expected　from　that　view－point．　The　nu　［｛一

erical　experiments　show　the　above　projection　to　a　high　extent．

1．序 論

　関数近似の方法として，最小二乗近似，ミニマックス近似の他に，級数展開の部分和による近

似法，および，級数展開に何らかの修正を加える方法があるが，それぞれ，目的にしたがった使

い分けがなされる。

　近似を行う闘的によって，許容する誤差の大きさが異なり，それにともなって近似計算に要す

る手間が変わるのであるが，このほかに，計箪手段が多様化した昨今，使用する計算機種あるい

は君語によって有効数字の大きさや組み込み関数の扱いが異なることの影響があり，後者の方が

実質的な計算時間決定に重要な役割を果たすことが多い。

　データの集合から適当な関数を近似する作業において最も良く使用される最小二乗法は，理論

上の構造が明確である反面，実際に適用するときには，意外な数値計算上の障害に出会うことが

多い。多項式で近似を行う場合に，多項式の次数をあげればそれだけ近似の精度は増すと考えや

すいが，そうではないことを示す簡明な数値実験結果を得たので，考察を添えて報告する次第で

ある。

　構成は，2節において，多項式近似に関する数学的準備を行うものとして，近似の度合いを示

す尺度の導入をするとともに，ベキ級数近似，および直交多項式近似としてのLegendre，

Chebychev両多項式を導入する。3，4節においては，多項式の次数増大にともなって近似の精

度が低下する場合がありうることを，重氏の考察，数値実験結果を添えて紹介する。
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　　　　　　　　　　　　　　2．多項式近似の最小二乗法

　最：小二乗近似の場合は，被近似関数を〆（x），近似関数をg（x），近似区間を［a，ろ］としたとき，

二乗ノルムと呼ばれる，

　　　llf一・R・イ｛f（x）一9（・）｝・dx　　　　　　　（・．1）

または偏差平方和

　　　　　　　Σ｛f（Xi）一8（Xi）｝2，（a≦κo，κ1，……，κ解≦b）　　　　　　　　　　　　（2．2）
　　　ゴ置0

を関数近似における“近さの尺度”として採用する。

　まず，式（2．1）を最小にする近似式g（x）を求めることを考えるe

　　　（f・9）イ〆（・）9（・）dx　　　　　　　　　（・・3）

とおく。

　近似関数g（x）はある関数族しに属し，Lを有限次元の線形空間，9i（x）（i　：＝　！，2，…，n）をし

のある基底とすると，g（x）は次式のように9i（x）の一次結合で表される。

　　　　　　れ　　　9（x）＝Σコaigi（x）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．4）

　　　　　　i＝1

ここで，

　　　Gff（（9i，　9j　））

　　　Ai（ai，　a2，　a3，　’’’’”，　an）’

　　　．F≡（げ，9i），（f，9、）ヂ・・…，げ，9。））’

とおくと，式（2．4）の係数aiは次の連立一次方程式の解として求められる。

　　　σ孟＝F

gi，g2，……，9nが一次独立ならば，

　　　det　（（gi，　g」））＝IGl￥　O

であるから，式（2．7）はただ一通りの解を持つ。

　また，g『1，g2，……，9nが直交系であれば，（9i，9j）＝＝O

となり，

　　　　　（f，gi）
　　　ai一一‘（’g；te1．　UgJ；．5M

によって，ただちに解が求められる。

　また，式（2．2）を最：小にする場合には，

（2．5）

（2．6）

（2．7）

（鉾のであるから，行列（；は対角行列

（2．8）



最小二無法の精度低下現象の解析 115

　　　　　　　　れ　　　1ノーg12藁Σ｛∫（Xi）一9（Xi）｝2

　　　　　　　η∫嵩0

　　　（Lg）≡Σf（Xi）g（Xi）　（a≦x。，Xl，……，勘≦b）
　　　　　　　ε籍0

とおくことにより，式（2．7），（2．8）を満足する。

　以下，多項式近似の最小二乗法の例として，それぞれ代表的な特徴を有する，（i）ベキ級数近

似，（ii）i直交多項式近似，（iii）Chebychev近似（Chebychev補間）を扱う。

　（i）ベキ級数近似　　式（2．4）において，9i一一．x・i（ゴ瓢。，1，……，．12）とおいたときの

　　　　　　れ　　　9（x）＝＝Σ】aixi　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．9）

　　　　　　t；G

を近似関数として採用した場合をベキ級数近似と呼ぶ。武（2．9）を式（2．5），（2．6）に代入し（た

だし，i，戸0，1，・・…・，n），連立一次方程式（2．7）を解くと，係数のが求められる。式（2．7＞は具

体的には次のような形になる。

　　　　∫：ldx！iix　t／．v……∫：。n　dx　ae　∫：f（x＞dx註1〕

　　　　∫：x　dx　　 ∫lx2　　dx　・一一…　　∫lx／z÷lc／x　　　　　　　
a1
@　　　　　　ノニ：f（x）＿x－　dx

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×　　　　　　＝

　　　．Illx・　dx．LIXt　n÷’dx一∫：xe・n　（／x　an　、∫：f（x）x・’・　dx

　（ii）直交多項式近似　　幽：交多項式の例としてLegendre関数をとりあげる。Legendre関数

（Legendre多項式）は次のRodriguesの公式によって定義される。

　　　Pn（x）一，場，護。（・・一1）n

これは，次のような漸化式を満たし，かつ，直交性を持つ。

　　　｛　　　（17．十1）∫）tl　一＋．1（x）一（2フ2÷1）κ1＝）ll（．x）十nl）n一一一1（x）xO

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．10）
　　　PG（x）一一1，　P，（x）＝λf

　　　∫1酬恥一｛1／（，i÷1）窩1

このような，直交多項式の一次結合から成る関数

　　　　　　れ　　　9（x）＝ΣbiPi（x）
　　　　　　i一＝o

を近似関数として採用すると式（2．8）によりただちに次式でaiが求められる。

　　　　　∫：f（x）P・（．・’）dx

　　　雄∫：｛P，（。）｝・d。

　　　　2響∫1∫（・）P・嚇（・一・，1，……，li）

註1〕　i鑑問［a，b］のかわりに，一般性を失わずに、［一／，月で議論する。
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　（iii）Chebychev近似（Chebychev補間）　初めにChebychev多項式（Chebychev関数）につ

いて述べる。

　Chebychev多項式は［一1，　l　lにおいて定義される。

　　　Tn（X）＝COS［n・cosM’X］

θ＝Cosua’xとおくと

　　　Tn（x）＝・・cos（nθ）　ただしθ∈［0，π］

と書き換えられる。これは，次の漸化式を満たし，T。．、i（x）＝Oの根をXu（v　＝O，1，……，n）

とすると，選点直交性を示す。

　　　｛　　　コ【n＋s（x）一2x　Tn（x）十Tn＿1（x）　＝O

　　　To（x）＝・1，　T，（x）＝・・x

急一一細）愚∴ある略一）

Chebychev多項式の一次結合から成る関数

　　　　　　れ　　　9（x）＝番のTμ）

を近似関数とすると，式（2．8）よりただちに次式でaiが求められる。

　　　　　れ　　　　　Σ∫（Xv）7’ガ（x。）

　　　　　V＝・0　　　の＝　　　η
　　　　　　Σ｛T，（κ。）｝2

　　　　　　U＝O

　　　　一ご：∵：：∵勿

　　　　　　　　　　3．ベキ級数近似の次数増加に伴う精度低下

　2節において述べた最小二乗ベキ級数近似において，近似区間を［O，1］とした場合，連立一次

方程式の係数行列（2．5）は，次のような形になる。

　　　　　　1　　　　　　　1／2　　　　　　1／3　・・・…　　1／（n一十一1）

　　　　　　1／2　　　　　　】．／3　　　　　　1／4　　　　　1／（n一ト2）

　　　G＝　　 1／3　　　　　　1／4　　　　　　　　　　　　　　　　i　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．1）

　　　　　　1／（n÷1）1／（n＋2）…・・…・……1／（2n十！）

　これは，Hilbert行列の（％＋1）次の小行列であり，連立一次方程式の係数行列としては，不良

条件の場合（ill－conditioned　case）であることが知られている。ここに，　Bを正方行列とすると，

B’Bの固有値のうち，絶対値最大のものをλ，最：小のものをμとするとき，比緬が大き

いほど条件不良である。（退化したとき（IBI＝0の場合）はPt　：0となって上記の比は無限大に
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なる。）

　より簡便な判定法としては，行列Bにおいて絶対値最：大の要素を1に規格化したとき，その逆

行列が非常に絶対値の大きな要素を持てば，Bは不良条件であると言える。

　係数行列（3．1）の逆行列の要素の絶対値の最大は，次tw　nが大きくなるにつれて，加速的に増

大し，例えばn　＝8のとき，約3×10i2になる。これは，近似区間が［0』の場合であるが，近似

区間をどのように定義しても，多少の程度の差こそあれ，係数行列が不良条件になることは変わ

らない。

　係数行列が不良条件の時，連立一次方程式の数値計算の過程で発生する打ち切り誤差あるいは

桁落ちが蓄積して，結果として大きな誤差を生ずることになる。従って，ベキ級数を用いて最小

二乗近似を行うと，次数ηがある程度以上大きくなると，誤差が増大することが予想され，この

方法は，次数の大きい多項式で近似する場合には適当ではない。

　この問題を回避するためには，近似関数としてベキ級数の代わりに直交関数系が使用される。

2節において述べたように，近似関数g（x）＝Σaigiにおいて9i（戸L2，……，n）が直交系で
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴコ　
あれば，連立一次方程式を解く必要はなく，ただちに式（2．8）より係数が求められるため，係数

行列の不良条件に影響されずに済むからである。

　以上の考察から，ベキ級数近似においては，ある程度までは次数を上げることにより精度は上

昇するが，所定の次数をこえると逆に精度が低下することが示され，Legendre関数近似において

はそのようなことは，理論上は生じないことが示された。このことが現実の数値計算においてど

のような現象となって観察されるかという問題を次節において論ずる。

4．ベキ級数近似とLegendre関数近似の精度比較

　2節，式（2．10）において述べたn次のLegendre関数はxのn次多項式である。従って

Lege難dre関数近似式を9p（x）とおくと，

　　　　　　　カ　　　　　　　　　　　　　　れ
　　　9P（x＞＝Σb，P，（x）＝Σaixi
　　　　　　f罵0　　　　　　　　　ご＝0

のように，xの多項式に置き換えられる。すなわち，ベキ級数近似とLegendre関数近似は，い

ずれもn次多項式によって，式（2．1）が最小になるように近似する。従って，ベキ級数近似と

Legendre関数近似の精度を比較することによって，ベキ級数近似における不良条件の影響を調

べることができる。

　精度を比較するにあたっては，最小二乗法の“近さの尺度”である二乗ノルム式（2，1）を計算

することとし，近似の対象としては，真の値が容易に得られるものの中で取扱いの容易な

！（x）＝sin（π∀2），　f（x）＝　sin（πx／2）／xおよびf（x）＝exp（一x）を採用した。それぞれ，最：小

二乗ベキ級数近似式とLegendre関数近似式を求め，さらに二乗ノルムを計算した結果をTable

（4．1），（4．2），（4．3）に示す。近似区間は，それぞれ［一1，1］，［一1，1］，［O，　ln　2］である。

　なお，この計算は、北大大型計算機センターのHITAC　M－280Hを使用し，すべて自作の

PASCALプログラムによって行った。計算結果の出力にはH－8172レーザプリンタを，図形出

力にはH－8195漢字プリンタを用いた。

　Table（4．1＞，（4．2），（4．3）共に，　Nは近似多項式の次数II　G－Fi12はべキ級数近似のIlftノ

ルム，Il　Gp－FII2はLegendre関数近似の二乗ノルムの計算値である。

　Table（4．1＞において，ベキ級数近似の二乗ノルムII　G－FI12は13次で最小になり，それより

高次の近似では，かえって近似精度が下がってゆくことがわかる。Lcgendre関数近似の二乗ノル
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Table（4．1）　＝．乗ノルム：f（x＞＝＝sin（πκ／2＞，［一1，1］

N lG－F12 llOバFII2

5 3．51428749798528979E－09 3．51428749798556690E－09

7 2．67099695770601391E－13 2．67099695770516270E－13

9 8．59889910783988753E－18 8．59889557100610446E－18

11 1．45215159269369857E－22 1．36788664890408006E－22

13 1．03554378626023680E－23 5．43466425235611941E－26

15 6．78154828736979099E－2！ 4．752794179！9485998E－25

17 1．12259826374421607E－！8 1．！6477377358429103E－22

19 5．33939136586209424E－17 1，17940464682299731E－22

Table（4．2｝　一：・一一　xtノルム：∫（x）篇sin（πx／2＞／x，［一1　1］

N
ll　G－Fl12 「10ρ一群

4 1．42318478018472225E－08 1．423！8478018475715E－08

6 1．07727347752486！69E－12 1．07727347752581367憂）一12

8 3．45996794884346020E－17 3．45996643671110855E－17

10 6．07090656491140583E－22 5．49580849823074007E－22

12 1．84444993804447468E－22 2．045383858597272！5E）一25

14 4．45558993958237662E－22 2．26263583553811607E－25

16 3．6215／766713827645E－20 3．31588508752669182E－25

／8 5．4U35616672200163E－18 2．07527938382206286E－22

Table（4，3）　二乗ノルム：f（x）＝exp（一x），［0，　ln　2］

N
Il　o－FII2 lloρ一F12

3 7．35875720641766172E－10 7，35875720641765035E－10

4 8．90983470735856420E－13 8．90983470734971633E－13

5 7．47296313477147565E－16 7，47296294540768037E－16

6 4．63352336479065147E－19 4．59808983265029057E－19

7 1．44764299103356730E－19 2．164555667608962111E－22

8 2．86232445801272959E－！8 1。33474378716075901E－25

9 3．75435604241239218E－17 5，30809361596220652E－26

ムn　Gp－F”2と比較すると，5～9次では，両者はほぼ等しいが，！1次以上の近似においては，

明らかにLegendre関数近似の方が精度が良くなっている。従って，この場合，不良条件の影響

は11次くらいから現れ始め，次数が増大するにつれて大きくなってゆくといえよう。

　Table（4．2）においても，ほぼ同様の傾向が児られ，｝i　G－F1｝2は12次で最：小になり，！0次以

上の近似では，Legendre関数近似の方が精度が良いのがわかる。

　Table（4．3）においても同様に，　l　G－F｝i2は7次で最：小になり，6次以上の近似ではしegendre
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関数近似の方が精度が良い。

Table（4．1），（4．2）を通じて，ベキ級数近似の一乗ノルムが最：小になる多項式の次数と同じ次

数において，Legendre関数近似の一乗ノルムの値も最小になっている。これより大きい次数に

おいては， どちらも～乗ノルムが増大しているが，増大の度合いはべキ級数の方が急激に増大す

るのに対して，Legendre関数近似の場合は微増であるといえる。

さて，f（．x）＝sin（πκ／2）の1！次多項式による近似について，ベキ級数近似とLegendre関数

近似による結果を， それぞれ，Table（4．4）， （4．5）に示す。Tableにおいて，　A（0）～A（！！）は

0～11次の係数に相当し， G（X）は近似楠：，SIN（X＊PAI／2）は計算機の組込み関数を用いて計

算した値（これを二値とする）， G（X）一SIN（X＊PAI／2）は誤差である。また，被近似関tw　f（x）

Table（4．4） ベキ級．数による最小二乗近似

＊＊唯 OVTPUT APPROXIMATiON　OF　SIN ＊＊累

F（X）　r　SIN（X＊PAI12）
HAJ：囲ε　昌　一1．00Q　　　O紳ARI　＝ 1．ooe

A〈

A（

A〈

A（

A（

A〈

A〈

A〈

A（

A（

o）冒

1）＝

2）昌

3）＝

4＞＝

s）＝

6）扁

7）＝

8）＝

9）舞

A“e）；
A（11）＝

　o．ooeeooooooooooooeE＋oo
　t．S7e79632662768942E＋OO
　o．ooeeoooooooooooooE＋oo
－6，4S964093e39898032E－Ol
　e．ooooooooeoooooooeE＋oo
　7．969259050934SsJ17E－02
　0．oooooeeooooooeeooE＋oo
－4．681629467707221S6E－O］
　o．ooeoeeeooooooeoooE＋oo
　1．60227998484206］02E－04
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Table（4．5） Legendre関数による蝦：ノ1・二乗近1似
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＝sin（πκ／2）は奇関数であるから，　Tableにはx≦0の計算値のみを示した。

また，両者の誤差をFig．（4．1）に示す。

付近に誤差をしわ寄せじ，

グラフより，Legendre関数近似では，近似区間の両端

中央付近では誤差を小さくして，結果的に：geノルムを小さくしてい

ることがわかる。

5．結 証口貸

3節において論じた，不良条件にしたがうベキ級数近似の多項式次数増大に伴う精度低下の現

象は， 4節における数値実験により検証された。 しかしながら， この議論のみでは説明しえない

数値実験結果も又観測されている。すなわち，Legendre関数近似の場合には，不良条件下の方程
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Fig．（4．1）最・トニ剰丘似の誤差曲線：∫（x）＝sin（π∀2），［一1，1】，　n＝11

式を解くことがないため，ベキ級数近似の場合と同じ精度低下は生じないことが期待されていた

にもかかわらず，4節におけるTable（4．1），（4．2）のlGρ一F　li2の値の変動において

は精度低下現象が観察されている。量的には微細なものではあり，多項式次数の増大に伴う低下

の度合いもきわめて緩慢なものであるため，ベキ級数近似の場合とは別の原因によるものと考え

る方が自然である。

　現在のところ，このLegendre関数近似の精度低下現象として

i）変数の丸め誤差の蓄積（北大大型計算機センターのPASCAL実数型変数の有効桁数

　は，小数点以下約16桁である）

ii）自作の数髄積分プログラム（ROmberg積分法を使用）の精度が不十分であること

を考えているが，これらの影響の定量的な評価を得るには至っておらず，今後の課題と考えてい

る。
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