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北海道大学工学部研究報藩
第129号　（口召零日61向：：）

Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering，

　Hokkaido　University，　No．　129　（1986）

多項確率変数の一元配置および多元配置問題の

一般化されたdispersionによる分析について

種　市　信　裕 　佐藤i義治　河P至商
（昭和60年9月30日受理）

On　One－Way　and　Multi－Way　Layout　Analysis　for　the　Multinornial

　　　　　Variate　by　the　Generalized　Dispersien　Function

Nobuhiro　TANEIcm，　Yoshiharu　SATo　aRd　Michiaki　KAwAGucHi
　　　　　　　　　（Received　September　30，　1985）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　Generalized　dispersion　based　on　the　positively　homogeneous　function　of　the　first

order，　which　includesα一entropy　by　Havrda　and　Charv盃t　are　treated、　The　test　stati－

stics　for　the　multinomial　variate　in　one－way　Iayout　are　shown　and　their　asymptotic

distribution　are　found．　These　results　are　then　extended　to　the　multi－way　layout

anaiysis．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．はじめに

　カテゴリカルデータの“ちらぼり、、を測る尺度（dispersion）をもとにして，予測値からの誤差

や，分布の同一性を検定する方法として，dispersion分析3）が知られている。Shannonエントmピー

に基づいて，dispersionを定義すると，多項確率変数の一元配置問題における検定は，従来の丈度

比検定となり，またGini－index2）を用いるとLight，　R．」．一Margolin，　B．　H．によるCATANOVA

一統計量6）の検定となる。

　本研究では，より一般化されたdispersionを用いて，多項確率変数の一元配置における検定統

計量および，その漸近分布を求め，さらに多元配置に拡張した。

　　　　　　　　　　　　　　　　2。dispersionとその分解

　離散確率変数Yが値ブ（ブm　1，　…　，　　s）を持つ確率を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　お　　　　P（y＝i）　＝pゴ＞0（グ＝1，…，s）；Σρゴ＝1とする。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴホ　
これらの確率P＝（Pi，…，Ps）に対して，次の性質を持つdispersion関数Dを与える。

　　　　（a）　0≦P（．P＞〈・。

　　　　（b＞　　1）（P）＝0　　（！）ノ＝1，　1≦ヨブ≦s）

ここでは，関数DはPに関して，連続，狭義のconcaveで

情報工学専攻　情報数理工学第一講座



34　　　　　　　　　　　　　　　　　種市信裕・佐藤義治・河；a至商

　　　　　　　　ヨ　　　　D（P）＝Σあd（i，P）（0≦」（i，　P）≦oo）
　　　　　　　　ガ嵩ユ

と言う形で書けることを仮定する。また，P＝（Pi，…，p。）と，　q＝（q1，…，qs）に対して

　　　　（c＞　0≦Dt（P，　q）〈Oo

　　　　（d）　Dノ（P，q）＝O　o　P　・q

を満たす関数（疑距離（divevgence））として

　　　　　　　　　　　お　　　　Dt（P，　q）＝ΣPゴ｛d（ブ，　q）一∠（ブ，　P）｝

　　　　　　　　　　ブ罵1

を与える。　（ただし，1γはP，qに関して対称ではない。）さらに

　　　　　　　　　　　お
　　　　D＊（P，q）＝ΣP，A（ブ，　q）
　　　　　　　　　　ブ＝1

とおくと

　　　　D＊（P，q）＝D’（P，　q）十D（P）＞0

となる。

　　　　表しK飼の母集園および全．母集団の確率分布

（2ユ）

（2．2）

（2．3）

2

Yl　　Y2　　Y3　……　　Yた Y＊

ん　　　λ2　　！λ3　　……　　λ々

Pll　　P！2　　P五3　　……　　P監1卍

e・1？22？23…？2商

堰@　i　　i
o81　　Pε2　　Pε3　　……　　Pε々

P孟＊

ol＊

FD串よ　ε

　S個のカテゴリーからなる離散確率変数γ＝（yi，…，ys）に関して，先験確率λ1，…，A，を持つ

k個の．母集団の分布が表！のように与えられており，全母集団についての確率分布が

　　　　〆＝んか1十…十AkPih　（i＝1，…，s）

と与えられているものとする。すると，（2．1），（2，2），（2．3），（2．4）式より

　　　　　　　　　ヨ　　　　　　　　　　　　　　　　お　　た
　　　　1）（p“）＝ΣPi　6（i，　P）＝7Σんハゴ∠（i，　P＊）
　　　　　　　　　i＝1　　　　　　　　　　　　　　　　t＝1ゴ＝1

　　　　（TD）　　lt　s　　　　　　　　　　　　　　　　　k　s
　　　　　　　　＝ΣΣんρガ護」（　　　　　＊z，　p）一∠（i，Pj）〕÷ΣΣんρ炉4（i，　Pj）
　　　　　　　　　’篇1ガ隅1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j＝1f皿1

　　　　　　　　　ゐ　　　　　　　　　　　　　　　　　な
　　　　　　　　＝ΣんDノ（P」，Pつ＋Σん、D（Pj＞＞0
　　　　　　　　　ゴ諜1　　　　　　　　　　　　　　ゴ需1

　　　　　　　　　　（BI））　　　　　（WD）

となり，全反応度数のdispersion（TD）と，グループ内のdispersion（WI））の差は，

式のグループ間のdivergence（BD）で表現される。

（2．4）

（2．2）
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　　　　　3．大標本における多項確率変数の一元配置における検定

表2．一一元配概における観測値

1

GrOUP

Q　　3 辱　◎　◆　◆　，　．
々
Tbtal

　　　　AlCa　　A2

煤@　　　A3e9　　　　…Ory　A．ε

nll

獅Q1

獅R玉

@：

@…

祉ﾃ1

nL2　　n蓋3

獅Q2　　n23

獅R2　　n33

@…　：　　　　　：　　　　　　・

祉ﾃ2　　　n53

　唖　　・

C　●　．　o　幽

n正’ζ

獅Q々

獅Rた

祉ﾃ海

n1．

獅Q．

獅R．

c…1〕5．

TotaI n．1 n．2　　　n．3 n．た n．．

　今，k個のグループに対して，　s個のカテ　　　・“リーに反応したデータが表2のように観測されて

いる時，それぞれのグループにおける反応（nlj，…，72sj）（ブ＝1，…，k）は，次のような多項法

則に従うとする。

　　　　　P｛（nlj，…，画一繍ろ託；，。、，加譜’　　　　（・ほ）

　　　　　おここで　　Σ砺＝1，ヵσ＞0（i＝1i　．．．i　s7　im一　1　i　．．’i　fe）

　　　　　ブ篇1

各グループ間は独立に分布するとすれば，全体では次のような確率構造を持つ。

　　　　　P｛（nll，…，一12，…，　ns・，…海，一・副一意』、、，4：1添、，意い］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．2）

それぞれのグループの先験確率をん（ブ罵1，…，紛とし，名多項分布の確率ベクトルを

、ρ戸（／＞1ブ，●・・，1）εゴ）　　（ブwr　1　，●●●，々）とおき，各カテゴリーの全反応度数（n、．，…，ns．）は生起確率

　　　　　p＊＝λ1Pi十！星，p2十…　一ト！ミkpk＝（　　寧　　　＊　　　　　＊Pi’，　P2’，　’”，Psi）　　　　　　　　　　　　　　（3．3＞

を持つ多項法則に従うとする。

　各グループの生起確率ヵ訊ぎ＝1，…，s，ブ瓢1，…，k）を（編／n．j），各グループの先験確率ん（i

＝＝1，…，k）を（n．ゴ／n．．）とそれぞれ推定する。それぞれのグループの分布が同一であるという帰無

仮設は加＝ρ∫2＝…＝・：　Pih竺ρf（ゴ＝1，…，s＞であり，それをH。とするQρ＝（あ，…，病）とすると

以下の定理が成り立つ。ただし次を仮定する。

　（☆）ni．一→○○　の時　ni．／7¢．．一馬λガ（i＝1，…，s）　ただし」4は確率収束

定理1，帰無仮説H。のもとで（☆）ならぽ，n．．TDとn．．BDは，漸近的に独立に分布する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明はAPPENDIX－1）

系　1，帰無仮説H。のもとで（☆）ならぽ，漸近的に

　　　　（1）Corr（n”WD，　n－BD）＞e，　（2）Cerr（n“TD，　n”WD）〈O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明はAPPENDIX－2）

定理2，dispersion関数が，正の一次同次関数の条件4）
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D（evp）＝　evD（p），　a＞O　（3．4）
を満たし，帰無仮説H。のもとで（☆）ならば，漸近的に

・一妤黷窒k　zlt」一）亀磁一1・　　　　　　（・・5）
ただし，η痘＝1，…，s－1）は行列

φイー音漸灘）・・≦i≦s，1≦グ≦s］　　　（・・6）

の固有値（φのrankはs－1），漁一1）は互いに独立な自由度k－1のX2一分布

一L→は分布としての収束

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明はAPPENDIX－3）

　dispersionとして，　ev　＝1の時，極限関数として，　shannonエン5ロピー，α＝2の時，　Gini－index

であるHavrda－Charvatのα一エントロピー5＞

　　　　・・（p）一纏！畑）臨　　　（…）

　　　　　　　　　∫＝三

とするならぽ，一次同次関数の条件（3．4）を満たす。これを定理2に適用すると次が得られる。

　　系2；（3，7＞式で与えられるようなα一エントロピーをdispersionとして与えた時，帰無

　　　　　仮説仏のもとで（☆）ならぽ漸近的に

　　　　　・一器一一丑1講砿・・　　　　　　（・・9）

　　　　　ただし，qi（i　一一　1，　’一，　s－1）は行列

　　　　　・・一［一t・｛櫛押礎一葱酷耀）｝］　　　（・・1G）

　　　　　の園有値（Ψのrankはs－1）

　系2において，α＝1の時n．．BDは尤度比となり，α＝2の時n一（BD／TD＞は，　Light，R．」．と

Margolin，　B．H．によるCATANOVA統計量となる邑）

　　　　　　　　　　　　　　　　4．多元配置への一般化

　r個の水準を持つ要囚A，と，s個の水準を持つ要因A2があって，　A1のi番潤の水準と，　A2のj

番目の水準がk個のカテゴリーに反応する確率ベクトルをそれぞれPfゴ＝（ρガゴ1，陰”，力雛〉（戸1，…，r，

ブ＝1，…，s）とする。さらにそれぞれの先験確率を，んα＝1，…rr）ブ＝1，…，s），要因A・のi番目

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨの水準の母集団全体の先験確率をん．＝Σん，要因A2の1番目の水準の母集団全体の先験確率を
　　プ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴニユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　お

ん＝Σんゴ，要因A1のi番目の水準の撮集団全体の確率ベクトルをPi．＝Σ（んゴ／ん。）ρごゴ，要因A2の
　　ゼ　ユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ァ　　　　　　　　　　　　　　　　ゴロユ

1番昌の水準の母集団全体の確率ベクトルをp．ゴ響Σ（ん／λのpガゴ，母集団全体の確率ベクトルを
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ど嵩1
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　　　ブ　　お

μ・＝ �浮�S・砺とすると・母集団全体のdispersionD（P．．）は次のように分解できる。

　　　　D（P・・）譲激ん・o（P・・）＋［D（P・・）一考ゑん。（ρ・，）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．1）
　　　　　（TD）　　　　（WD）　　　　　　（BD（A，，A2））

ただし

　　　　BD（A・・A・）一［D（P・・）一声（…）H禽・臨・）融蕩・・砺）］

　　　　　　　　　　　　　　（BD（A正））　　　　　　　　（BD（A2　AI））

ここでWDは母集団内のdispersion，　BD（A，，　A2）は要因A1による影響を除いた時の要悶A，によ

る母集団問のdispersionであり，　AIが水準iの場合のA2による水準問のdispersion

　　　　BD（A・1A1＋・（P・・）一禽（蕪）D（・、，）　　　　（・．・）

を用いて

　　　　BD（A・i　A・）　・＝　i　．　A、。BD（A、　I　A，・・i）　　　　　　　　　（4．3＞

　　　　　　　　　　　z＝1

と書ける。さらに，AIが水準iとした時1の全体のdispersionは

　　　　TD（A1＝の＝D（P・）　　　　　　　　　　　　（4．4）
となり，A、の影響を除いた全体のdispersionは

　　　　　　　　　グ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　グ

　　　　TD（A・）惑ん・TD（Aドの一黒ん』（P・・）　　　　　　（4．5）

となる。

　　　　表3．二尤配麗における観測値

A且 A2
1 2

Y3

，　尋　●　●　， k Tota盈

n11圭

獅P2ま

@：
@：

獅PSL

nL12

獅P22

@：
@：

獅PS2

nl13

獅P23

@｝@…　・

獅kS3

怐@●　◎　・　■　，

nΣ…k

視ﾊ2k

@…

獅P叙

n11．

獅P2．

@：

@：

獅撃刀C

Tota1 nu nl．2 n1．3 nLk nl，．

A1 A2
1 2

Y3

●　e　■　．　■　． k
TbtaI

nrH

試唐k

@…　のnrs且

nr12

獅窒Qま

@…

獅窒唐Q

nr歪3

獅窒Q3

@：

獅窒ｨ

nrlk

飼蛛e

@：

@：

獅窒唐

nr1．

獅窒Q，

@：
@…

獅窒刀C

窪bta1 nr．且 nr．2 nr．3 唖　　e　　o　　o nr，｝【 nr．．

　今，表3のように，要因A1＝1，…，s，　A2＝1，…，　rごとec　k個のカテゴリーに反応した観測値

が与えられている時，A、のi番目の要因（1≦i≦s）と，　A2の」番目の要因（1≦ブ≦；r）に属

する観測値が♂番目（1≦♂≦ん）のカテゴリーに反応する確率をかπ漏（編‘／脇．〉（1≦1≦々），

pピゴ＝（ρ胡，…，Pijh），先験確率を為＝（物．／n．．）と推定する。さらに各要因A1，A2ごとのすべての分
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布が等しいと言う帰無仮説は，P11・…P12　＝…＝　Prs　・・　，tiで，これをH・2とする，またAIの要因を固

定した時にA2の要因によるすべての分布が等しいと雷う帰無仮説は，　Pi1　・Pi2　＝…：Pis＝がd

（i＝1，＿lr），β劉コ（ガ押，…，瀦りで，これをH。3とする。そうすると以下の定理が成り立つ。た

だし次を仮定する。

　（☆☆）恥．一→◎○の時（陶ノπ…）一上→福　（i＝！，…，r；ブ＝／，…，S）

　　定理3；帰無仮説H。2のもとで，（☆☆）ならぽ，n…TDとn…BD（A1，A2）は漸近的に独立に

　　　　　　分布し，さらICdispersion　D（p）が（3t4）で示される正の一次同次性の条件を満

　　　　　　たすならば漸近的に

　　　　　　n…響））一一一一塙」疋）き｝一」）冨ηぢκ～滋一王・　　　　　　　　　　　　　　　　（4．6）

　　　　　　ただし，ηf（i＝1，…，々一1）は行列

　　　　　　・・2十講総）・1≦i≦k，・≦グ≦・・　］　　（・．・）

　　　　　　の固有値（φ2のranl〈は々一エ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明はAPPENDIX－4）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノロ　定理4；帰無仮説H。3のもとで，（☆☆）ならば，Σゐ．BD（A21Al＝のと
　　　　　　プ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　どロユ

　　　　　　黒λ∠m（A1＝のは漸近的に独立に分布し，さらにdlspersion　D（p＞が（3．4）で

　　　　　　示される正の一次同次性の条件を満たすならば漸近的に

　　　　　　　プ
　　　　　　悪筆雛浮）一一叡諭畠｛葱撚・｝　（4・8）

　　　　　　　t＝・1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

　　　　　　ただしAli）（i＝1，…，　r，1＝：1，…，k－1）は行列

　　　　　一［櫛聯鐸・・一・1≦…］（i　n一　1，’H，　r）　　　　　　（4．9）

　　　　　の固有値（難ののrankはそれぞれ々一1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明はAPPENDIX－5）

定理3および定理4はAnderson，　RJ．とLandis，　J．　R！i）の結果の一般化となっている。
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APPENI）IX　l　　（定理1の証明）

　（3，1）， （3．2）より

　　　　nt　＝＝　（　nll｝　．．．）　nsll　n12，　’”，　ns2，　’”，　nl　it，　’”，　nsk　）

とすると

　　　　n－ti‘一一÷　N　s　i，　（st，　2）　as　n“一　oo

ただし

　　　　lt‘＝　E（n‘）＝（n．i　Pii，　’”，　n．i　Psi，　’”，　n．ieP　ut，　’”，　n・／t　Psk）

　　　　Σ＝Cov（n）＝Σ、㊤Σ】2㊥…④Σ，，　（㊥は直：和）

　　　　Σゴ＝〈n．j（ヵ、ゴδガーρ、ブρの：！≦i≦s，1≦∠≦s＞（ブ・1，…，）

　　　　　　　（δil；クロネッカーδ）

TD，　WDをρの卿）でテイラー展開してやると，帰無仮説Hoのもとでは

　　　　TD－2・・（p）＋切（ρ）］t（声が）＋壱（蹉訓吻（ρ肺し万）

　　　　　　　　　Jt　k　l　　k　　　　　　　　　睡1　　　　　　　露1　　　　　　　　　　　　　　　　2齢1

すると　BD＝TD－WD

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k
　　　　　　　　　　2P　　　　　　　　　　　　　2飼

ただし，ガ＝（ガr，一一tr窮）と，画＝（151　i，…，函）は観測値による推定箪

　　　　　7D（p）＝〈ltliillliS“timLDp－S．　）；　i　s　i　‘＝一s＞，　72D（fi）一くewt2p－2．．o（p一，）；　i　s　i　〈．，．　s，

　　　　雨声ηガーn．m’v，（グ＝1，…，　k，ブ＝1，…，　s）

としてやると，

　　　　lt　’t　＝：　（　17　’li，　…，　n’1　s，　…，　n’k　i，　・　ny　・，　n’k．s　）

は，（A1．1）から（A1．5）より，三無仮説H。のもとで

　　　　nノー漏NSIt（0，Σo＞

ただし，

　　　　Σo＝、肱⑭V。　　（⑭はクロネッカー積）

ここで，

　　　　Mk　＝　diag（　n．i，　n，2，　’”，　n．k　）

　　　　　Vo　・＝＜姦δガゴー戸ごあ：1≦i≦s，　1≦i≦s＞

さてここで，以下のように行列，ベクトルを定義する。

　　　　　b＝　crD（　p一　），

　　　　　Ul　＝＝〈ci　一一　1　；　1　E　i　〈．．．　le〉　（ん×1）

　　　　　ひll．＝〈dfゴ＝1；　1≦21≦ん，　1≦ブ≦ん〉　（k×ん）

　　　　A　M　＝　一　ff2D（　p一“）

すると，n．．　TI）と，η．，　BDは（Al．6），（AL　8）より次のように：書ける。

39

（Al．1）

（Al．2）

（Al．3）

（Al．4）

（Al．5）

（Al．6）

WD⊥・Σん師）÷Σん［剛ρ）］・（Pガ，）÷エΣん（ガーρ）・［7・o（P）】（万、一ρ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A！．7）

．み⊥（6＊一P）t［72D（p’一）］（声ρ）ユΣλ、（ρ、一訓7・D（ρ）】（昂一ρ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Al．8）

1≦ブ≦・〉

　　（Al．9）

（A1ユ0）

（Al　．！1）

（Al　．12）
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　　　　n－TB－P　ev＋（ui　op　b）‘n’‘＋n’‘［ukx（一一li－iE．一．　A一）］n’　（Al．13）

　　　　　　　　　　　　（st）　（R）
　　　　・。．BD馬一訓（　　1n一）σ・・小・÷面内1・小

　　　　一吉バ［（蔽・÷の・小　　　　　　（A…4）
　　　　　　　　　　　　（T）

　一般にQFα十2st｝y十YtRY，　Q，＝yt　TYI，　y～N（0，の（ただしvは特異行列）の時，　Q，

とQ，が独立に分布するための必要十分条件は，yRyTv＝0，かつンTyS＝0である7も

ところが
　　　Σ・RΣ・TΣ・報・％］［一振（ユ＿u，　op．Amn“）］［礁・叫一t（碗L÷の・司

　　　　　　　　　　　［払⑭川

　　　　　　　　　　　：O（skxsh）　（Al　．15）
　　　　（　’・’（　1／n．．）　Uk　Mlt　Uh　＝　O）

　　　Σ・TΣ・s瓢・叫音（M・・÷σ・）舘］［仏・鴫（u，・b）］

　　　　　　　　　＝O　（skxl）

　　　　（　’：（　1／n．．）　Uk　Mlt　Ui　＝＝　Ui　）

APPENDIX　2　　　（系1の証明）

　n．．TD＝n．．WD十n．．BD，また，定理！より，　Cov（n．．TD，　n．．BD）＝0

故に，Cov（n．．TD，　n．．WD）＝Cov（n．．TD，　n．．TD－n．．BD）

　　　　　　　　　　　　　　：Cov（n．．TI），　n＿TD）一Cov（n．．TD，　n．．BD）

　　　　　　　　　　　　　　＝Var（n．．TI））＞0

同様に，Cov（n．．BD，　n－WD）＝一Var（n－BD）＜O

APPENDIX　3　　　（定理2の証明）

（A1．11），（A1．！2），（A1。14）式より，　n．．BDの漸近分布は，

　　　　　　　　　　おん
　　　　n－BD－L→ΣAiX？
　　　　　　　　　　ガ＝圭

ただし，κぞは互いに独立な自由度1のz2一分布，ん（i：1，…，sfe）は行列

　　　　吉1候1÷α｝・践一］Σ・一［h一　一：．IL　u，　ua　　　　n“」・壱温

（A3．1）

（A3．2）

　　　　（1，；（k×k）単位行列）

の固有値。

　ここでんをAimとおいて　ん㎜＝＆　rpm　（lx！，…，　k，　m＝1，…，　s），ただし，ξ‘は
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［Ih一（　1　／n．．）Uk　Mk］の1番目に大きい固有値，ηηzは（1／2）Arm　Voのm番潤に小さい固有値と

できる。ところが，［Ik　一（　1／n．．）Uh　M，］は，（k－1）個の固有擁1と，！個の固有値0を持つ。

（（参考文献4）のpp．538参照）

　一一方（1／2）Arm　Vo　”　一一（！／2）721）（ρ）Voの固有値は，

　　　　Q《醐、；1≦i≦s，1≦ブ≦s＞，T・＝〈δゲ鵡；！≦蔭、，1≦i≦s＞

とおくと，一（1／2）Qt72　D（ρ）Q垂Tの國有値と等しくなる。ところが，　D（p）e＃：一一一一一次同次の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　お条件を満たす関数であるから，di（z，　p）＝∂D（万ソ∂？5，，　D（ρ）：Σ　P，　A（i，ρ）を満たす。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ど皿1
故に

　　　　．1，（OD（p－ap，））姦一・（ρ）　　　　　　　（A…）

（A3．3）式をかご（1≦i≦s）で微分すると

　　　　721）（p）・ρ＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A3．4＞

（A3．4）式より

　　　　φ＝〈一（1／2）ガ紡ま721）（ρ）；1≦i≦s，1≦」≦s＞　　　　　　　　　（A3．5）

とすると，¢》＝＝一（1／2）Q曇721）（ρ）Qe　Tとなり，φの固有値は，（1／2）Aua　Voの固有値と等

しくなる。さらに（A3．4）式より，φのrank：はs－1以下となる。故に固有値η8竺0とできる。
　　　　　　　お　ユ
故にn．．BDユ→Σηピκ龍1＞，最後に帰無仮．説H。のもとでは，ガーe→ρ故に饗D一→D（p）。
　　　　　　　ど置三

APPENDIX　4　　（定理3の証明）

　帰無仮説Ho2のもとで，テイラーの定理により，

　　　　BD”　一li一（ρ．，一メ｝）t［721）（ガ）1（瓦・づ）一去禽禽（P一洲7・D（ρ）］（Pグρ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A4．1）

ただしβ．，画は，p．。および，　pどゴの観測値による推定量である。

　麟ゴ‘＝物μ一鱗5。ガ‘（1　＝　1，…　，　ノセ）としてn’t＝（嘱U，nli2，…，n1　U，；n12i，…，n12it；…；

勝。1，…，賜sのとすると，

　　　　・…・D（A1，　A・）一・一壱ガ［U…（疵）A一］nr＋壱ガレ調1〆

　　　　　　　　　　　　　　　一即応÷硯）・・A一一］・’　　（A…）

ところが

　　　　πノーよ→Nrsit（0，Σ。）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A4．3）

ただし

　　　　Σ。＝Mrs⑭V。，　Vo＝〈ムδごゴーガφゴ：1≦i≦k，1≦プ≦ん＞

　　　　A一一　：〈一塁・1≦ゴ≦ん，1≦ブ≦k＞，Mrs　・di・g（nll・，・n12．…・瓶瓶…・

　　　　　　　π。。．）

　　　　Urs＝〈のゴ＝l11≦i≦rs，1≦ブ≦γε〉

故に
　　　　　　　　　　　　　　　ゼおゑ
　　　　n＿BD（Al，　A2）一ユー→ΣんZぞ　　　　　　　　　　　　　　　　（A4．4）
　　　　　　　　　　　　　　　ガ＝1
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ここでん（i・：1，…，rsk）は行列

　　　　（ム。＿1　u，、、幡S　　　　　n．”）・鵡　　　　　　　（A・．5）

　　　　　　　　O　（D
の固有値歪・あるが，①の固有値は，A，・：…＝Ars．i＝1，A，。・　O，②の固有値は，　D（p）の一次

同次性の仮定より，ン1，…，2／k－1　＃0，b・k　＝0，あとはAPDENDIX　3と同様に証明できる。

　n＿TDとn＿BD（A、，　A2）の独立性は，　APPENDIX　lとほぼ同様に証明できる。

APPENDIX　5　　　（定理4の証明）

　帰無仮説H。3のもとで

　　　　BD（A・IA・一の一壱（喬．一β国）t［7・D（醐（β．一β国）

　　　　　　　　　　　　　　　一壱急（盤ん．）（Pザβ国）t［・・D（醐（Pザβ国）（A・．1）

ただし，㍍，画ブはそれぞれPi．およびpどゴの観測値による推定量

嘱ゴ‘＝π削一ni，・．　iii］（1＝1，’…，　k）として，π3＞m（nill，　ni12，…，7ailk；…；nisl，…，　niSk）

（i＝1，…，r）とすると

　　　　・…自ん・8嚥IA1一の一一去畠・es・「醜÷4一ω］痴

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋音自副編・一一ω1η1・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一吉嵐・1あ［候｝r濠醜｝⑭A－li・］・f・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Zl）

ここで

　　　　ム聾〈∂2D（β国∂P’　、［　il∂ガ羨司）・1≦1≦ll　）1≦m≦k＞（i－1，…）

　　　　！1fs（i）　＝＝　diag（nii．，’・・，．　nis．）　（　i　一一　1，　ny・・，　r）

　　　　Us＝〈のブ羅1；1≦i≦s，　1≦ブ≦s＞

ところが，帰無仮説H。3のもとで

　　　　n’一L　Nsk（e，　：i）

ただし

さらに，nAt　．’（　tt　“tt　”’tn（i），　n（i），　…，　n（一））はl

　　　　nA　一L　Nrsk（　O，　XA）；　ZA　＝Zi　e”’O　：r

（A5．2）

（A5．3）

Σi＝伽9（nil．，…，　n、。．）⑭V。，　y6＝［ガ、［ど｝δ、バガ、［f｝撮‘】；1≦1≦k，1≦m≦々］

（A5．4）

　（A5．2），（A5．3）また，③の固有値はYl＝…＝＝　Ys．1＝1，ン。＝0であることから

　　　　n…（：A，．BD（A，　1　Ai　＝　i　）ゴ留1）一1・一一自｛冨λゾ・Z～し1・｝

ただしil／i）は（4．9）で与えられる行列の固有値で，　dispersion関数の一次同次性より（4．9）の行

列のrankはk－1
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　　　ダ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ブ

　（n．Σ鴻．TD（A、＝のとn．．。Σん斑）（A、擁、＝のの独立性の証明〉
　　　ガ篇1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ご置1

　帰無仮説Ho3のもとでは

　　　　　　ゼ　　　　略’賑TD（A1＝の一」L→α十2［b（1＞，…，6（「）　　　　　　　　　　　　　　　＠］1聾l11

　　　　　　　　　　　　　　　　　繍’．粥嘘lll　（A，，5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑤

ただし

　　　　Bω漏［∂D（β国）／∂β‘［i｝；1≦1≦k】（i＝1，…，r）

　　　　Ui　・：　［am　＝！；1≦m≦s］

　　　　b・・一二［Ui　op　B（i）］t　（i　ww一　1，・一，　r）

　　　　β・…　一一li一［醜・。1ず・1（i一・，…，・）

（A5．2）より

　　　　肱黒λおD（鱗ゴ肺御’ 副1笛劇　（A・・6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑥

ただし

　　　　…一壱［｛薦・÷仏｝舘・1・］（i－！，…，・）　　　（A…）

今④をbA，⑤を魚，⑥をaAとすると，独立性を示すには，（A5　6）より

（i）ΣA　BA　ZA　aA　ZA　＝o（Sk。sノ、〉かつ　（ii）ΣA　aA　：A　bA＝o（，k。1）を示せばよい

（・）晒…
酎･魂詞（r・fe・・’・le）

ところか

　　　　β・・Σ・α・・一一音［Us・か一・i・｝［蘭Σ・］匿｛（膣・÷Us）・4一・・｝」

　　　　　　　　　一一÷陽ヨ醜一濠醜砿α｝］⑭［Arm｛i＞ZiA一｛i＞］

　　　　　　　　　＝0　Skxsk　（i二！，…，r）

　　　　（∵　Us一（1／ni．。）Us　Ms　Us＝0，×s）

（・・）z・a・・z・　bA－

撃戟F＝：lllll11（rs　fe　×　1＞
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ここで

　　　　㌍1耳鰐一÷［蜘÷砿の］・［Σ幽Σ訓

　　　　＝　Oskxl

　　　　（：’　Ui　m（1／ni”）　Us　Ms　Ui　＝＝　O　sxi）

12


