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On　the　Errer　Rates　of　the　LiRear　and　Qlladratic　Discrimiitant

　　　　　　　　　　　　　　Functio”s　for　Small　Sample　Sizes

Hiroko　NAKANIsm　and　Michiaki　KAwAGucw
　　　　　　　（Received　September　3e，　1985）

Abstraet

　　　The　LDF　（linear　discriminaRt　function）　and　the　QDF　（quadratic　discriminant　function）

are　wellknown　as　the　discriminant　functions　for　classifying　observations．　A　comparison

between　the　performance　of　the　LDF　and　QDF　for　multivariate　normal　distributions　with

unequal　covariance　matrices　has　been　investigated．　When　the　sample　sizes　are　moderate，

the　error　rates　for　the　QDF　are　smaller　than　those　for　the　LDF，　and　this　tendency　become

clear　with　iRcreasing　differences　of　covariance　matrices　between　two　populations．

However，　because　greater　numbers　of　parameters　are　to　be　estimated，　for　the　small　sample

sizes，　we　sometimes　find　cases　where　the　QDF　does　not　have　a　superior　perforrRance

compared　£o　the　LDF　even　if　the　differences　of　covariaRce　matrices　are　large．

　　　In　this　paper，　the　asymptotic　expaRsions　of　the　error　rates　for　the　LDF　and　QDF　are

obtained　by　the　“　studentizatioR　”　ixtethod　for　two　populations　with　proportional　covariance

matrices－the　covariance　rRatrix　of　the　second　population　is　a　coRstant　rnultiplier　of　the

covariance　matrix　of　the　first　one．　From　these　expansions，　we　compare　the　expected　error

rates　between　two　discriminant　functions　for　the　sample　sizes　and　several　combinations　of

the　covariaRce　matrices，

Lはじめに
　観測値がいくつかの母集団のうちどの1つに属していたのかを知るため，一般に，線型判別関

数（Linear　discriminant　function）や2次判別関数（Quadratic　discriminant　fuRction）が用い

られる。両関数の誤判別率の比較が多くの文献に見られる。MarksとDun”i）やWahlとKronma12）

は母集団が2個で各母集団が多変量正規分布に従う場合について簡関数の比較を行った。分散共

分散行列が異なるとき，十分な標本においてはQDFの方がLDFを用いるよりも誤判別率が小さ

情報工学専攻　情報数理工学第一講座



26 中西寛子・河口至商 2

く，その傾向VX　2　N三女間の分散共分散行列の差違が大きくなるほど顕著になることが彼らによっ

て示された。また，NakanishiとSato3）によって正規性が失われた場合でも本傾向が見られるこ

とがわかった。しかしながら，QDFを用いる場合，推定すべき未知母数が多いため小標本におい

てe＊　LDFの方が小さい誤判別率を持つことがある。その例がMarks等によって示されている。

　本研究は両関数の誤判別率を標本数に対して推定，比較することを目的としている。推定方法

はHartley4）とWelch5）の‘studentization’法によって得られる誤判別率の漸近展開を用いる。た

だし，ここで扱う母集団は2個で多変量正規分布に従い，一一方の分散共分散行列が他方のそれに

比例するものとする。

2．　疑り　　男lj　移ξ】　数

　P変量観測値κを母集団π1またはπ2のどちらかに判別することを考える。母集団πiは平均ベ

クトル飾，分散共分散行列渇（i＝1，2）を待つ多変量正規分布である。事前に母集団πiよりni

個の観二値Xi、’　（i＝1，2，ノ＝1，…，　ni）が得られている。このとき，　LDFとQDFは各一々，

次の様に定i義される。

　　L（　x）　＝｛x一（　x－i　＋　x一，　）／2｝t　Srm　i（x，一　x，　），

　　Q＝：：（x）　：｛ln（1Sli1／ISil）一（x－x－i）’Srmi（x－xrmi）＋（sc－xrm2）S2一’（xrm　x2）｝／2，

ここで，

　　Xi＝Σ：κざゴ／ni，

　　　　j
　　＆皿Σ（κfゴーκど）（四一κ∂ノ／（n一1）（露1，2），

　　　　j
　　S＝｛（　ni－1）　Si　（　n2　一1）　S2｝／（　ni　十　n2　一2）．

もしnl＝　n2　＝nならぽ8＝（Si＋＆）／2である。LDFを用いた判別法とは，ある与えられた定tw　h

（判別点と呼ぶ）に対し，L（x）〉毎ならぽ観測値xを母集団π1に，　L（x）く12ならぽ母集団π2に

判別することである。QDFについても同様の方法を用いる。

　一一ma性を失わず次の仮定がおける。

　　pti　＝　e，　ge，　＝　xL，　＝〈　D，　e…，　o），　（D＞o），　x，　＝：1　，

ここでば，∫は単位行列である。また，本研究は以下の仮定のもとで議論を進める。

　　X2　＝A2Si　（！　＞1），　ni　＝＝　n2　＝　n．

このとき，標本数nに対し各統計量は各々，κ1→0，κ2→μ・，Si→9，＆→斌つまり，8→（1＋

λ）／21に確率収束する。このことより，観測値κが母集団π…に属する場合，関数L（x）の極限分

布は正規分布N（1）2／（1＋λ），41）2／（1＋λ）2）になり，母集団π2に属する場合，1V←D2／（1＋λ），

4λ1）2／（1十λ）2）になることがわかる。また，関数ひ（x）を

　　U（　x）　一一　｛pl　n？1　＋　D2／（　A一　1）　一2Q（　sc）｝2／（A－1）

と定義すると，関数U（x）の極限分布は，観測値κが母集団π…に属する場合は筋（α202）に，母

集団π2に属する場合はλκ多（λα21）2）になることがおかる。ここで，α・・1／（λ一1），κ多（β）は自由

度P，非心宿βを持つ面心κ2分布を意味する。

　任意の定数。に対し，観測値xが母集団πiに属する場合の誤判別率et　LDFを用いると

　　PLi（c　1　D，　A）＝＝　pr［L（x）〈D2／（1十！）g－2　cD／（1十A）izi］

と書け，母集団π2に属する場合は

　　“PL2（c　1　D，　A）　：pr［L（x）〉一D2／（1十！）十2　／一XcD／（1十Dln2］
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と書ける。QDFを用いたときの各々の誤判別率は

　　Pch（C　i　D，　！）＝　pr［Q（　sc）〈｛Plnh十D2／（A－！）一C（！－1）／k＞／2　l　ni］，

　　Pcte（C　；　D，　！）　＝pr［Q〈　x）　〉｛pln！　一Y　D　2／（a　一1）一C（A　一一1）／A　｝／2　1　rr2］

と書ける。

　本研究の目的は各誤認捌率」砺，砺，馬，編の漸近展開をガ歪の位数まで求め，標本数に対

する誤判別率を鑑定することである。Ol《amoto6）はλ＝1のときのPf．iとPL2の漸近展開を：求め，

Han7）はPαとP（。tZの漸近展開をλと温が既知の場合について調べている。さらに，　Han8｝はλ

が既知で潟が未知のとき，または，λが未知で謁が既知のときについても考察している。我々

はΣiとX2が未知である場合の仮定に立って研究を進める。

3．L｛）Fにおける誤判別率の漸近展開

　誤判別率1転とPL2の漸近展開は各々，定理1および定理2に示したようになる。

　定理1
　　Pi．，　（c　i　D，　A）　＝＝　［1　H一　A（d　1　D，　A）　］¢（c）　十　O，，

ここで，㊤（のは正規分布N（0，1）の分布関数，dは微分作用素d／dc，02はn－1に関する2乗以上

の項を示す。また，

　　A（d　；　D，　ft）　：（2　nD2）rmiAi（d　；　D）十A（2　nD2）一iA2（d　；　D）一i一（laF！2）｛4m（A÷1）2｝一a

　　　　　　　　　xA，（d　1　D），

　　A，（d　i　D）　：d4＋p（d2－F　Dd），

　　A、（d；D）・・（d2－1）の2＋P（d2－1）の，

　　A3（d；1＝））＝＝（2　d2－1）d）2十一2（P→一1）（3　d2－1）d），

ただし，m＝n－1である。

　定理2
　　PL，（c　i　D，　A）＝＝1一［1＋B（d　1　D，　ft）」（b（c）　一F　O，，

ここで，

　　B（d　；　D，　a）＝（2nD2）rmiBi（d　1　D）十k（2nD2）一iBz（d　；　D）十（1十！2）｛4m（！十1）2｝一i

　　a（dlD），

　　B，　（dl　D）　＝A，（dl　一　D／　O（　），

　　B，（d　1　D）　＝＝A，（d　1　一D／JX），

　　a（d　i　D）＝A，（d　1　一D／」：［）．

　証明　これらの定理はOkamotoによって導かれた定理の証明と同様に示すことができる。ここ

では定理1のみを証明するが定理2も同じである。

　関数

　　vr（x）　＝（1十a）D－i｛　L（eq）一D2／（1十A）｝／2

を考える。関数Wの特性関数はψ（の＝E｛exp＠卿）1π1｝となりこれは条件付き分布の性質より

　　ψ（t）＝Ef・・鵡β黙認ρ（itw）1島，驚2，副π1｝］

と書き渡すことができる。さらに，

　　ψω＝E扇・轟βの（鵡，轟，8）

とおくと，

　（1）　er（x－i，　x－2，　S）　＝：exp｛　it（1十！）D一’｛ptA－D2／（1　一i－k）｝／2－t2｛　（1十！）／2｝2D－2if　2／2］
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となる。ここで，

　　μ＝μ（κ1，x、，S）＝一（κ、　＋κ、）ts’（x一x、）／2，

　　ゲ＝（ヂ（κ1，X、，S）m（X一X，）！S－2（κ、一κ、），

である。関数qのテイラー展開を点（κ1，κ2，8＞＝・：　（0，μ・，（1＋A）／2∬）において考えると次の式が得・

られる。

　　奴鵡，轟，S＞＝exp［霜1∂1÷（X2　ma　lttO）’∂，＋tr｛S一（1＋λ）／21｝　0］　q（μ1，μ、，Σ）i。，

ここで，

　　∂・一（∂・・）（i－1・…・ρ沸一1・2）・∂・F嬉戯

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂　　∂　＝（∂ゴゴ）　（i，　ノ＝1，…，P），　∂ガゴ寓∂ji＝（1十δfゴ）／2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ≦ノ），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂σガ5

XtkiはベクトルStk　（k　・・　1，2）の傷は対称行列Σの要素である。傷はクロネッカーデルタで1。は

点（0，μ。，（1＋A）／21）での値を示す。結局，

　（2＞ψ（t）・⑧Ψ（μ1，μ2，Σ）lo

が得られる。ここで，⑧は微分作用素で
　　⑧一E謡Sexp［xl　ai　一F　（　x2　一　fte）’∂、＋tr｛　S一（1＋A）／2∬｝∂］

となる。κ1，κ2，（n－1）Si，（n－1＞＆が独立にN（O，ガ1∬），〈κμo，　nT’AI），　Wp（n－1，1），　Wp（n－

1，AI）に従う。ただし，恥（n，Σ）は自由度n，分散共分散行列Σを持つウィッシャート分布

である。各分布に対して積率母関数を用いると，

　（3）　⑧＝＝exp［（2　n）一1∂f∂1一十一λ（2　n）｝1∂1・∂1一（1十λ）／2　tr（∂）一（n－1）lnlI一（n－1）一1∂1／2

　　　　　一（n一一1）lnlli一λ（n－1）㎜1∂1／2⊃

　　　　＝1十（2n）『1∂｛∂1一←λ（2　n）｝1∂5∂2÷（n－1）一1（1十λ2）／4　tr（∂2）十〇2

となり，（1），（2＞，（3＞より関数ψ（のは次の様に表現できる。

　　　　　　　　ψ（t）　＝Σar（一it）　’exp（一t2／2）＋0、

　　　　　1’＝＝O

フーリエ変換を用いると定理1が導かれる。

4．QDFにおける誤判別率の漸近展開

誤判別率PQとPQ2の漸近展開は定理3，定理4によって与えられる。

　定理3

　　　　　　　　　　　　　　　ゑ　　Pa（c；D，λ）＝1一［Gp（の÷Σ・4β掛、i（の］＋0、，

　　　　　　　　　　　　　　　t＝＝・O

ここで，Gp（X）は非心X2分布xS（α2D2）の分布関数である。また，

　　Ao＝［nmip－1一λn『i／）十m－1｛4α（ev十1）÷（P十1）｝1）2］α（α十1）d

　　　十［η㎜12α2エ）2十λnrmi2α202十M－1｛（α2D2一ρ）2十（α（α十1）1）2－P）2｝2］（α十1）2d2，

　Al＝一［nrmiP（α十1）2＄λn－iPcr　2十M－1｛4α2（α十1）　（3α十2）D2十／）（／）十1）｝］d

　　　十［nrm1（一4α2（．α十1）D2）十λn－1（一4α302）十mma’2｛（α十1）　（α2．匠）2一〆））　（P－2α2D2）十α

　　　（α（α÷1）1）2一一p）（カー2α（α一F1）D2）｝］（α＋1）d2，

　A2＝muni｛4（α十1）（2α÷1）一（P十1）｝α2D26

　　　÷［n　i2α2（α十1）2D2十λη㎜12α4D2十M『1［（α÷1）2｛2P十（P－2α2D2）2十2（α2∠）2－／））α2

　　　D2｝十α2｛2P÷（P－2α（α十1）D2）2十2α（α÷1）　（α（α十1）D2－p）D2｝］］d2，
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　A3＝m　’2｛（a十！）2（2悸一／）一2cr　21）2）十α2（2一｝一P－2α（α十1）1）2）｝α2！）2d2，

　・4、＝M”1｛（α＋1）2＋α2｝α4D4ゴ2。

定理4

　　　　　　　　　　　　　　る
　馬（c；D，λ）＝・脇（ご／λ）＋Σ　B．Hp．2i（c／λ）÷0、，

　　　　　　　　　　　　　i＝o

29

ここで，島（X）は非心X2分布X　2p（λα202）の分布関数である。また，

　　＆＝［n－iP＋AnhiP÷mrmi｛4a（a＋1）＋（P＋1）｝D2｝a2d

　　　十［n－i2　ev　21）2十λn一12α2D2牽7n　rmi｛α21）2－P）2十（α（α一十一1）D2一力）2｝］ev　2d2，

　　Bi　＝一［n’iPa（a十1）十n一’pm　2十m一’｛4a2（a十1）　（3　a十！）D2十P（P十1）｝］d

　　　十［n－1（一4α2（α÷1）エ）2）十λn－1（一4ev　31）2）十規｝12｛（α十1）　（α2D2一≠））　（／）一2α21）2）十α

　　　（ev（a十1）D2－P）　（P－2a（ev十1）D2）｝］ad2，

　　B　＝＝　m－i｛4　a　（2　cr　十　1）　一　（P　十　1）　｝　cr　（a　十　！）　D2d

　　　＋［lzun’2α2（α＋1）2D2÷An『12　cr　4・02＋M『1〔（α＋エ）2｛2P＋（P－2α2D2）2＋2（ar　2・02－P）α2

　　　D2｝十　ev　2｛2　p十　（p－2　a（ev　十1）D2）2十2　cr　（ev　十D　（cr　（ev　十1）D2－p）D2｝］］d2，

　　＆x　m－i2｛　（a　十1）2（2十P－2　cr　2D2）　十　ev　2（2十P－2　ev　（cr　÷1）D2）　｝　cr　（cr　一F　1）　D2d2，

　　B4＝mhi｛（cr＋1）2＋ev　2｝cr　2（cr＋1）2D4d2

　証明　Hanの研究を参照することによってこれらの定理が導かれた。ここでは定理3のみを証

明する。

　関数σの特性関数

　　ψ〈t）＝E緬3・・5・固exp（itσ）岡鉱＆，副π・｝］

を次の様に書き直す。

　　¢（　t）　＝EX2，　Xi，　Si，　S2　W（　Xi，　X2，　Si，　S2　）o

このとき，

　（4）　ep（　Xi，　X2，　Si　，　S2）

　　　＝exp［　it！　／（A　一D｛PlnA．　＋D2／（A　一　1）　一ln（IS2［／1　Sil）

　　　　一心蔑（ゑ細・ト紫、1・（・一・・λ（讐ゴ））

　　　　憶、一1辮㌍器計≧1）（忽ゴlil三等1貌ゴア］・

ここで，轟ゴ（々二1，2，ノ＝i，…，P）はベクトル轟の要素で編は＆1の固有値である。大きな

nに対して1if’S，　iM≒猛（k＝1，2）を満たすP×力直交行列Mが存在すると仮定する。ただし，

flltは妬の対角行列である。

　関数ψ’の展開は次の式で表される。

　　ur（　J［ll，　xr2，　Si，　S2）

　　　＝exp　［x一　i’Oi　＋（　i2　一　ssp）’02　＋tr（　Si　一1）　0’　＋tr（　S2　一AI）　6）2］　Le］’（　sti，　itt2，　Xi　，　x，）　1　，，

ここで，

　　oh＝：（oe・」）　（i，i＝i，…，p，　fe＝i，2），　oftv＝os“・i＝（i＋6i，一）／2－sitllX一，．　（i〈一＝i），

σ瞬は対称行列Σk（k＝1，2）の要素で1。は点（0，μ。，LA∬）での値を示す。結局，

　（s）　ip（　t）　＝：　＠　egr（　jee，，　se，，　；：，，　x，　）1　o
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が得られる。ここで，

（6）⑧＝E議，8・，s・exp［悪、’∂、＋（混一μ。）t∂、＋tr（S，・一1）∂’÷tr（S，一λの∂2］

　　　　　　＝＝1一ト（2n）㎜16護∂1十λ（2n）rr16格∂2十（n－1）一1tr（∂12）十（n－1）㎜iA2tr（∂22）1－02

となる。（4＞，（5），（6＞より次の表現

　　　　　　　　　　
　　　ψ（t）；Σ｛娠一の「＋ゐ。←it）　r／（1－2の＋o。←it）　「／（1－2の2＋4。（一の7／（1－2it）3
　　　　　　　　r：＝o

　　　　　　　十er（一it）　r／（1－2露）4｝｛（！－2it）｝za2÷exp（cr　21）2銘／（1－2露））｝十〇2

が得られ，フーリエ変換を用いると定理3が導かれる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5．数値例とまとめ

　変ik　P，　Z）2，λに適当な値を入れて計算した結果をTable　1－aとTabie　1－bに示した。ただし，

Table　1－a　’lhe　principal　term　and　coef’ficients　of　n－iand　m－i　for　LDF．

principa｝　term coefficient　of　n’nv　i coefficlent　of　m－i

p D2 A Pt．　， PI．2 Pl．1 PL2 P“ PL2
1

2

4

8

1

2

3

4

1

2

3

4

1

2

3

4

1

2

3

4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

O，3085

O．2398

O．1932

O．1587

O．3085

O．2398

O．i932

O．1587

O．3085

O．2398

O．1932

O．1587

O．3085

O．2398

O．1932

O．1587

O．3618

D．3864

0．4013

0．3085

0．3416

0．3618

0，2702

0．3085

0．3325

0．2398

0．2819

0．3085

0．3618

0．3864

0．4013

0．3e85

0．3416

0．3618

0．2702

0．3085

0．3325

0．2398

0．2819

0，3085
0．361，8

0．3864

0．4013

0．3085

0．3416

0．3618

0．2702

0．3085

0．3325

0．2398
0．2819．

O．3085

0．3618

0．3S64

0．4013

0．3085

0．3416

0．3618

0．2702

0．3085

e．3325

0．2398

0．2819

0．3085

　O．0660

　0．0880

　0．1100

　0．0824

　0．1099

　0．1373

　0．0890

　0．1187

　e．1484

　0．0907

　e．1210

　0．15工2

　0．1540

　0．osse

　O．0220

　0．1373

　0．1099

　0．0824

　0．1286

　0．！187

　0．1088

　0．1210

　0，1210

　0．12ユO

　O．3301

　0．0880

－O．1540

　0．2472

　0．1099

－O．0275

　0．2078

　0．l187

　e．0297

　0．1815

　0．1210

　0．0605
　0．6821

　0．0880
－O．5061

　0．4669
　0．1099．

一〇．2472

　0，366工

　0．1工87

－e．1296

　0．3025
　0，12三〇

一〇．0605

O．0248

0．D184
0，01Jr　l

O．0330

0．0250

0．0207

0．0380

g．0293

e，e246

e．0412

0．0325

0．0275

0．3561
e．4c）03

0．5468

0．2531

0．3247

0．3851

0．2068

0．2641

0．3129

0．1785

0．2275

0．2696

1．0186

1．3440
！．6／0玉

O．6931

0．9241

1．1138

0．5443

0．7335

0．8897

0．4531

0．6174

e．7536

2．3436

3．1／14

3．7368

1．5733

2，1228

2．5714

1．2194

1．6723

2．e431

1．0024

1．3973

1．7218

o．o

o，o

o．o

o．o

o，o

e．o

o．o

o，o

o．o

o．o

o．o

o．o

O．0489

0．0550

0，0599

0．0610

0．0687

0，0747

0．066e

O．0742

0．0807

0．0672

0．0756

0．0823

0，1467

0．1650

0．1796

0．1831

0．2060

0．2241

0．1979

0．2226

0．2422

0，2016

0．2269

0．2468

0．3423

0．3851

0．4190

0，4272

0．4806

0．5229

0．4617

0．5194

e．5651

0．4705

0，5293

0，5759

o．o

O．O

o．o

o．o

o．o

o．o

o．o

o．o

e，e

o．o

o．o

o．o

O．0368

0．0345

0．0329

0．0489

0，0468
0．045玉

O，0563

0．osse

O．0535

0．0610

0．0609

0．0599

0，1104

0，1036

e．0986

0．1467

0．1405

0．1352

0．1688

0．1650

0．1604

0．1831

0．1828

0．1796

0，2576

0．2416

0．2301

0．3423

0．3278

0．3154

0．3938

0．3851

0．3744

0．4272

0．4265

0．4190
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Table　1－b．　The　principal　term　and　coefficients　of　7・？．一i　and　mTi　for　QDF．

principal　term coefficient　of　n”i coef薮cie三lt　of　m｝i

p　Dll A f」Q1 砺2 PQi PQ2 PQi PQ2
1

2

4

8

1

2

3

4

，1

2

3

4

1

2

3

4

1

2

3

4

2

3
・4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

2

c

4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

O．2027

0．1675

e．1512
0，　182tl

e．1495

0．1352
0．162ユ

0．136王

0．至229

e．1437

0．1247
0．！130

e．20rJ2

0．1657
（｝．14e6

0．／791

0，1465

0．1269
0．　．1576

0．1314
0rl154
0．　1，392

0．H89
0．10r）6

0．ユ957

0．ユ．406

0．1062

0．1688

0．1255

0．0972

e．1476

0．1128

0，0892

0．1299

0．1020

0．0821

g．1675

0．e954

0．0587

0．ユ452

0，0863

0．0544
0．三272

e．0784

e．oso4

0．1121

e．0713

0．0468

e．4ro17

0．472e

O．4588

e．3597

0．4083

0．4156

0．2988

0．3552

0．3760

0．2540

g．3116

0．3404
e　，　t｛036

0．3765

0．3409
0．33ユ．8

0．3342
0．3工33

0，2796
0．2｛　71

0．2877
0，23g．r，

o，26Jro

O．2642

0．3400

0．2719
0．2i｛6

0．2884

0．2458

0．2039

0，2474

0．2223

e．1893
0．2ユ4．3

e，2013

0．17S7
0．26ユ9

0，1649
0，ユ090

0．2279

0．1509

e．lo20

0，1991

0．1381

0．0953

0．1748

e．1265

0．08｛1

e．0912

0．2819

0．2493

0．oエG6

e．1761

0．2188

0．0320

0，10｛2

0．1786

0．0479

0．0784

e．144e

O．tl178

0．3686

0．2970

e．2528

0．3126

0，2797
0．19．　58

0．2595

0．2564

0．1680

0．2190

0．2326

0．6739

0，4451
0．　g．　30s

O，5］30

0．4043
0，3120r

O．4101

e．3632

0，2935

0．3420

0．3257

0．2740r

O．8891

0．4715
e．2｛　54

0．7482

0．4344

0．2788

0．6333

0．3992

0．2628

0．5423

0．3664

0．2475

O．0776

0．0焉7

0．0468

0．1021

0．023S

g．0224

e．0812
e．042Jr

o．02es

O．0682

0．e516

e．0255
0．135，6

0．ユ．416

0．1354

0．1372

0．Ie42

0．1054

0．1244

0．0915

0．0880

0．llll

O．OS56

0．e775

0．3384

0．2555

0．1892

0．2646

0．2e96

e．1658

0，2256
0．179．　3

0，］．473

0．19．　71

0，1578

0．1324

0．5877

0．3078

0．1811

0．467ア

O．2707
0，　li　661

0．3911

0．2401

0．1527

e．3357

0，2153

0．1408

，3．ro748

0，7725

0．4066
4．97f，5

1．139玉

O．5471
5．｛031

1．3409．

O，6544

6．4651

1．4672

0．7260

3．4545

1．0116

0．7597

4．7920

1．2326

0．7897

5．5777

1．3821

0．8204

6，0512

1．4756

0．8433

3．7426
王，8725

1．5882

4．7090

1．8389

1，4891

5．2563

1，8079
1，40嘆4

．r，．」r626

1．7710
1．32｛　3

5．6419

3，7111

2．8e82

5．7266

3．3799

2．5951
5，7g　9．　1

3．09．　10

2．4016

5，618e

2．8357

2．220r2

一一一 @1　．　7867

－O．2642

－O．1417

－2．3372

－O．3678

－O，i440
一一 Q．7248
一一@e．3968

一一 Z．1519

－2．9673

－e，3944

－O．1506

一工．6005

－O．4494

－O．4045

－2．1286

－O．4149

－e．3209

－2．4294

－O．3927
一一 Z．2641

－2，6129
J’一 Zr3672

－O．2205

－1．S885

－1．1556

－1．0205

－2．0838

－O．9341

－O，8618

－2．IS99

－e．7707

－O．73e4

－2．2387

－O，6422

－e．6200

－3．6872

－2．6328

－1，9190

－3．14ti9

－2．2316

－1．7122

－2．7616
一一 P．8966

－1．5279

－2．4631

－1．6143

－1．3633

判別点。は0とした。すなわち，誤判別率A、に対して。・a　一D／2，PL2に対して。＝D／（2～ズD，

P（，hおよびP磁に対して6＝λ｛ρlnλ十∠）2／（ft　一1）｝／（λ一！）である。　Table　1から次のことがわか

る。

　！）1％1とP（teの三1三項の平均は常に乃．1とP．2のそれよりも小さい。

　2）　多くの場合，、F？（．llと編に対する12－1とsnrmiの係数の合計は几1と凡2に対するものよりも

　　　大きい。

従って，PL　＝＝（P‘，1÷Pん、）／2，　P（？　：（Pq＋編）／2とおくと，　PL＝　P（？となる値2Vが変va　P，　D　2，λ

に対するいくつかの組み合わせにおいて存在する。これば標本数πが値2Vよりも小さいときはた

とえ分散共分散行列が異なっていてもLDFを用いた：方が良いことを意味する。Table　2はTable

1－aとTabie　1－bを比較し値2Vを推定したものである。値Nが10よりも小さい場含は推定誤差

が大きくなると思われるのでNがIO以上のみを示した。
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Table　2．　The　expected　sample　size　N　such　that

　　　　PL　：Po

p　D2　A p　D2　A N
1

2

1　　2

　　3
2　　2

　　3
　　4
3　　　2

　　3
　　4
4　　　2

　　3
　　4
1　　2

117．5

　13，3

426，2

　36．6

　10．4

1314．6

　91，9

　20．7

4918．9

245．4

　42，0

　30．4

2

4

8

2

3

4

2

2

3

2

3

2

2

2

2

2

2

69．4

116．2

12，4

169．6

17．4

10．6

24．5

38，8

53．5

12．5

17．6

　Table　2より変量ρが増すにつれ値1Vが減少する傾向がわかる。この傾向は変量が多くなるほ

どLDFとQDFの主項の平均の差が大きくなるために生じたのであって変量Pと値Nの関係を

直接説明していない。LDFとQDFの主項の平均の差を一定にして値ノ〉を比較すると，変量ρが

増すほど値Nが大きくなることがわかる。例としてP＝1，D2＝1，λ＝3とP・・4，1）2＝4，λ＝

2について示す。前者の主項の平均の差は約0．028（＝｛（e．3085＋O．3865）一（0．1675＋0．4720）｝／2）

で後者は約e．027（＝｛（0，1587十〇。2398）一（0．1299十〇．2143）｝／2）であり，値Nは各々，13．3と

53．5である。つまり，標本数が40程度の場合，前者ではQDFを用いた方がよいが後者で。＊　LDF

を用いることが望ましく変量が多い場合にQDFを用いるにはやはり多くの標本が必要であること

を示している。

　母集団の関係において変数λ（＞1）が小さいならば当然LDFが良い。λが大きいとき，一般

に，QDFを用いるべきであると言われているが，十分な標本が得られないときはLDFを用いた

方が良い場合がある。本硬究ではたとえ変数λが大きくとも変量Pや変tw　！）2が大きい場合は標

本数を考慮してLDFとQDFの使用を決定すべきであることを明示した。

参　考　文　献

1）　Marl〈s，　S．　and　Dunn，　O．　」．：J．　Amer．　Statist．　Assoc．，　69　（1974），　p．　555一一559

2）　Wahl，　P．　W．　and　Kronmal，　R．　A．：　Biometrics，　33　（i977），　p．　479一一484

3）　Nakanishi，　H．　and　Sato，　Y．：　Commun．　Statist．　一Theor．　Meth．，　14　（1985），　5，　p．　1181一一1200

4）　Hartley，　H．　O．：　J．　Roy．　Statist．　Soc．　Suppl．，　5　（1938），　p．　8e・v　88

5）　Welch，　B．　L．：Biometrika，　34　（1947），　p．28一一35

6）　Okamoto，　M．：　Ann．　Math．　Statist．，　34　（i963），　p．　1286－13e1

7）　Han，　C．　P．：Ann．　Math．　Statist．，　4e　（1969），　p．979一一985

8）　Han，　C．　P．：Ann．　lnst．　Statist．　Math．，　26　（1974），　p．　127一一133


