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Nenlinear　Acogstic　Waves　Radiated　freme　a　Pggsating　Gr
　　Osci丑且a重ing　Sphere　an　l　t翫e　Shock　Forma翻0鷺Prob豆erw

　　Yoshinori　INouE“

（Received　November　2e，　1985）

Abstract

　　　The　propagation　of　nonlinear　acoustic　waves　is　studied．　These　waves　are　radiaeed　from

a　harmonically　pulsating　or　osci！lating　sphere　in　an　iRviscid　perfect　gas．　ln　each　case　a

representatlen　of　the　exact　solution　is　preseRted　for　a　farfield　equation　of　the　first　order．

This　immediately　yields　the　nonlinear　distortion　process　of　waveform　and　the　acoustic　shock

formation　distance．

1　．　lntroduction　and　Summary

　　　The　propagation　of　nonlinear　acoustic　waves　emiteed　from　a　pulsating　or　osciilatiRg

sphere　is　of　fundamental　importance　iR　nonlinear　acoustics．

　　　Let　us　consider　first　the　nonlinear　sound　waves　emi枕ed　by　a　pu1sating　sphere　in　an　ideal

fluid　corr｝posed　of　a　perfect　gas．　The　behavior　in　a　far’i　ield　of　these　waves　has　so　far　been

examined　by　a　number　of　authors　（Heaps’），　Naugol’flykh　et　al．2｝，　Blackstock3））．　As　the　result，

various　representations　of　the　exact　solution　have　been　given　for　q　farfield　equation　in　a　first

approxirRation．　ReceRtly，　Ginsberg‘｝，　and　Kelly　and　Nayfeh5）　have　analyzed　such　problems

using　the　method　of　renormalization．　They　have　succeeded　in　the　following　points　：　（i）　The

method　can　precisely　estimate　the　positien　where　a　shock　emerges　；　（ii）　lt　can　yield　a

uniformly　valid　expansion　by　means　of　matcking　the　farfield　solutioR　with　the　Rearfield

solution．　lt　seems，　however，　that　they　did　neither　ascertain　the　applicability　of　the　method

to　this　problem，　nor　could　they　obtain　the　correct　expressioR　for　the　axial　and　azlmuthal

components　of　the　fluid　velocity，

　　　A　new　representation　of　the　exact　so！utioR　for　the　farfield　equation　is　presented　here

which　resembles　the　approximate　solution　obtained　by　the　renormaliza£ioR　technique．　With

the　aid　of　this　result　we　can　justify　the　application　of　the　renormalization　technique　to　this

problem．　Our　solution　retains　the　advantage　previously　stated，（i）and〈ii　）．　Furtherrnore，

we　fiRd　out　a　uniformly　valid　solution　in　a　second　approximation　by　making　use　Qf　the

method　of　reRormalization．

　　　In　nonlinear　sound　waves　emitted　by　an　osci｝lating　rigid　sphere，　a　similar　representation

to　the　above　can　only　be　derived　for　the　radial　velocity　ztr．　On　the　basis　of　the　expression

for　ur　we　can　easily　resolve　the　problem　of　determining　the　tangen£ial　fluid　velocity　ue．　We
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emphasize　here　that　if　we　start　from　the　expression　of防obtained　by　the　renormalization

technique，　it　does　not　lead　to£he　correct　resu玉£。　The　result　is　significant　from　the　point　of

view　Gf　presenting　a　uniformly　valid　expanslon　for　a　true　multldimensional　nonlinear

aCOuSt1C　wave．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．Formu｝ation　of　the　Problem

　　　The　flow　is　irrotational，　so　that　it　can　described　by　a　velocity　potentia1φ＊（〆，θ，　t“）．

The　basic　equation　may　then　be　written　in　a　dilnensionless　form　as

　　　　　□嶋〔（・φ）・＋号儲2〕÷（・he　cu・・・…m…φ）・　　　（1）

whereγ＝7＊／R，　t＝o。t’／1～，φ謹φ＊／c。1～，　i～is　the（average）radius　of　the　sphere，　and　6。　the

constant　speed　of　sound　at　infinity．　The　asterisk：（至esignates　dirnensional　quantities．　The

solution　of　Eq．（1）which　satisfies　an　appropr量ate　bou簸dary　condition　oR　the　surface　of　the

sphere　and　the　radiation　condition　determines　the　nonlinear　sound　wave　e面tted　by　the

sphere．

　　　　　　　　　　　　　　3．Nonlinear　Waves　Rad量ated　frem　a　Pu蓋satiRg　Sphere

3．1　　】Regu董ar　perturbation　aRd　nearf蓋eld　solution

　　　互nthis　case，　the　boundary　condition　on　the　s“rface　of　the　sphere　takes　the　forrn

　　　　　霧一ll，　　e・　a・・一1＋・c・・…t・　　（・）

whereεis　a　parameter　small　compared　with　unity．　The　velocity　potential　may　then　be

expanded　i豊powers　ofεas

　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　φ（γ，のコΣεηφη（γ，の．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）
　　　　　　　　　　　　η岸1

The　usual　procedure　in　the　reg娘lar　perturbation　problem　can　yield　the　solutions　of　the

successive　systems　of　equations　forεas　follows．（1）The　first　order　problem　for　O（ε）（The

linear　problem）：

　　　　　φ、』cosψ，（ψ一ω（’一。＋1）＋δ），　　　　　　　　（4）
　　　　　　　　　　　　γ

with、4＝一ω／！「F証andδ＝arctan（1／ω），（ii）The　second　order　problem　for　O（ε2）：

　　　　　φ・畢｛〔一画γま！・・（…）＋・・〕…2ψ

　　　　　　　　　　　　＋〔結1・（1…・（…）＋・・〕…2ψ弓｝，

　　　　　∫（x）＝si（κ）cos（x）一ci（x）sin（x），6（x）＝6旗）cos（κ）一8姻sin（x），　　　　（5）

where　Dl　aRd　D2　are　the　definite　constants．　The　first　two　terms　on　the　right－hand　side　show

the　generation　of　the　hlgher　harmonics　due　to　the　nonlinearity．　The　Iast　term　indicates　the

existence　of　steady　streaming　volume　inflow，　but　it　should　be　noted　that　the　rnass　flux

through　a　surface　surrounding　the　sphere　vanishes．
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3．2　ArepreseRtat量on　of　farfie羅solutio薮

　　　At　large　distances　from　the　place　of　the　origin，　a　farfield　equation　may　hold　in　a　first

apProxlrnatlon；

　　　　　　∂w　　　　∂zo
　　　　　　　　　　　　　　　　　；0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）　　　　　　　　　一ω
　　　　　　∂2　　　　　　　　　　　　　∂ψ

where　w・m，　g＝（γ十1）ω（！n　r）／2，　andψ謹ω（’一γ十1）十δ．

　　　It　can　easi至y　be　verified　that　the　radial　veloc圭ty　g圭ven　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　。、。。。ωA　siR　lbn，砕ω（t一，＋1）糊，　　　　　　　（，）
　　　　　　　　　　　　　γ

satisfles　exactly　Eq．（6）and　the　giveR　boundary　condition，　ifηis　determined　by　the　relation

　　　　　・一・＋・Z－1＋i一’一’A1・・…＆・　　　　　　　　（・）

WheR　we　corRpare　the　solution（7）with　that　of　the　linear　problem（4），　we　recognize　that　in

Eq．（7）rin　t｝｝e　phase　func毛ion　of£he　linear　solution　in　farfield　is　o簸ly　replace（圭byηdef至ned

by　Eq．（8）。　Clearly，　it　shows　that　the　effect　of　non薮nearity　only　strains　the　spatial　coordinate

in　the　phase　function．　As　will　be　seen　in　the　next　section，　the　solution（7）is　closely　related

to　the　one　obtained　by　the　me毛hod　of　renormalizatioR．

3．3　　Re盆ormalized　expansio鍵and　uniformly　va1量〔歪solution　in　seco難d　apProximatio鷺

　　　Solving　the　successive　systems　of　equations　i雛the　regular　perturbation　problem，　we

could　have　in　the　farfie至d

　　　　　u＝　u（’）＋u（2）＋0（ε3〃），

　　　　　・・…Asi号ψ＋・・Z7’L’ω・孟1￥s…ψ

　　　　　　　　　一・・（Zgtl’）2ω・A・（1≒「）2（・・蜘・・ψ）＋…，

　　　　　。…。、・γ＋1ω・A・B・iR（2ψ＋β）一、・（州）2ω・A・B

　　　　　　　　　　　　　4　　　　　　　　　r　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！6

　　　　　　　　　。ln「［，i。（ψ＋β）一、i。（3ψ＋β）］÷＿＿　　　　　　　（9）

　　　　　　　　　　　　r

where

　　　　　ta11β＝一1）2／、Oi，　and　B二8　D子÷D：／ω（1÷γ）．

The　first　series　za（1），　which　was　fo照d　by　Heaps，　does　not　converge　on　the　range　of　7　satisfying

an　inequality　ln　r＞1／［ε（γ十1）ω21AI／4］．　To　render　u（1）and　u②uniformly　valid　at　large

distances　from　the　sphere，　we　here　employ　the　method　of　renormalization．1ntroducing　the

coordinate　transformation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　7＝η十Σ♂s；zi）（η，の÷Σεn　ss2）（η，の，　　　　　　　　　　　　　　　　　（lo）
　　　　　　　　　　n需三　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll＝2

we　attempt　to　choose　SS’｝and　SS2）so　as　to　an盆i益ilate　the　nonuniforrnity　in　u（1｝十u（2）for　the　new

variableη．　After　some　calculations　we　may　infer　that
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　　　　　Sli・一（・＋1）・Al・η…＆．・SSi・一・（・≧・）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　S茎2）＝（γ十1）ωBlnηsin（2ψ十β），S穿〉＝0　（n≧3）．　　　　　　　　　　　　　　　　（1ユ）

The　formulas　S　9）＝：0（n≧2）are　precisely　g疑ara厩eed　with　the　aid　of　Eq．（8）．　Thus，　we　have

as　a　second　apProximation　the　farfield　solution（cf．　Eq．（7））

　　　　　。一、ωA、i。＆＋。・2ωB、i。（2＆＋β）＋0（。・）。　　　　　　（12）

　　　　　　　　　　　η　　　　　　　　　η

Auniformly　valid　expansion　ca遣readlly　obtained　for　all　r　of　interest　providedもhat　in　Eqs．

（4）and（5）ris　replaced　byη。

3．4　Tke　shock　formation茎｝roblem

　　　Ashock　starts　to　form　at　the　location　where　the　profile　of　u　attains　to　a　vertical　tangent，

i，e．，∂γ／∂ηiη＝ηs，　t＝ts＝0．　Thus　the　shock　formation　distance　rs　can　be　obtained　using

Eq．（8），　or　more　precisely　using　Eq．（10）．　To　a　rough　approximation　rs　is　estima£ed　as

　　　　　…・x・（，lyVt｛7）．　　　　　　（13）

We　show　a　typical　example　of　shock　forma乞ion　process　in　Figure　1．
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Fig．　1　Velocity　profile　and　the　shock　formation　distance，　for　a　noRlinear

　　　　　　acoustic　wave　emitted　from　a　pulsating　sphere．
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　　　　　　　　　　4．Nonlinear　Waves　Rad量aもed　fro㎜a簸Osc韮la伽g　Rigid　Sphere

　　　In　the　same　manner　as　in　the　preceding　section　we　can　handle　the　present　problem，

except　fQr　a　matter　of　determining　the　taRgential蜘id　velocityπθ．　Slmilarly，　the　farfield

equation　in　the　first　approximation　takes　the　form

　　　　　∂w　　　　∂w
　　　　　　　　　　　　　　　　＝0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）　　　　　　　　　一ω
　　　　　　　　　　　　　∂ψ　　　　　　∂2

where　w・・　rar，2＝（γ十1）ω（1n　r）／2，　andψ＝ω（毛一r十1）十δ’，δ’m－arctan（ω2－2）／（2ω）．　If

the　velocity　of　the　sphere　in　the　z－direction　is　prescribed　by　uz＝εωcos　blt，　we　obtain　from

Eq。（14）the　exact　solution

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　。。一、ω・A・。。、θsi捻ψ，　　　　　　　　　　　（15）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r

where、4’：一ω／＞f：toM÷4，ψ＝ω（t一η十1）十δ’．　Here，ηshould　be　determined，　as　a勲nction　of

プand　t，　by　the　rela毛ion

　　　　　・一・＋・÷（・＋・）ω・A・c・・θlnrs・畝　　　　　　（16）

We　may　note　tha之for　the　ll捻ear　problem　w曲ave％。＝εω2　A’cosθslnψ／γ魚afarfield．

　　　On　the　basis　of　Eq．（15）the　velocity　potentia1φ（η，θ，　t）can　easily　be　evaluated，　so　tha毛

from　it　we　succeed　in　deriving　the　tangential　fluid　veloclty　ue：

　　　　　，。，一∂φ＋∂φ∂η

　　　　　　　　　　∂θ　　　　　　　　　　　　　　　∂η　∂θ　＾

　　　　　　　　一二θcolψ一・・γま1ω・s・・2θ㍗　　　　（・・）

Figure　2　shows　the　profiles　of　the　radial　and　tange敷tial　fluid　veloci£y　in　the　instant　of　forming

ashock　wave．　A　shock　formation　process　is　illustrated　in　Figure　3．
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Fig．2　Profiles　of　the　radial　and　tangential　fluid　velocity　in　the　instant　of　forming　a　shock，

　　　　　　for　a　nonlinear　acoustic　wave　emitted　from　an　oscillating　sphere．
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fig．3 Propagation　of　shock　waves　designated　by　the　solid　lines．

The　shock　waves　cannot　exist　beyond　the　broken　lines．
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