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北海道大学工学部研究報告

第130号　 （fi召il…日61年）

Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering，

　Hokkaido　University．　No．　130　（1986）

　　　　　金　属　超　微　粒　子
一量子サイズ効果　ランダムネスおよび動的性質一

矢久保二巴＊　中山　恒義’

　（昭和60年11月20日受理）

　　　　　　　　　　　　Metal　Particles

一　Quantum－Size　Effects，　RaRdemness　and　Dynamic　Properties　一

Kousuke　YAKuBo，　TsuReyoshi　NAKAyAMA

　　　　（Received　November　20，　1985）

Absもraet

　　This　report　discusses　the　various　physlcal　properties　of　metal　particles　from　a　theore－

tical　view－point．　First，　it　is　summarized　how　the　qwantum－size　effects　and　the　random

character　of　shapes　of　metal　particles　result　iR　their　thermodyRamic　characteristics．　ln

addition，　the　dynamical　response　of　the　assembly　of　metal　particles　are　lnvestigated　by

illustrating　the　ul£rasonic　attenuatioR　of　this　system．　The　possibillity　of　the　experimeRtal

verification　of　quantum－size　effects　and　randomness　is　also　discussed．

1．序 論

　近年，金属超微粒子は多様な分野で多くの関心をあつめている。系統的な金属超微粒子作製の

研究が日本で最初に行なわれた事は特に興味深い1）。これらは化学触媒として，また極低温におけ

る熱交換器，あるいは磁性粉体として広く実用化されている。微粒子の最も顕著な特性は，その

表面積／体積比の大きい点である。例えば，1，000個の原子からなる微粒子を考えると表面原子数

は，全体の原子数の約50％にもなる。理論的に金属微粒子のサイズ効果を最初に論じたのは，

Frdhllch2｝であるが，近代的な理論的議論は，　Kubo3）により初めて与えられた。その後多くの研究

者により様々な側面から，活発に研究されてきた4’5）。例えば，金属微粒子の熱力学諸量の計算6），

光散乱によるサイズ効果の実証に関するもの7一’1）、および金属微粒子の超伝導転移に関するも

の1篇13｝等である。

　本報告では，金属微粒子の集合体を考え，その静的性質および動的性質について論じる。具体

的には極低温での超音波吸収係数を理論的に求め，サイズ効果とランダムネスが，その結果にど

のように反映するかを明らかにする。また，この結・果の実験的な検証可能性について論ずること

にする。以下第2章では金属微粒子の特徴的な性質について概説し，第3章ではランダム行列に

ついて述べ，さらにその結果に基づいて比熱帯磁率のような静的な熱力学的諸量の理論計算の

結果を要約する。第4章では，金属微粒子の動的性質，特に超音波吸収に着目してサイズ効果，

ランダムネスが吸収係数にいかに反映するかを明らかにする。最終章はまとめである。

＊　工業数学講座
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2．微粒子のサイズ効果

　最初に，粒径が約looA程度の金属微粒子の集合を考えよう。これらの微粒子のサイズは，ほぼ

一定と見なし，互いに接触していないものとする。実際，このような系は，詫状蒸着法によって

作製出来ることが知られている。サイズは一定であっても，その形状，不純物分布等は各微粒子

でばらばらである。このような系がバルクの金属と異なる特徴的な性質のうち，最も重要なもの

は，次の4つである。（1）電子のエネルギー固有値の離散性，（2）　Mtwの微粒子を考えた時のフェル

ミ面近くのエネルギー準位間隔の等二二性，（3）微粒子集合体を考えた時のエネルギー間隔のラン

ダム性，（4）個々の微粒子が電気的に中性である事，である。以下これら4つの性質を説明しよう。

（1）のエネルギー固有値の離散性は，量子力学の簡単な議論からすぐ導びかれることである。実際，

この離散性こそがバルク金属と金属微粒予が著しく異なる物理的諸性質を有する最大の原因であ

る。金属内の電子を自由電子と見なすと，よく知られているようにフェルミ面での状態密度は，

　　　D（，，）　＝一il一　一IZ，一　（2．1）
で与えられる。ここでn。は電子数密度であり，εfは系のフェルミ・エネルギーである。状態密度

は単位体積およびエネルギー当りの状態数であるから，フェルミ面でのエネルギー準位間隔6f
は，

　　　傷一幅一1寿　　　　　　　　（・・2）
となる。Y，　Nは考えている金属の体積およびその中に含まれる伝導電子数である。バルク金属

の場合（Y　一＞co，　N　一＞oo）は当然の→0となり，連続準位を持つことになる。しかし，　V，　N

を十分小さくしてやると，熱フォノンによる準位のボケを考慮に入れてもなおそれが無視できる

程大きな6fを持つ場合がある。典型的な金属のε／は温度にして数104　Kである。粒径IOO　A程度

の微粒子内に含まれる伝導電子の個数は数104個であることを考慮すれば，6fは1Kのオーダーで

ある事が簡単に理解できる。従って6f／んBより低い温度領域での熱的性質，および6．／hより低い

周波数領域での動的な性質は直接その離散準位性を反映する事が予想される。

　フェルミ面近くでの準位間隔をより詳しく論ずるには，形状の複雑さや不純物による効果をハ

ミルトニアンの非対角項としてとり入れなければならない。非対角項はエネルギー準位間を引き

離す効果がある。従って，強い摂動がある場合，準位間はなるべく等間隔になろうとする傾向が

あり，フェルミ面での準位間隔6fはその近傍の準位間隔δと等しいと考えられる（equal　le　vel

sPacing　model）。　Kubo3）によって示されたように，電気的に中性な導体球を＋e又は一eに帯電

させるために必要な静電エネルギーUは，球の半径をaとするとUA　e2faとなるが，このエネル

ギーはaが巨視的な大きさならば無視出来る程小さいが，100　A程度の時には温度に換算して103

K程度にもなる。従ってここで注目する温度領域T〈δ／妬～IKでは，熱的にイオン化する可能性

はない。このためバルクの金属の物理量を計算する時に用られる大分配関数の方法はここでは使

えず，統計的平均を取る時は，カノニカル集合での分配関数を考えなければならない。先に述べ

たδは金属微粒子の平均準位高島であるが，形状や不純物分布の違いによって各微粒子のもつ準

位間隔dには，ばらつきがある。言い換えれば形状の複雑さや不純物の効果を取りいれた固有値

方程式が，各々の微粒子に対し様々であり，その結果固有値間隔も微粒子集合全体で，ある分布

を示すことになる。t・・d／δとして，　tの分布は次章に述べるランダム行列理論によって与えられ

ることがわかる。実際測定される物理量は，この分布で平均したものである。
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　以上をまとめると，（1＞～（4＞の特徴から系は次のように扱われねばならないことになる。（a）　equal

level　sPacingで平均準位間隔はδ＝4εf／　32＞，㈲カノニカル集合の分配関数で統計平均を取る，（c）

得られた物理量！1（t）はランダム行列理論の指定するtに関する分布関数で平均しなければなら

ない。

　物理的考察により金属微粒子内に含まれる伝導電子数Nの偶奇によって，熱力学的諸性質が

著しく異なることになる。一例として帯磁率κを考えてみよう。！Vが偶数の場合は，温度を下げ

るに従って電子は縮退準位に落ちていき，ついには磁気能率を全く持たない状態になってしまう。

これに対して，1＞が奇数のときは，T＝0になっても残留磁気能率が存在し，これに対応してX

はT・・　Oでキュリー的に発散するはずである。この事情を反映してカノニカル集合での分配関数

はフェルミ蕨下の状態数を考慮することによって，

　　　Z（T，N）一隻響》望（1＋f）（！＋k）i｛i〔1緬・r囑〔1＋多・一β門

　　　　　　　　　　　　　　　瓢〔i＋i，〆嘱〔1号〆向　　（2．3）

と書ける。ここで，

　　　e…｛1鐸：犠

であり，γ＝exp（βμ。Pt，H）≡exP（q）により磁場の効果を表わしている。またE（0）はT・＝0での

全電子エネルギーである。（2．3＞の積分は原点を回る一周積分で，これを実行するためにはft・・＝

exP（ゴφ）とし，φに関して［0，2π］で積分すればよい。楕円8関数の無限乗積表示，及びその級

数表現の助けをかりると，この積分は実際計算することができて，次の結果を得る5｝。

　　　　　　　　　　　　　Zeven＝：〔！十2　Σユ　ermβe（n＋1）2　cosh2（7¢÷1）q〕Z9，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．4）

　　　　　　　　ll＝0

　　　　　　　　　　　Z。dd＝〔2ΣermPan（n＋1）cosh（2n＋1）q〕Z8，　　　　　　　　　　　（2．5）
　　　　　　　ll　＝＝o

および

　　　　　　　　　Z，mH（1－e一βδn）一1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．6）
　　　　　η瓢！

乙はエネルギーηδをもったボゾンのグランド・カノニカル集合での分配関数となっている。また

乙はスピンレスフェルミオンのカノニカル集合での分配関数となっていることにも注意しよう。

（2．4）一（2．6）ではE（0）＝0とした。（2．4）と（2．5）の低温（βδ》1）での表武は次のように書ける。

Zevet、＝＝（1一ト2emβe　coshL　2〈1）（1一ト2e一βa十5erm2βs十10e－3βa）十〇（erm4βδ） （2．7）

および

　　　Zodd＝2（cosh（～十8－2βδcosh　3q）（1十2e’Tβδ十5s　rm　2βδ十106－3βδ）十〇（召㎜4βδ）　　　　　　（2．8）

これらの分配関数から種々の熱力学燈を計算することが出来るが，それらは単一のδを持った微

粒子の集まり，すなわち同一の形状，同一の不純物分布を持った微粒子の集まりに対する量であっ

て，実際測定される物理量を求めるには，前章の最後に述べたように平均をとって計算しなけれ

ばならない。次章では，この平均の取り方について述べる。
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3．ランダム行列理論14－16）

　表面の複雑な形状や不純物の存在は，理想的な微粒子に対する摂動として扱われ，行列要素の

非対角項を形成する。これらは各微粒子でランダムであると考えられるから，対応するハミルト

ニアンの行列要素も，ランダムになる。しかし，完全にでたらめではないことは明らかである。

例えば，少なくともこの行列はエルミートでなければならないし，また時聞反転に対する対称・

非対称性も考慮しなくてはならない。このような条件のもとで，ランダムに行列を作り，その行

列の集合において，固有値の分布や固有値間隔の分布を与えるのが，ランダム行列理論であ
る14－16）。

　まず，条件を整理しその物理的内容を考えてみる。第一に，系が時間反転に対し対称か非対称

に分ける。時間反転に対して非対称な系は，強い磁場を系にかけることによって実現できる。こ

のとき，ハミルトニアンはエルミートであるという以外何の制約も受けない。この条件を満たす

行列で，行列要素間に何の相関もないものの全体の集合を，unita7zy　ensemble似下U8とする）

という。一方時間反転に対して対称な系は，さらに系がスピンに依存する場合，そのスピンの偶

奇によってハミルトニアンの対称性は変る。偶数スピン系のハミルトニアンは実対称行列で表わ

されることが，時間反転に関する線型代数の議論から分る。このようなランダム行列の集合を

orthogonal　ensemble（68）という。同様に奇数スピン系（この時，系は常にスピンー軌道相互

作用を持つ）のハミルトニアンは，四元数を要素として持つquarternion　real（symPlectic変換

に対して不変なqzaarternion　matrix）で表わされ，その集合はsymPlectic　ensemble（f8）　と

呼ばれる。これら3つに分類した集合の各要素である行列Hは変換

H－T－iKT
（3．1）

によって，それ自身の集合の要素へ移る。ただしTは，2／8，06，f8に対して各々ユニタリー，オー

ソゴナル，シンプレクティック行列である。1＞『×N行列Hに対する変換（3、1）における保存量は，

Hの初めのN次の巾までの対角和によって表わされることは証明出来る。さらに行列の要素閾

の統計的独立性（ランダムネス）を考慮すると，巾は2次までですむことがわかる。このことか

ら各集合内において，行列Hが

　　　　　　　　　　　dH＝II．　II　4H∫ノ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．2）

　　　　　i≦J　ηZ＝1

にある確率は，

P（H）dH　＝exp［一atr　H2十btrH十　c］　dH （3．3）

となる。ここでθは1つの要素に対する自由度で，窺6，06，f6に対して各々θ二2，1，4で

ある。また，aは正の実数，　b，　cは実数である。　Hを対角化する変換により（3。3）を書き直すとラ

ンダム行列の固有値に対する確率密度関数は，

　　　P，ve（xi…，xiv）＝CNe　exp（一一li一　0，．2；V，　x，2・　），1．rl，　［xi”xhle　（3．4）

および，

　　　・嗣・・〉・t・θ一…2一・・V〈N一・）／・〔r（・＋t・）〕一磁r（！＋壱・の　　　（・。5）

となる。ここでrはガンマ関数を表わす。これから，となり合う2つの固有値の間隔がtである
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確率密度P（t）を求めるのはGaudin17）によってなされた。結果は06の場合，

　　　P（t）一望の　　　　　　　　　（・．6）
ただし，

　　　　　　　　　　E（t）＝：II（1－tγ多，）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．7）

　　　　　　∫需0

である。E（のは，聞隔tをとってきたとき，その中に一つも固有値が含まれていない確率である。

また，γ2ガは，積分方程式

　　　・f（x＞一f。’c・・（吉纐＞f（〃）d・　　　　　　　（・．8）

の固有値である。この積分方程式の解は，第一種回転楕円体波動関数ρθo頭κ）であるから，

　　　　一∫1酬鋤　　　　　　　　　（、，9）
　　γ2‘一Pegi（o）

で表わせる。一般にこれは初等関数では表わせないが，tの小さな領域では，　Legendre関数を使っ

て展開することにより

　　　　　　　　　　　　　　る　　　　　　　る　　　　　　　　　

　　　鋼書ト計3÷素〆÷、蕊。t5＋……　　　　　（3・1・）

が得られるIB｝。もし，ハミルトニアンを2×2行列だと考えるとP（t）は，ずっと簡単に計算され

ることになる。その分布をWigner分布i6）と言うが，調べてみると，（3．10）で表わされる08のレ

ベル間隔分布とほぼ一致していることがわかる。従って以下，次のような吻ηθγ分布，

　　　P（の寸・t・xp（一1・t・）・・r・h・g…1　　　　（・・1・）

　　　P（t）一諜・・xp（一面〆）・symP／ectic　　　　（・．12）

および

　　　P（t）一讐’・exp（一⊥t2）；観が吻　　　　　　　　（3．13）
　　　　　　π　　　　　　　　　π

を採用することにする。従って，例えば（2．4）一（2．6）によって計算される低温（βδ》1）での比

熱や帯磁率

　　C一輪（β・）・臣・・一｝・…・＋筆〆・＋・（〆δ）〕・一｛1ぎ多9（・．14）

　　Xeven・＝μ乙μ急β｛8e一βδ一玉6σ2βδ＋o（eダ3βδ）〕　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．15）

および

　　Xodd　＝μ乞μ喜β＋o（e一βδ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3ユ6）

も，各々の場合に応じて（3．11）一（3．13）で平均したものが観測される物理澱であり，実際その計

算：を行なうことによって

　　C（×二Tθ＋1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．17）
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　　Xeven（x二　1〔θ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．18）

および，

　　　xodd　oc　1／T　（3．19）
なる温度依存性を得る。θの定i義は（3．3）式の下に与えられている。

　　　　　　　　　　　4．金属微粒子系の動的性質および超音波吸収

　これまで述べてきたような金属微粒子の静的な特微（サイズ効果とランダムネス）は，当然そ

の動的性質にも影響をおよぼす。この章では，微粒子による超音波の吸収係数に対する以上の効

果を調べる。また，微粒子の2つの特徴を実験的に検証することの可能性について述べる。ここ

で考える系は，金属微粒子が母体に分布していたり，焼結されている場合を考えている。このよ

うな系に音波が入射すると，音波により微粒子は体積変化を受けることになる。このような場合，

電子と音波の相互作用は，次のような変形ポテンシャルにより与えられる。

　　　戦習∫ぬ娠・・論＋δ・・）醐妬（一）評デ　　　　（・・1）

ここで，m，　nは準位，σはスピンの添字で，　a，ろは各々電子とフォノンの消滅演算子，　qは電

子の波動関数である。また，

　　　aq＝一一ZntiEf（hq2p　vs）”2　（4．2）
で，ρは金属の質量密度，v。は音速である。（4．1）の積分は，微粒子の体積全体で行なわれるが，

いま考えている音波の波長は微粒子の粒径より充分長いので，

　　　μ鵡（デ）・・（？）elす・ア唄　　　　　　　　　（・．3）

ととる事が出来る。このとき相互作用ハミルトニアンは，

　　　泥ノ；ΣαqaA÷ha，cran，σ（bq十btq）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．4）
　　　　　n，q，（ア

これを線型応答理論に従い形式的に，

　　　％’≡一fヅ

と書く事にする。アは一般化力，露は一般化変位を表わす演算子で，次のよ効に書ける。

　　　∫＝b，＋ろ±，，f＝Σα，疏鵬・a・，・
　　　　　　　　　　n，　d，q

線型応答理論19）により，fに対する一般化感受率κの虚数部λ1”は，

　　　x”＝＝rmS’（1－e－htuP）．；．　pnlcnm126（60＋CDnm）

（4．5）

（4．6）

で与えられる。ここでρ。はカノニカル分布，th）。m　：（E。　一Em）／h，またκ。mはfの行列要素であ

る。今，初期状態としてフェルミ面上の電子だけを考えることにすれば，（4．6）でη＝0と置けば

よい。このとき，ω。m＝　mδ／h，ρ。＝1／Zとなり，　Zは（2．4）一（2．6）で与えられる。βδ》1の

領域で考えれば，吸収係数α（cm－1）＝X”／2hvsは，
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　　　　4畿鷺（1－e一一　・np・）δ鶴響）　　　　　（…）

となる。τは，粒子数が偶数のとき1，奇数個のとき2をとる因子であり，nは単位体積当りの金

属微粒子の数である。このαを1？Yigner分布で平均を取ることを考える。今，スピン軌道相互作

灘が無視でき，外部磁場は無いとすると，分布は（う6を使わねばならない。（3．11），（4．7）より，

　　　　　徴か榊τ継諾，　　　　　（…）
ここで㌧

　　　a．，mzg：2g£yvaXz2n　（4．g）
であり，Nは微粒子内の伝導電子数である。一準位の励起のみが可能であるような低い周波数領

域を考えると（4．8）はさらに

　　　一鼎㎞（hcaB／2）・臆鍔㍗二1㌶欝　（4’10）

と近似できる。（4，8）式は，低周波側（hω《δ）でω3依存性を示し，高周波側（hω〉δ）ではωに

線型に依存する。この物理的な理曲は，平均準位問隔よりも平均的な励起エネルギーがずっと大

きいため，不連続準位の効果が消え，バルクの金属の吸収係数の周波数依存性（～ω）と同じになっ

たと考えられる。低周波側のω3依存領域は，本質的には，ランダムネスの効果から来るもので，

この領域での吸収係数のω3依存を検証すれば，微粒子のサイズ効果とランダムネスの実験的な

検真正になる。

　次に超音波の音速変化を求めてみよう。エネルギー・シフトを表わす一般化感受率の実数部分

Xノと音速。は，

　　　細丁旨藷携　　　　　　　　　　　　（4．11）

なる関係があり，αとん’はHilbert変換で結ばれているので（v、はT＝0での音速である），

　　　　　　　　　　！　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　－im．　To＞　（4・12）　　　dc（to，　T）ut　th．　T）

と定義して，

　　　蜘丁〉÷所α（ω論瑠窃）・σ　　　（4・13）

となる。ここでPは積分の主値を表わすものとする。（4．11）が成立する領域でかつ苑ωβ》1なら

ば，αは

　　　・塁一讐・・曲脂）　　　　　　（・．・4）

と書ける。（4．13）の積分を実行するには，ωノが2糧Tよりも大きい領域と小さい領域に分けて，

ガウス関数を低周波側で1と置けばよい。従って，この計算が正統化されるのは，6＞hω》んBT

の関係が成立する場合である。このとき音速の変化は，

　　　Ac（ca，　T），．，一；St；a｛，Ei），（ww－f！S（nteY］一llleB，T）2）inEr，（一f1S（一tlig；gl］oflrmkB，To）2）］　（4．is）

と計算される。瓦は積分指数関数である。積分指数関数に関する公式
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E，（x）＝c＋iog（一x）＋，21，1　th．Z！　（x〈e）

を使えば（Cはオイラーの定数である），

　　A・（・，T）謬，・［21・9（銑）、婁（ゑllた｛（2響㌧（2劉為｝〕

（4．16）

（4ユ7）

となる。（4，17）が成立する温度領域では第二項の和は無視できる。このとき音速変化は，温度に

対して対数依存性を示すことになる。

　（4．17）で表わされるような音速変化は，不連続準位を反映したものであり，この量から金属微

粒子のサイズ効果を検証することが可能であると考えられる。以上2つの物理量，超音波吸収係

数と音速変化の上記のような振舞いは，実際実験で調べられるであろうか。音速変化については，

温度に対して対数であるので，温度を変えることで，測定は可能である。吸収係数の方は，例え

ば銅の微粒子について，粒径100A，周波llk　10　MHz，温度1．5Kでの吸収係数は，α＝3．6（dB／

cm）となり充分検証可能であることが分る。

5．ま　と　め

　金属微粒子の熱的諸性質，および超音波吸収について理論的な立場から述べてきた。これまで

特にサイズ効果とランダムネスを反映した比熱，帯磁率の測定は非常に難しいものであった1）。本

報告で述べたように超音波吸収の周波数依存性と音速変化を調べることができれば，より直接的

な検証が可能である。結果をまとめると，平均準位間隔δより低い周波数領域ではω3，それより

高い領域では吸収係数はωに線型に依存する。また，音速の変化はδ》hω》k，　Tの条件を満た

している時，その準位離散性とランダムネスを反映した形であるIog（T／T。）の形の温度依存性を

示すことになる。

参考文献

1）例えば固体物理特集号，超微粒子，アグネ社，1984年

2）　H．　Frdhlich，　Physica　（Utrecht）　4，　4e6　（1937）．

3）　R．　Kubo，　」．　Phys．　Soc．　Jpn．　14，　975　（1962）．

4　）　L．　P．　Gor’kov　and　G．　M．　Eliashberg，　Sov．　Phys．　JETP　21，　940　〈1965）．

5）　R．　P．　Devaty　and　A．　」．　Sievers，　Phys．　Rev．　B22，　2123　（1980）．

6）　R．　Denton，　B．　MUhlschlegel　and　D．　」．　Scalapino，　Phys．　Rev．　B7，　3589　（1973）．

7）　A．　Kawabata　and　R．　Kubo，　J．　Phys．　Soc．　Jpn．　21，　1765　（1966）．

8　）　D．　M．　Wood　and　N．　W．　Ashcroft，　Phys．　Rev．　B25，　6255　（1982）．

9）　R．　Monreal，　P．　de　Andres　and　F．　Flores，　」．　Phys．　C18，　4951　〈1985）．

10）　R．　P．　Devaty　and　A．　J．　Sievers，　Phys．　Rev．　B32，　1951　（1985）．

11）　W．　J．　Kaiser，　E．　M．　Logothetis　and　L．　E．　Wenger，　J．　Phys．　C18，　L837　（1985）．

12）　B．　MUhlschlegel，　D．　」．　Scalapino　and　R．　Denton，　Phys．　Rev．　B6，　1767　（1972＞．

13）　B．　Mtihlschlegel　and　D．　L　Mills，　Phys．　Rev．　B29，　159　（1984）．

14）　M．　L．　Mehta，　Random　Matrices　and　Statistical　Theory　of　Energy　Levels　（Academic，　New　York，　1965）．

15）　C．　E．　Porter，　Statistical　Theories　of　Spectra：　Fluctuatiens　（Academic，　New　York，　1965）．

16）　E．　P．　Wigner，　ORNL　Repert　No．　ORNL－2309，　1957，　P．54．

17）　M．　Gaudin，　Nucl．　Phys．　25，　447　（1961）．

18）　P．　B．　Kahr，　Nucl．　Phys．　41，　159　（1963）．

19）　R．　Kubo，　J．　Phys．　Soc．　Jpn，　12，　570　（1957）．


