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Abstract

　　　Space　one　dimensiona｝　equation　of　longitudinal　vibration　of　a　circular　cylinder　under　a

thermal　field　is　obtained　from　the　fundamental　equatioRs　of　an　elastic　body．　Considering　that

the　radius　of　the　cylinder　is　small，　equations　iR　the　zero－th，　and　the　first　order　approximation

are　derived．　The　present　method　enables　us　to　calculate　approximate　equations　in　any　desired

accuracy．

　　　For　longitudinal　harmonic　waves　propagating　in　an　infinite　long　bar　under　a　thermal

field，　exact　and　approximate　frequency　equations　can　be　obtained　from　equations　derived　in

the　present　paper．　Especially，　the　approximate　frequency　equations　for　a　small　radius　are

solved　for　several　thermal　conditions　at　the　peripheral　surface　of　the　cylinder，　and　the　phase

velocity　and　the　damping　coefficient　are　calculated．

1．　IRtroductioR

　　　For　the　longitudinal　vibration　of　a　circular　cylinder　under　thermal　stress，　a　method　to

derive　approximate　equations　in　any　desired　accuracy　was　presented　by　Takizawa　and

Sugiyamai），　and　equations　for　the　zero－th，　the　first，　and　the　second　order　approximation　were

derived．　ln　their　theory，　however，　it　was　assumed　that　the　energy　equation　is　independent　of

equations　of　motion，　that　is，　the　so－called　thermoelastic　effect　is　not　taken　into　account

explicitly．

　　　In　practice，　the　variation　of　the　strain　in　an　elastic　body　is　attended　by　a　change　in

temperature　which，　in　turn，　affects　the　variation　of　the　strain．　Thus，　it　is　necessary　to　take

into　account　the　thermoelastic　effect　appropriately　in　developing　a　theory　to　derive　approxi－

mate　equations　for　longitudinal　vibration　of　a　bar　under　thermal　field．

　　　On　the　other　hand，　as　for　the　frequency　equation　taking　into　account　thermoelastic

effect，　Suhubi2）　derived　a　rather　complex　exact　equation　for　the　longitudinal　harmonic　waves

propagating　in　an　infinite　long　circular　cylinder．　The　exact　frequency　equation　is　a　transcen－

dental　one，　and　has　an　infiRite　number　of　solutions．　Recently，　Daimaruya3）　investigated

several　solutions　of　the　exact　frequency　equation　through　a　numerical　calculation　and

discussed　the　thermoelastic　effect　on　the　phase　velocity　and　energy　dissipation．　An　approxi－

mate　solution　for　a　cylinder　of　a　small　radius　was　obtained　by　Suhubi2）　and　Deresiewicz”）　and

lnstitute　of　Precision　Mechanics，　Faculty　of　Eng｛neering，正｛okkaido　University，　Sapporo，∫APAN．



6e Satoru　IGARAsl－II

the　influence　of　thermoelastic　effect　was　discussed．

　　　In　the　present　paper，　for　the　loRgitudinal　vibration　of　a　thick　circular　cylinder　under　a

thermal　field，　a　theory　to　derive　approximate　equations　in　any　desired　accuracy　is　presented

taking　into　account　the　thermoelastic　effect，　and　equations　for　the　zero－th，　and　the　first　order

approximation　are　derived．　For　longitudinal　harmonic　waves　propagating　in　an　infinite　long

cireular　cylinder，　the　exact　frequency　equation　is　obtained　and　approximate　frequency

equations　for　small　radius　are　a｝so　derived．　Especially，　the　zero－th　and　the　first　order

approximate　frequency　equations　for　small　radius　are　solved　under　several　thermal　boundary

conditions　at　the　peripheral　surface　and　phase　velocity　and　damping　coefficient　are　calcu－

lated．　The　results　obtained　in　the　present　paper　are　compared　with　those　hitherto　obtained．

2．　Notations　and　Fundamental　equations

Notation

　　　　　　　r，　0，　z　：　cylindrical　coordinate，

　　　　　ztr，　bl　e，　uz　：　components　of　displacement，

　　　　　　　　　　　p　：　density，

　　　　　　　　　　　t：　time，

　　　　　　　　　　　T　：　deviation　of　temperature，

　　　　　　　　　　T＊　：　reference　temperature，

　　　　　　　　　　　a　：　coefficient　of　linear　thermal　expansion，

　　　　　　　　　　　ic　：　coefficlent　of　thermal　conductivity，

　　　　　　　　　　　h　：　heat　transfer　coefficient，

　　　　　　　　　ft，　pt　：　Lame’s　constants，

　　　　　　　　　　　　　E．．W（3A＋“2S‘）　：young’s　modulus，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　A
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：　Poisson’s　ratio．　　　　　　　　　　　　　o＝
　　　　　　　　　　　　　　　　2（A＋！t）

F吻磁脱珈♂eqzaations

　　　We　shall　treat　here　the　longitudinal　vibration　of　a　circular　cylinder，　so　we　assume　that

ue＝：：0　and　a／ee＝e．　ln　this　case，　equations　of　motion　under　thermal　stress　and　energy

equation　are　expressed　as　：

　　　　　（∠・鵡・）耐1呈，。薯禦一2i（liS9’一＋，．a）・1鍔・，　　　　（2－1）

　　　　　（z・r・鴫・）・・＋、9，。馨2｛覧9）α一器一・，　　　　（2－2）

　　　　　（∠1，．G＋諭2）㍗γ温！乙・2θ一・，　　　　　　　　（2－3）

with

　　　　　θ一÷∂（’r　UrOr）＋砦，　　　　　　　　（2－4）
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月号d

tiro　：一

　　　　　　プ

器護・

get．（7”thEStJ．），　Ari　＝Aroun－1．）12un，

イ払2一聯謁・一

・・→・湯，

8髪・一去・∴

　　　　　　t，2＝x／（pcv），　7’＝cp／cv，

where　ev　stands　for　the　coefficlent　of　linear　thermal　expansion，　x　thermal　conductivity，　c，

specific　heat　at　constant　volume，　and　cp　specific　heat　under　constant　pressure．

　　　From　eqs．　（2－1）　一一　（2－3），　we　caR　see　that　the　components　of　displacemeRt　ztr，　uz，　and

temperature　T　satisfy　the　following　equations．

　　　　　（tin十S（3v2）（Ari十cX7i2）（A，・i十X22）zt　r＝e，　（2tu5）

　　　　　（tiro＋ci（7v2）（Aro＋Xt2）（dro＋cX322）Uz”O，　（2dn6）
　　　　　（∠。。＋EXZ　，2）（∠。。＋，xr22）T；0　　　　　　　　　　　　　　　（2－7）

where　，Xri　aRd　，）（72　are　the　operators　defined　by　the　relations　：

with

　　　　　臨・護・一論。）・・2，

and　thermoelastic　coupling　coefficient　：

　　　　　δ一双11等）（7－1）・　　　　　　　　　（2－9）

　　　From　eqs．　（2－5）一一（2－7），　we　obtain　ur，　u．　and　T，　which　are　finite　at　the　cen．tral　line　（r＝O）　：

　　　　　・・r’　＝cZ7t／1圃殴1鑛ノ1（・・s（7・）ん脇ワ1幡）羅3一，　　　（2－1・）

　　　　　・副・幡）鵠・ノ・（・rS（u7・）面一ノ・幡）A・，　　　　（2－1！）

　　　　　T「’面面｛12）ノ・（フ・ぬ）一義㍑22）ノ・（・翻ん｝，　　（2－12）

where　Ai．（irm一　1，　2，　3）　are　functions　of　t　and　2，　Jo（x）　and　fi（x）　represent　Bessel　functions　of

t｝〕eorder　zero　and　of　t：he　order　unity　respectively，　and　operators／o（γ必∂　and／1（7’・X7，i）are

defined　by　：

where　subscript　i　means　1，　2，　and　v．　By　means　of　eqs．　（2－10）一一（2－12）　and　（2一・4），　Ai　（irm－1，　2，　3）

can　be　expressed　as：
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　　　　　胴・÷・・）…（Xi2一，Z722）一1｛（・・・…　一…（e22）θ・一幅（£、一珈｝，

　　　　　卸＋・・）鷹22謁2）一1｛（X・・　一・Se，2）θ・一｝芒窪・（£一X，2）T・｝，（2－1・＞

　　　　　A・一一＋（・＋・・）…鵬翼。一一1正号・響｝，

where　Go，　eo　and　To　are　the　values　of　u．，　e　and　T　at　the　central　line　of　cylinder　（r　＝0）

respectively．

　　　　From　eqs．　（2－le）一（2－12）　and　（2－14），　we　understand　that　components　of　displacement　ur，

ztz　and　temperature　T　are　expressed　by　three　quantities　Ai　（iun一　1，　2，　3）　or　G．，　eo　and　T．　which

are　functions　of　t　and　2．

　　　　　　　　　　3．　Boundary　Conditions　at　the　Peripheral　Surface　aRd　Equatien

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　of　LoRgitudinal　VibratioR

　　　As　for　boundary　conditions　at　the　peripheral　surface　of　the　cylinder，　i．　e．　at　r＝＝a，　we

shall　take　the　view　that　no　surface　traction　exists，　and　that　heat　flow　obeys　Newton’　s　law　：

　　　　　　A・・一・・（∂z‘z　　　　　∂z‘プ∂17＋∂z…）一・，　　　　　　　（3－1）

　　　　　　Arr　＝A　（E）　一1一　2Li　rm｛IS／9L‘，”　一（3A　＋2！‘）　ev　T：0，　（3rm2）

and

　　　　　一鍋聖丁一・，　　　　　　　　　（，．3）

where　h　is　heat　transfer　coefficient．　Substituting　（2－10）　一一　（2－12）　into　（3－1）　一一　（3－3），　we　obtain　the

governing　equations　of　longitudinal　vibration　of　a　circular　cylinder　under　a　thermal　field．

　　　　　　・嵐ゐゐ（aX1，）暢L（£v・・87、）c・8iワ1（・翻・一・，　　（3－4）

　　　　　　急｛（X…87、）ノ・（酬一2整ノ繍｝A・，・一

　　　　　　　　　　　　　　　　　一・｛ノ・（aS（7v）一驚’ノ磁）｝鷺3一・，　　　（3－5）

　　　　　　自（Xu・一XJi・頼1（礁）一クノ・（副胴．　　　　（、．6）

　　　Eq．　（3－3），　i．　e．　eq．　（3－6），　contains　the　following　two　thermal　conditions　as　special　cases．

　a）　Peripheral　surface　of　the　cylinder　is　impervious　to　heat，　that　is：

　　　　　　鯵・・（・樋）　　　　　　　　（3一・）
Eq．　（3－7）　can　be　obtained，　if　we　put　h＝0　into　eq．　（3－3）．　Putting　h＝　0　into　eq．　（3－6），　we　get：

　　　　　　k（諺召2一ゐ2）副1（。ぬ）A、＝＝O．　　　　　　　　　（3－8）
　　　　　々漏1
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　　b）Periphera1　surface　is　kept　at　the　ambient　temperature．王薮this　case　the　thermal　boundary

condition　is：

　　　　　T＝0．　　　をz～fγ＝＝oレ｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－9）

We　can　obtain　eq．（3－9），　if　we　putぬ→○O　into　eq．（3－3）．　Putting　h一〉○O　into　eq．（3－6），　we　have　l

　　　　　　　

　　　　　Σ（£．2　一Xk2）ノ・（a・乙）・（t　，，　＝O．　　　　　　　　　　　　　　（3級0）
　　　　　lt　＝1

We　shall　refer　to　conditions　a），　b），　simply　as　a）adiabatic　case，　b）isothermal　case　hereafter．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4．ApProximate　Eq“at霊ons

　　　When　the　radius　of　cylinderαis　small　compared　with　the　characteristic　length（wave

length　or　length　of　cylinder），　we　can　expand　the　Ieft－hand　sides　of　eqs．（3－4）～（3－6）into　power

series　of　radiusαby　using（243）。　H　we　truncate　the　series　at　terms　ofα2n，　we　can　obtain　the

equation　of　the　longitudinal　vibration　in　the　n－th　order　approximation　in　our　theory．　Now，　we

shall　show　equations　in　the　zero－th，　and　the　first　order　approximation．

A）Z伽一th　Order助似）ximαtion

　　　If　we　retain　terms　of　the　order　ao　i．n（3－4）～（3－6），　and　use（2－14＞，　we　obtain：

　　　　　（砲・審二2一）G・一・讐一＋（・・…）・誓一・，　　　（4－！）

　　　　　θ・＋・・）讐一・（／＋・）・・b，　　　　　　　（4一・2）

and

　　　　　（昆8二、＋難）脳拷葺ひ2θ・一・・　　　　（・一3）

Eliminating⑧。　from（4－1）～（4－3），　we　have：

　　　　　（・紐誘τ）G融一調一一　　　　　　　（4－4）

and

　　　　　｛…一81，＋諮＋・（レ・）・L・’・！　To・一（／r誉警L会・磐一一・・　（4－5）

Eq．（4－4）coincides　with　the　result　obtained　by　Takizawa　and　Sugiyamal），　and　is　nothing　but

the　usual　equation　of　the　longitudinal　vibration　for　a　thin　bar　under　thermal　stress．　Elimina－

ting　Tc，　from　eqs．（4－4）and（4－5），　we　get　l

　　　　　（…「錐蕩）（・～一醗ゼ）G・＋・（／一・留（飴・・著嚢・一）G・一・・（・一6）

Eq．（4－6）is　the　equation　for　longitudinal　vibration　of　a　cylinder　in　the　zero－th　order

apProximation　in　our　theory．

　　　　王fwe　put　lz＝Ointo　the　equations　obtained　above，　we　can　readily　get　the　zero－th　order

aPP「oximate　equations　for　an　adiabatic　case．

　　　　In　an　isothermal　case，　puttingぬ→oO　illto　the　equations　obtained　above，　we　have：
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T，　＝e，

　　　　　　　　　　OGe
eo　＝　（1－20）
　　　　　　　　　　Oz　’

（4－7）

（4－8）

and

　　　　　（Lt2－E－2il？k，　）Go　＝o．　（4－g）

Eq．　（4－9）　is　nothing　but　the　usual　equation　of　longitudinal　vibration　of　a　thin　bar　without

thermal　stress．　This　result　shows　that　iR　an　isothermal　case　there　is　no　thermal　effect　in　the

zero－th　order　approximation．

B）　First　Order　APProximation

　　　wren　we　retain　terms　of　order　a2　and　neglect　terms　of　O（a‘）　in　（3－4）一一（3－6），　and　then

use　eq．　（2－14）　and　equations　of　the　zero－th　order　approximatioR　in　terms　of　order　a2，　we　obtain

the　following　equations．

　　　　　8・＋・・）％／・＋・（1÷・）・T・＋午2〔2σ（ト響一2σ2）零罫。一

　　　　　　　　一2（1＋o）ev｛一A3iiOL，2＋20（1－20f）一zilrl＞一，＋一llEt－g92．0“．／T，］，　（4－lo）

　　　　　レーE81，）G・÷E・讐一K・E〔・・券〇＋

　　　　　　　　＋f（一」ft／2－2（1＋202）k2，＋一il141T／一｛IS／一〇］＝＝o，　（4－11）

and

　　　　　｛…一87，＋撫・（1一・）・〃・｝T・・（1一需2σ）書…IS9・・一

　　　　　　　一52〔・・（・＋・・）（…一81・）器＋・（1一・）・…｛縞＋（1＋・・）’1・｝＋

　　　　　　　＋一StiL　｛L．2一（1－6．一4．2）一ISI77，　＋2（1一．）6L，・2－i一一3ilZ－／T，　＝：：o，　（4－12）

where　K　：a／V－2－is　the　radius　of　gyration　of　the　cross－section　of　the　cylinder　around　its

central　line．　Eq．　（4－11）　is　slightly　different　from　Takizawa　and　Sugiyama’　s　resulti）　in　terms

of　order　a2．　When　no　thermal　stress　is　present　i．　e．　ev＝：0，　eq．　（4－！1）　coincides　with　the

equation　taking　into　account　the　lateral　deformation　in　the　cross－sectional　plane　of　the

cylinder5）．

　　　ElimiRating　T，　from　（4－11）　and　（一4－12），　we　obtain　：

　　　　　（・・・一、鶉）（ム2－E庭，）G・＋・（1一・）・…（ム2一・・謝G・一

　　　　　一κ・〔E・・（L’r2一一E9？＞2）£、＋1iσδ・べ結一・（1一・旧・）ム28二・＋…81・｝＋

　　　　　＋rmlii／Z－rza　（Eo2mzilflz－4　＋一2i．ll’zi一．　（Lt2－Ek32　）／］Go＝O，　（4｛3）
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which　is　the　equation　of　longitudinal　vibration　u難der　a　thermal　field　in　the　first　order

approximation　in　our　theory．

　　　If　we　put　h＝・O　into　eqs．（4－10）～（4－13），　we　promptly　get　equations　in　the　first　order

approxi．mation　for　an　ad呈abatic　case．

　　　if　we　use　eq。（3－10）instead　of（3－6），　and　apply　the　same　procedure　as　we　used　in　deriving

（4－10）～（4－13），we　have：

　　　　π誇2（ト需2σ）書…讐。，　　　　　（4－14）

　　　　θ・1（・一・・）？／o＋1デσκ・（2’（1三1σ2）詮（・一・・）…盤，（4一・5）

aRd

　　　　　←～嘱、一）G・イ・E｛・・81、・（1－o）（1－2d　　4（！＋o））・五・・｝921S・．go一・・　（4一・6）

Eq．（4－16）is　the　equation　of　Iongitudinal　vibration　for　an　isothermal　case　in　the　first　order

approxlmatlon．

　　　In　a　silnilar　manner，　we　are　able　to　continue　the　process　of　apProximation　and　can　obtain

the　approximate　equations　for　longitudinal　vibratlon　of　a　cylinder　under　thermal　fleld　with

any　deSired　aCCUraCy．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5．Frequency　Equatio薮s

　　　Let　us　consider　harmonic　waves　propagating　in　the　2　direction．　In　this　case　A々（k・・1，2，

3）are　represented　by：

　　　　　Aie（z，　t）瓜α々exp｛i（qg十ωの｝，（々＝1，2，3）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5－1）

where　ak罐薫1，2，3）are　costants，　q　is　wave　number，　andωis　frequency。　Since　operators∂／

∂tand∂／∂2　can　be　replaced　by　Jωand　iq　respective｝y，　we　put：

　　　　　ゐ・2一苧謁2一イ乃，ム2一ψω2謁一・1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　ひλ，謁・＝＝・A、・皿ω、一q・，Xu・＝ω一q2，　　　　　　　　（5－2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　02　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　01

with　c12＝（A十2μ）／ρ，　c22＝μ／ρ．

From　eqs．（2－8）and（5－2），　Aiand　A2　satisfy　the　relations：

　　　　・・2＋・22謀一…一i（1＋・）y・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5－3）

　　　　・12A22－q2（　　22　（Z）q”　rm　’＝T，　　Cl）＋引（1＋・）q・惑｝・

　　　Substituting（5－！）｛nto（3－4）～（3－6），　and　using（5－2）and（5－3），　we　obtain　the　following

equatlons．
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　　　　　　2・銀燭（aA・）…＋i（A32－q2）ノ1（aA・）篶・・

　　　　　漁｛（232一　q2）ノ・（…）一・t’ノ1（…）｝a・一・iq｛ノ・（…）一

　　　　　　　　　　　一。改、ノ1圃・・一・，

　　　　　壽1（些一、・一λCl）｛・　・　」i（・ん）一秦燃）｝…・．

From　eq．（5－4），　we　have　the　frequency　equation　as　follows．

　　　　　〔…｛A・驚　　 殴1先η2艦1；

　　　　　　　　　　llノ、（Al）　　　　　ノ。（ノ1、）　　　　　　　・｛

　　　　　　　　　　A，ノ1（ノ1，）　　　　　ノ1（A，）

　　　　　　　　　且32一η2ノ。（A，）　　　　　　Hノ。（ん）　　　　　　　・｛

　　　　　　　　　　　2／II　　　　ノ「1（ノ1王）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ12　ノユ（ノ12）

一1i＋（A，2一　rp2）｛一：ffls’1；uni一，rpZ　一rfl？／一：一ll：；El一：illg　一1i］（／1，2＋　rp2－g，2）×

一1｝一〔・小・　一1｝細32一・・）・

　　　　　　一i｝］（A，2＋rp2－g22）｛｛il　ue1：lgi　一i｝　＝e，

（5－4）

’（5－5）

where　we　introduced　dimensionless　quantities　：

　　　　　　i」＝qa，　H＝4a一，　9i一一一fiYg’L，　Ak：：＝Aka．（i一一1，2；k＝　！，2，3）　（5－6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　Z　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ci

From　eqs．　（5－3）　and　（5－6），　Ai　and　A2　satisfy　the　reiations　：

AX＋，，ei；il（iL2．rp1，11（iX2iil／，9；b），，一．，，｝，　i　（s－7）

with　N　：aci／y2．

Eq．　（5－5）　coincides　with　the　equation　derived　by　Daimaruya3）．

　　　If　we　put　l／＝0，　or　H　一＞oo　into　eq．　（5－5），　we　can　get　at　once　the　frequency　equation　for

an　adiabatic　case，　or　for　an　isothermal　case，　respectively．　The　results　coincide　with　the

frequency　equations　presented　by　Suhubi2）．

　　　If　we　neglect　the　thermoelastic　effect，　i．　e．　when　6　＝＝　O，　we　have　A　i　and　A2　from　eq．　（5－7）

as　follows：

　　　　　A，2＝9，2一　rp　2，　A，2＝一rp　2－iN9，．　（5－8）

In　this　case，　frequency　equations　（5－5）　is　reduced　to　：

　　　　　　2η・｛A・艦8－1｝細・・）臨η2艦’1－1｝一・，　　（5－9）

which　is　the　frequency　equation　obtained　by　Pochhammer　and　Chree6｝．

んFreqzaency　6σ照’加s妙alarge　radius

　　　When　the　radius　of　cylinder　a　is　sufficiently　large　compared　with　wave　length，　we　can

take　iη1，lgll，1／1々j，H→○○，　and　1，）（ノ1々）／ノrl（／1々）ty±i（ん＝1，2，3）in（5－5）and（5－9），　and　can

obtain　the　frequency　equations　of　thermoelastic　Rayleigh　waves．7）・8｝
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B）　APProximation　for　a　small　radiass　or　a　long　wave　length

　　　When　the　radius　of　cylinder　a　is　sufficieRtly　small　compared　with　the　wave　length，　we

can　obtaiR　the　approximate　frequency　equations　for　loRgitudinal　waves　from　eqs．　（4－6）　and

（4－13）．　We　treat　predominantly　elastic　space　harmonic　waves　travelling　in　the　negative　z

direction，　and　put　：

　　　　　G．　＝＝　g．　exp｛　i（q2＋ca　t）｝，　（5－le）

where　g．　is　constant．　We　presume　that　q　is　a　real　posit’ive　quantity　and　that　w　is　expressed

as　：

　　　　　ω二ωκ十ゴωノ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5畦1）

with　real　positive　quantities　60R　and　a）J．

B－1）　Zero－th　order　approximation

　　　Introducing　（5－！0）　into　（4－6），　and　using　（5－6），　we　have　the　frequency　equatioR　in　£he　zero　一

th　order　approximation．

　　　　｛・・一（ll）29，・｝（・・冊iN9，）・・鴇Nglδ｛…一（ll）2叶・・（5一・2）

with　co2　＝　E／p．

　　　If　the　coupling　coefficient　6　is　small，　we　can　obtain　an　approximate　solution　of　eq．　（5－12）

as　follows．　When　8　＝0，　the　solution　of　eq．　（5－12）　is：

　　　　　co　：（vi｛　＝：　（ic）o＝ceq，　（5－13）
and　phase　velocity　is　：

　　　　　。二k’　…。．　　　　　　　　　　　　　　　（5－14）
　　　　　　　　　q

For　small　8，　we　put：

　　　　　　cvRth　cvo（IH－xi5），　（oi　th？cooyi　6．　（5－15）

Introducing　（5－15）　iRto　（5－12），　we　get　a　phase　velocity　c　and　a　damping　ceefficient　toJ　as

follows．

　　　　　　c：co（i＋S　zlu7，ii－ffif2＋y4｛；‘2q＋22h／（xa）｝2　一E〈’iilM，TO｝，　（s－i6）

　　　　　　・・一音…q・。。、詳等許1纏。）｝・α1㍗審，　　　（5－17）

where　we　used　the　thermodynamical　relation　：

　　　　　pCv　（7　ww　1）＝：3　（3A　÷2pt）　ev　2　To＊，　（5－！8）

w・ith　the　reference　temperature　To＊，　aRd　eq．　（2－9）　was　used．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Co2q2一トーt／4｛（72十2h／（κa）｝2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5－22）

　　　If　we　put　h＝＝　O　into　eqs．　（5－21）　and　（5－22），　we　can　obtain　at　once　the　phase　velocity　and

the　dampiRg　coefficient　for　an　adiabatic　case．

　　　In　an　isothermal　case，　introducing　（5－10）　into　（4－16），　and　using　（5－6），　we　get　：

　　　　　　（rp2nd（”ft，一）2　g，2／rm“｝op2｛d2q2－i一（i－4（6i）1i8）20）Ng，6｝：＝o．　（s－23）

If　we　put　6＝　0　into　eq．　（5－23），　we　have：

　　　　　　　　　　　　　　　　　02

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K2　q　2），　toi：＝O．　（5－24）　　　　　　to　i“　＝＝　co　q（1－

　　　　　　　　　　　　　　　　　2

Substituting　（5－！5）　into　（5－23），　we　obtain　the　following　results　for　small　6．

　　　　　　　　　　　　　　a2

　　　　　　　　　　　　　　　　K2　q2），　（5－25）　　　　　c＝　co　（1－
　　　　　　　　　　　　　　2

and

　　　　　ω・一餐2c誓α1鮮．　　　　　　　（5－26）

　　　In　an　adiabatic　case（h＝の，　eqs。（5－16）and（5－17）coincide　with　the　results　derived　by

Suhubi2’　if　we　put　1／2　（1－2a）　instead　of　1／2　in　both　equations，　（5－16）　and　（5－17）．

　　　In　an　isothermal　case，　there　is　no　thermal　effect　in　the　zero－th　order　approximation．．

Thus　we　shall　examine　the　first　order　approximatioR．

B－2）　First　order　approximation

　　　IntroduciRg　（5－le）　into　（4－13），　and　using　（5－6），　we　get　the　frequency　equation　in　the　first

order　approximation．

｛rp2一（ClCe）2gi2／（v2－t－2H＋　iNgi）一g2　［（rp2＋2H＋　iNgi）02　rp2＋｛rp2一（2　）2g，2／‘li（，i」2］＋

＋i　一li　od　Ng，　6（3rp2　一（＆’　）2g，2　一－’glk20　（一iZ？fl；uO220　rp4＋2（1一　d）　（一ft／　）2　g，2　rp2一（mg；，u）‘　g，4）］　，．　o．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5－19）

When　we　put　6＝0　and　use　the　zero－th　order　approximation　in　terms　of　a2，　we　have：

　　　　　　　　　　　　　　　　02

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K2　q　2），　cai　＝O．　（5－20）　　　　　ω。＝c。q（レ
　　　　　　　　　　　　　　　　2

For　small　a，　we　introduce　（5－15）　into　（5－19）　and　obtain：

　　　　　　・・〔！－li2LK…＋÷。。2〆＋。・纏、“（。a）｝・撃｛・＋・・（！＋・・）κ2　・2　一

　　　　　　　　　　　　　　　　　一K・σ2c・2q4一詳審2辛多1弊1碁縞鉾2／（κa）2〕｝〕，（5－21）

and

　　　　　ω1一÷。、、、・＋。鵜酬。。）｝・α1響〔｛q2十2h／（xa）｝｛1十40（！十2d）醐一

　　　　　　　　　　　　一・K・σ2・・2q4｛q2÷2酬・・）｝＋　h2／（・・）2｛c・2・2　ン2〔q2＋2h／（za）〕2｝〕・
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6．　DiscussioR

　　　In　the　previous　section，　we　treated　space　harmonic　waves　and　obtained　an　approximate

solution　of　frequency　equatioR　for　small　radius　assuming　that　thermoelastic　coupling　coeffi－

cient　（6）　is　small．　ln　a　similar　manner，　we　can　treat　time　harmonic　waves．　However，　we　treat

the　time　harmonic　waves　in　a　somewhat　different　rnaRner　iR　this　section．　We　assurne　in　eq．

（5－10），　that　to　is　a　real　positive　quantity　and　that　q　is　complex　quantity　：

q　＝　qR　一　zqi，
（6－1）

with　real　positive　quantities　qR　and　qi．　lf　we　introduce　the　quantity　9：＝：　y2　to／ci2，　the　frequency

equation　in　the　zero－th　order　approximation，　（5－12）　can　be　written　as　：

　　　　　（rp2一（一f；’一）2g，2／（rp2＋21／＋i－ill’ll－2　）＋i－lig　一i｝’i－2　a（3rp2一（一S；’一）2g，2）＝＝o．　（6－2）

　　　The　quantity　9　is　sufficiently　small　in　most　engiReering　materials　even　for　extremely

high　frequency‘）．　So，　we　expand　qR　and　qi　as　：

li：］：1，12：1，i2，2：［III　／　（6－3）

Introducing　（6－3）　into　（6－2），　we　obtain　the　phase　velecity　c　：cv／qR　and　the　space　dampiRg

coefficient　qi　for　small　9　as　follows．

　　　　・一》署・・卜，も・（1一£）（！＋・錨）｛・｛一・＋罫暢）回，　（6一・）

　　　　殉熟1。（1一！　　a）（1＋・器）9，　　　　（6－5）

with

　　　　　a＝（f’　）2（！＋3－i－ltil－i｝一g　s），　B＝（一［ll？’一）2（1＋2（1－o）6｝．　（6－6）

　　　If　we　assume　that　6　is　small　and　neglect　O（62）in　the　bracket　of　eq．　（6－4），　we　obtain：

　　　　　・一〉努・・卜、（1編1も，。）（，＋Z4）・9・｝．　　　（6－7）

This　result　is　different　from　the　phase　velocity　derived　by　Deresiewicz4）　for　an　adiabatic　case

（H＝0）：

　　　　　C＝gB　Co（！－tht＋tF，（Ol）g　2．，92／．　（6－s）

From　eq．（6－8），　the　phase　velocity　does　not　contain　the　thermoelastic　effect　in　terms　of　order

92　but　our　present　result，　eq．　（6－7）　shows　the　thermoelastic　effect　in　terms　of　order　92．
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