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北海道大学工学部研究報皆

第133号　 （昭和6！年）

Bulletin　of　the　Facu｝ty　of　Engineering．

　Hokkaido　Univer＄ity，　No，　133　（1986）

一般化されたシャノンの標本化定理

一標本点を不等間隔にした補聞公式一

八重樫　光俊＊　長島　知正＊＊　五十嵐　悟＊

　　　　　　　　（日読考…羅61年6月30日受理）

A　Ge“eraeization　of　SkaRneR’s　Samp｝ing　Theorem

Mitsutoshi　YAEGASHI，　’］］omomasa　NAGASHIMA　and　Satoru　IGARASgl

　　　　　　　　　　　　〈Received　June　30．　1986）

Abstract

　　Shannon’s　samp｝ing　theorem　is　a　well　known　fundamental　theorem　in　relation　to

discretizing　continuous　quantities　in　signal　processings．　However，　the　condition　to　be

satisfied　by　the　theorem　is　much　too　strong　for　practical　purposes，　e．g．　sampling

intervals　must　be　constant．

　　In　this　paper，　we　propose　a　new　samp｝ing　formula　which　has　a　condition　of　not

necessarily　constant　sampling　intervals　by　employing　an　infinite　produc£　as　a　sampling

function．　Several　examples　of　RurRerical　caiculation　are　preseRted．

1．序 論

　一般にシステムの動特性は連続時…問の場合には微分方程式で，また離散時間の場合には差分

方程式で記述される。従来，これら二つの型の力学系の性質は夫々が独立に調べられていること

が多く，デジタル計算機を内部に組み込んだシステムを取り扱うことが必須とされる今臼にお

いても，それらの対応関係に関しては明確にいえることが乏しい現状にある。

　ところで，連続時間の力学系の解と離散時間の力学系の解との原理的な対応欄係を議論する

ために，標本化定理は重要な手掛りを与えてくれるものと考えられる。連続関数の標本化に関し

ては，一つの基本的な主張がシャノン標本化定理として，古くから情報理論や信号処理論で知ら

れている。しかし同時にシャノンの定理は標本点が等間隔であることや対象が狭い意味での周

期関数でなければならないという制約があることも周知のことである。ここでは整関数に対す

る各種の補間公式を統一的に導くための一つの基本定理を与え，それに基づいて，実周的な補悶

式（内挿公式）を構成するという立場からシャノンの標本化定理を拡張することを考える。すな

わち，サンプリング間隔一定という制約を緩めると共に，対象となる関数のクラスを拡げること

を考える。そのために，本論文では標本化関数に無限乗積を選び，標本化展開の成り立つ十分条

件を導出した。
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2，標本化定理の拡張について

21　整関数に対する標本化定理の一一般論

調関数に対して可能な標本化定理の一般論として次の定理が成り立つ。

［定理1］

　　　f（z），g（2）は整関数（z∈C）とする。　g（z）はZnに（Mn＋1）位の零点を持ち，　12。1

　　　→QO（n→∞）とする。（n，　Mn∈NU｛0｝）

　　　　このとき，｛Zt｝筋のみを内部に含むジョルダン閉曲線Cnの列｛C。糊。oが，次の条件

　　　　i）～iv）を満たすように取れるとする。（々n∈NU｛o｝）

　i）　CnはCn＋iの内部に含まれる。
　ii）　　∫～n　≡　minlzl（2　∈　Cn），Rn→◎◎（n→o◎）．

iii）　Cnの長さをLnとし，　Ln　f　O（Rn）．

iv）　ある定数κ＞0とε＞0に対し，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　［〆（9）；≦K（1＋【zlε）一1・lg（2）［on　z∈UC。．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nrO
このとき，

f（・）一業勲誤載1！（・一・n）s－m・一1・　9，（・）

が成り立つ。ただし

（C－1）

（F－1）

　　　　　〃・藁51、f（・）L飾，群・≡諾「（驚）　1L銑

　　　である。

　証明は紙面の都合で省略するが，以下の方法で行える。すなわち，複素関数論におけるze

Cでの有理型関数の部分分数展開を考える。その際，具体的に展開を構成するためのコーシーの

方法に準じた方法で級数の収束を証明できる。

　定理1はg（z）を適当に選べば，既知の補間式のほとんど全てを含み，標本化定理が成り立つ

ための一般的な十分条件を示していると考えられる。

　また，この定理は中数計算を行えばg（2）に応じて色々な補間式が得られることを示してい

る。しかし，展開が成り立つノ（2）のクラスは閉曲線C。上における標本化関数g（z）の大きさに

依存するために，展開式として使えるかどうかをチェックすることが難しく，実用的ではない。

　実用的な条件に近づける一つの方法として，標本化関数g（2）の大きさを全複素平面上で零点

を持たないような関数に置き換えることが考えられる。

2．2　標本化関数として無限乗積を用いた場合の展開式

　定理1はシャノンの標本化定理が特殊な標本化定理の一つにすぎないものであることを示唆

するが，ここでは，シャノンの標本化定理を拡張するためにg（2）に無限乗積を採った標本化展

開を考える。無限乗積に関するワイエルストラスの定理によれば，勝手な零点の列（発散列）を

与えてもそれに対応する整関数を構成できるので，定理1より，その整関数を標本化関数とする

展開が考えられる。標本化関数として無限乗積を用いた場合，零点の分布と乗積の大きさは結び

付いているため，標本化展開の成り立つ関数の条件が標本点の数列の性質によって表せる可能

性があるが，本論文では先ずその一段階として乗積の大きさを評価して，展開の条件を求めるこ

とにする。ここでは，無限乗積の一例として次の形のものを選ぶ。
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di　（x）　：z　，iiil，　（i　m　一Si21－2　）　；　at　：1　＋　一ll一　（一i　〈　a＄2　；　1＝　i，　2，　一・）．

この乗積の形はsin　zを含むが，一般には狭い意味での周期関数ではない。

この関数を標本化関数とした場合，次の定理が成り立つ。

心理2］

　　　整関数φ（z）を次のように定義する。

　　　φ（・）一遺（1一差）

　　　ただし，一1〈a≦2として，
　　　a・一・｛1十　a／1　（1　＝±1，　t2，　・一〇　（1　：O　）．）

　　　このとき，正定数瓦，K，εと定数β（＜1）がとれて，
　　　Ipt（bt）　1　k　Ke　（bt＝＝　（at十at＋i）／2　l　l＝＝　O，　1，　…　）

　　　が成り立ち，かつ，整関tw　f（2）が，

　　　1〆（z）！≦鼠1＋1πず）e・（1一・）1・劇

　　　を満たすならば，

　　　〆（・）一募憾。参！課）塁宏

49

（C－2－1）

（C－2－2）

（F－2）

証明

　Cnを，各界が実軸または虚軸に直交し半径bnの円に外接する正方形の周とする。2は（翫内部

の点とする。（必要な記号等を國1に示した。ここで，ζ　＝x＋iy＝re　ieとする。）

v

c臼

cA

Xz

cg

an a や1

X

bn

c信

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　る　　　　　　　　　　　　　　図1　積分ua　Cn（ただしC。、　・U　CA）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ零1

　　　　　・n（・）一dV．i　fCn（af－191）9、，）（ζ）dζ　　　　　（1）

を考える。コーシーの積分定理より，上式はCn内の留数として表され，

　　　　　」n（・矯内咽Res（≠％ζ）　　　　（、）

となる。ここでCn内にはζ＝2とζ＝α‘（1＝0，±1，±2，…，±n）にそれぞれ1位の極があ

ることに注意して，それらの回数を求めると次のようになる。

　　　　　Res　f（ζ）　4（・）　　　　　　　　　（3）
　　　　　ζ・・X　　（ζ一z）¢（ζ）　　　　　　　　　　　　　　　ψ（9）
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　　　　　胸（ζ瑠（ζ）一φ・（乱）吾讐（1一・，±1，±2・…，±・）・（4）

従って，

　　　　　・n（・）一驚農1＋勘（i、）袈．　　　　（・）

よって，Iln（z）ト0（n→QQ）ならば（F－2）が得られる。以下，　I　ln（z）【を評価する。

　　　　　vn（z）E：“．　lf，．’（一］一：一｛1；B（一li－s－z（B（）dgl

　　　　　　　　≦2蓋瓢，1（s＝一｛1；｝1，＄（ζ）睡1　　　（・）

（6＞を0＜iargζ1〈πで成り立つ次の式（証明は2．3参照）

　　　　！聖ln撃（ζ）L・1…い（ζ）一且（1一£：）（・一1ζしθ一・・gζ）（・）

　を用いて変形する。（7＞より，

　　　　，llgi．l　ww’lq（｛il）1－i．　（，）

これは，

　　　　・ξ〉…a・1・1＞∂1⇒lnl幕1ζ）L　1＜・

ということであるから，

　　　　　1　er（ζ）｝＞eπ（1一ε）レl　qyl＞Ci）．

　　　　　　　　　ハ従って，1　lm　91＞C，の領域では，

　　　　曙ζ≒H羨8ζ（ζ≒）i

　　　　　　　　　　　　≦1κ（1＋’βEζ1β）eπ（1’e）1’1 1

（9）

　　　　　　　　　　　　一　。・⑯・・　ζ（ζ一。）1

　　　　　　　　　　　　一κ1濃1・一・1・1．　　　　（1⑪）

Eはε一肩＞0ととることができるので，

　　　　　ε1；；ε一9＞0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11）

とおいて，

　　　　1謡ζ≒1≦僕等llド・1r・1・1．　　　　（12）

　　　　　ム（12）は，bμ＞C，を満たす最小の，0または正の整数をμとするとVn≧μに対して9＝±bn＋か
　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

（0≦1　yl≦C、）の部分を除いたCn上で成り立つ。ζ＝±bn÷iy（0≦Iyl≦C，）の場合には次のよう

な評価を行なう。ψ（ζ）の定義式から，

　　　　　lT（x＋iy）1≧1姻κ）1（x，ッ∈R）　　　　　　　　　　　　（13）

であることは容易に計算できるので，
　　　　　iζρ7・　（＝±＝　bn十2三y）　｝　≧　1ζ匹鍵●　（±～＞n）　1　＝　｝　璽ワ○（bn）　t．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

（14），1±bn十dyl≧ibnl，および（C－2－1）から，

　　　　　ゆ（±bn　4一　iy）｝≧1φ（bn）1≧Ko．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）
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従って，

　　　　曙ζ≒1ζ一±b。＋、，　sκ｛1＋πllBl！ζ［llil：llEEt：sylglB｝f（i　e）lyi　tht一。1．

　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

lyl≦Ciより，　e”（1　ε）賊ま上限が存在し，これをGとすると，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　パ　　　　i謡ζ≒【ζ一心b。、＋、ly≦KC’｛結πβ【ζ1β｝【ζ圭i．　⑯

このようにして，ζ＝±b。＋iN（0≦iyl≦G）の場合の評価式を得ることができた。

　ここでノ努（2）を次のように定義する。

　　　　ノが（・）編κ【鴇il【・一・瑚14ζ1瞬・・n・＝＝…，・＋1，一・）（17）

　　　　　ノが（・）一五，P（ζ）ld・；1　　（m・　1，3・卿，・＋・，…）・　㈱

ただし，P（ζ）は次式で定義する。

　　　　　　　　　　　バ

ノだ（2）→0（n→OQ）（付録参照〉が成り立つので，

　　　　1ム（・）｛≦2奏濤躍（・）　（n≧μ）

　　　　　　　　　→0　（n→◎o）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㈲

がいえる。従って（F－2）が成り立つ。

2．3　複棄平薗上での無限乗穰の評価

　この節では（7）を証明する。証明には次の基本乗積の漸近評価に関する定理を用いる。

　［定理］

　　　　F（・）一遺（1＋、（£））e－z一；λ（・）一　n11・1（n）（1≦・≦2）・　（2⑪）

　　　　　ただし，♂（η）は次式を満たすものとする。

　　　　即吟1墾）・．　　　　　　　（21）
　　　　　このとき，り（t）をλ（n）の逆関数とすればγ→○○で次の評価式を得る。

　　　　1・F（・）一一菰、簸鵠＋｛C・＋λと）｝・一9　・n｛・＋川＋1・λ（・）

　　　　　　　　　＋c÷・（÷）（・一・・）．　　　　　　（22）

　　　　　ただしiarg　21≦π一η（η＞0）。また，　C，　Gは次式で定義される。

　　　　C一寸｛∬1・λω4・一かλ（々）畦1・λ（n）｝　　（・・）

　　　　α勲｛∫窯「禽λ（！k）｝．　　　　　（24）
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　この定理はイブグラフォフがスチルチェス積分を使って証明したものである。証明は参考文

献1）に載っているが，この証明を追うと導かれた漸近式に間違いがあり，ここにあげた定理は

それを訂正したものである。この定理を使って以下で（7）を証明する。

［命劉

　　　　　」！｛1｝　up’lq（Z）1　＝　rrl　sin　ol　（o〈lsl〈rr；　r　＝lzl，e　：arg　g）　（2s）

　証明：

　　　q（z）はその零点atが．Σ農、（1／at）；十〇◎，．Σ艮1（1／ai2）＜十◎○なので，

　　　　　lf（g）＝　tl（．iiig，（i－ill一）ezfat’　t／（．IL，　（i＋iil一）e－g’at　（26）

という二つの基本乗積の積に分解される。atは上の定理の十分条件を満たすので，この基本乗

積に定理を応用して＠（z）1の漸近評価を求める。α・＝・0の場合はv（t）　・tとなり容易に計算で

きるので以下ではα≠0の場合を計算する。伽の積分項を，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（31－1，　31－2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　121潅臥1）を求めればよい。これらの積分は有理関数の

積分であり，積分が解析的に求まるかどうかは高次の多項式が因数分解できるかどうかにかか

っている。本論文では数式処理言語REDUCE3．2を使って計算した。以下で結果をまとめる。

各積分は2＝x＋かとすると，

　　kl　b－co　＝：Ai　＋　”，wwZ　Y，　［一　ln　A（1）一F　一1｝一　ln　｛（x＋A（1））2＋　y2｝一xAi］．　（32－O

ただし，

　　　　fii＝　Eill｛g一　tan－i　一11L（　WitNl｝”｝．　（32－2）

ムィ癖壽鵡｝＋（x－zツ）f．bft，12i．‘．a）亭プ｝一…＋（・一i・）…一（・3＞

　　　　」一ぬ二l！維）　　　　　　　　　　　（・・）

とおく。　t＝n十a／nの逆関数は，

　　　　vi（t）　：（t＋K）／2　（28－1）
　　　　、、（t）＝（’一廊）／2　　　　　　　　　　（28一・2）
の二つがある。一1＜α≦1（α‡0）のときはv弔享「≦1よりレ（t）　＝Yl（t）となり，

　　　　・一二緒聰｛壱脂（dtt　一1一　z）＋凱，≠箒dt｝㈱

となる。　1≦α≦2のときは定理の導出まで逆のぼって考え，

　　　　・一獅舞鞍）＋島酵鞍）鞠｛凱1，t（dtt十z）

　　　　　　÷青島藷劫ト裁『需）dt　　　　（・①

となる。従って1を求めるには，

　　　　ム諜、t（dtt十z），ムー∬編4’

とおき，1，［，．．。。，1219；：va・，！2酸：押傷，
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とおくと，

1）　12，の計算

／p＝zzgww　＝　u－tとおいて置換積分すると，各積分区間は次のようになる。

　　　　イ）α≧1のとき　　t：2v俵「→◎◎　が　u：2万→o◎　となる。もう一項は，

　　　　　　　　　　　　　t：λ（1）→2v／Wが　u：2α→2vi？i一になる。

　　　　m）一1〈α≦1（α≠0）のとき　　t：λ（1）→Oo　がu：2→○○となる。

　Uについての積分区閥を［a’，b’］とすると，　x‡Gのとき，

　　　　　…一∬（。2＋、。）（u・睾雛劣警猛・撫切ぬ．　　（・・）

　ただし，

　　　　　Pi　＝2x＋　zaV　x2－y2－4a十V（x2　十y2　十4a）2－16a　x2　（3s一　1）

　　　　　p2＝2κ一〉〆咳「　　κ2－y2－4α十　　（x2十二y2十4α＞2－16αx2　　　　　　　　　（35－2）

　　　　　qi　＝4aPi／P2

　　　　　q2　＝4a　P2　／Pi

（34）の被積分関数を部分分数に分解して，

　　　　　1・・詔∬（A，u十　B，　，　C，u十　D，　，　E，u十　F，。・÷4α＋。・＋P、U＋qi÷。・＋伽匂2）d・　　（3・）

とおく。このA，，B，，　C，，　D、，　E，，君をp、で表すと次のようになる。

β，　　＝一4a／（x2一卜ニソ2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（37－2）

C，＝｛一（x2十y2：十4α）p14十8x（κ2÷y2十4a）p13一一16x2（κ2十ニソ2十6a）Z）12十128αx3p，｝／∠1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（37一　3　）

D、　＝｛一（x2＋y2＋4a）P、5　＋8x（x2｝＋y2＋2α）〆一16．x2（x2　＋　y2）P、3

　　　　　－32αx（x2十y2十4α）Pi2一ト64α　x2（x2十y2十4α）pi｝／（2d，）　　　　　　　　　（37－4）

F，　＝｛一（κ2十y2十4α）p，5十4x（3x2十3y2十16α）pi4－48x2（κ2十二y2十8α）pi3

　　　十32x（2x4÷2x2y2十33ax2十αy2－1－4a2）pi2－64ακ2（19　x2十3y2十12a）pi

　　　十256a，x3　（x2十y2十4　a）｝　／Ai．　（37－6）
ただし，

Ai　＝（　x2　一F　y2　）（P　i5－IOxPi‘十32x2’Pi3　一32　x3P　i2－64ax2　Pi十128a　x3　）．　（37一　7　）

よって，μゴ；～／砺（ブ＝1，2）とおくと，

　イ）　α＞0のとき

擁≧穿÷（9一…一1ft）一C，1・1率鵜＋2⑳云C轟）

　　　　　・（S一…一1一＃tie｝IPI）＋22F1圭ヂ12修一・an一・4毒ρ2）

寒点呼号一伽雛傷li牽li＋2（2D，　一　C，P，　　pt　1）（9一・・n一・ALfsi！k；P’）

　　　　　　＋2（2F，　＋　C，P，　　pt2）修一・・ガ・4誓命）
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ム慷一葺（f一…一iv・Zf）÷C・（1・記臆i辛li－1・釜：辛1感謝

　　　　　　＋2（2D，一C，P，　iet　l）（・an－14癖L…一・4学）

　　　　　　＋2（aZtagit912・’＋，C’P2）（…一14π。才ρ2一・・ガ・4α走ρ2）．

　w）α＜0のとき
　　　　α　＝＝　一β2とおくと

為・蛭毛号1・IE．＄S一α1惜1鑑i＋2（2D’云CIP’）修一…一・4圭11）

　　　　　＋rp（2Fi＋，CiP2）（g－t．．一i－fL：t）lg－e2）．

ii）122の計算：

　i）と同じ置換をほどこし，次式で定義されるA2～錫を求める。

　　　　…一・∬｛．42U＋．82　　C，U＋1）2　　E2U十F2　　G2U＋H，。・＋4α＋。・＋P、蜘1＋。・÷P、u＋q、＋（。・＋4。）・｝d・．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（38）

　i）と同様にこれを解くと，

B2　＝＝4ax／（　x2十y2　）2　（39－2）
C2＝｛4axPi‘一32axZPi3十2x（一x‘一2x2y2十44ax2－y‘一4ay2）p，2

　　　十8x2（x4十2x2y2－12αx2十y4十4αニソ2）｝／∠12　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（39－3）

D2＝：｛4axPi5一（x‘十2x2y2十20　ax2十y‘十4ay2）P5十4x（x‘十2x2y2十4ax　2十y‘十4ay2）p？

　　　十128　a2　x2Pi2－256　a2　x3Pi｝／（2A2）　（39－4）

F，＝｛4αxp15十（x4十2x2y2－60ακ2十二y4－1－4α二y2）pi4十12x（一κ4－2κ2y2十28αx2

　　　－y4－4αy2）2り、3十16x2（3x4十6x2y2－52ax2→一3y4十12α夕2－8α2）p12

　　　十64x3（一κ4－2κ2y2十12αx2－y4－4α二y2十12α2）1）1－1024α2x4｝／（2∠12）　　　　（39－6）

ただし，

zf2＝　（x2十y2）　Ai．　（39一　9）
よって，

　イ）α＞0のとき

…12・ゴ嬰（9一…一i±）一一・C・1・1辛鵜i÷4（2D2云C2ρ1）

　　　　　×（一f｝m－tan－i－ELt；tgi－ei）＋rp（2F2＋，C2P2）（g－tanrm’一ELItif2g一，P2）÷Jii：tiE152i＞．

唾・；：、、f一豊一・ω・ll牽携i糸4（2D，　一　（J　iPi　　pt　1）（9一…一・ltfggelPi）
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　　　　　÷4（2F，　十　C，P，　　Pt2）（f－1・・一14死薯）＋金

唾・：r警（先・an一・ra）＋2C・（1・雛演舞一・・鼠舞1窪1謝

　　　　　　＋4（2D，　一　C，P，　　pt　1）（…一14雫ρ1一…一響！）＋‘（2響あ）

　　　　　　・（，。ガ1妬塙一、。ガ14・＋P・　　　　　　　　pt2　Y2）一易世一2。（’÷1）｝．

　v）α〈0のとき

　　　　a＝一β2とおいて，

玩1露一炉1・｝奉1－2α1・1二階i＋⑳云鋤）（9一・・n一・一IL’tr！Lgei）

　　　　　＋4（2F，　＋　C，p，　　　　lt2）（9一…一14契2）÷、転．

　i），ii）で求めた積分と（30），（31），（32）から」を求めることができる。すると，

lnlF（2）　1　＝Re　ln　F（z）

　　　　　：一　（x2　一y2）　Re　1十2xy　lm　f十　｛　Cb　十　1／（ev　十1）　｝x一　（3／4）　ln　｛　（x十a十　1　）2十y2｝

　　　　　＋ln（ev　＋　1）　＋C＋O（1／r）．

また，（35）から，

　　　　ρゴ繍あ（x，ツ〉，〈7ゴ竺（～ゴ（x，二y）　　（ブ＝1，2）とおくと，

　　　　Pi（一x，一夕）＝一一，凸（一x，一ツ）rr－Pl

　　　　qi　（一x，　一y）　＝＝　q2，　q2　（一x，　一y）　＝＝　qi

となるのでlnlF（β月からlnlF（一Z）1を求めるのは容易である。

　　　　ln　1q（2）　1　＝＝　lnlF（2）　1＋　lnlF（一2）　1

（40－1，　40－2）

（40－3，　4e－4）

（41）

であるから，一1＜α〈0，0〈α≦1，1≦α≦2の夫々の場合にlnlF（2）iを求め，㈹，ωを

用いてln睡（z＞1を求めることができる。求まったln＠（z）1から㈱を示すことができる。以上

はx≠0の場合だがx＝0のときも同様で，そのときには，

　　　　Pi＝P2　：O，　qi　＝＝2（yZ－1－2a＋lyl　My　），　q2　＝2（y2＋2a－lylJiyiJ5；ZPZa一）

となり，

　　　　A・一G協一・，B・一一～，Dl－llll；車回1，距舞鍔あ）

　　　　A，＝B，＝D，　：F，　：H，　：o，　G2＝Bi，　c2　＝＝　一li，gt？：ilX　Y一　1＋64acr））　，　E2＝一C2

となる。これらからfを求め，一1＜α＜0，0〈α≦1，1≦α≦2の夫々の場合に
　　　　ln　I　F（z）　］　＝　N2Rel　一（　3／4）　ln｛　（a十　1　）2十N2｝十　ln（cy　十　1　）十C　ff一　O（　1　／r）

を計算すれば，あとはx‡　eの場合と同様に㈱を示すことができる。

3．数値計算例

この章では（F一　2）について有限の項で打ち切った式fN（x）（x∈R）を計算し，真値と比
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較する。fN（X）を次のように定義する。

　　　　，f・（x）㌔端！l鴻）左回．

ただし，φ（Z）の零点のを次のように定i片し直す。

　　　　at　＝（1十α／のπ　　（1＝士1，±2，　・一），　Ob＝＝0．

この場合，（C－2－2）は

　　　　V（z）1＄K（1十lzF）e‘i－e’iiMZi　（C－2’一2）
となる。ここではα　・・1，一〇，9とし，内挿の対象となるf（x）の例として（C－2L2）を満た

すsin（x／2）を選ぶ。また，（c－2’一2）を満たしているかどうか明らかではないが，次の関数

h（x）についても試してみた。

　　　　んω一（・一・）酔一（望｝・γ一9・，炉・（♂＋早）・．

　紙面の剃約上，打ち切り誤差はα＝1，ノ（x）＝sin（x／2）のときだけを示す。また，　h（x）につ

いて（F－2＞を適用した例はα・＝＝1の場合のみ示す。

　図3，図4，図5，図7は（F－2）によるfN（x）がf（x）に収束することを示しており，（F－

2）はf（x）に対して有効な内挿公式であることが数値例として確認されたことになろう。

¢（x）

1

葦

弔

9・

qs

噂t

図2　a＝：1のときのφ（x）

2

可

。

一1

／，nS

tt　」，，

1　，t－L，“

itlAIN，1，

^f／　“k

Y，y’

i

t

ti

一f（X）　・SAMPLSNG
　　　　　P◎困丁一一・一一“
@flO（X）

・…一C20（x）

一．・一一M@f30（X）

／A．

孟　、、

　　腰

　　発

　　　　　　40

　　　　　　　　　　　　　　　（　　　、　　一一閥・10　　　　　　　　　　　　　ハ　　 8
　　　・・N＝20　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　1　　　’

　　　　　　　　　　　　　　　「　1　　　「　　一・一・一　N＝30　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r　亀　　　l

　　　　　　　　　　　　　　　i　　　l　　　　　　　　　　　　　　l　　l　　l　　　　　　　　　　　　　　l　　l　　r　　　　　　　　　　　　　　l　　l　　r　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「　　1　　「
ほ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ニ　　ヨ　　ピ

ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　l　ll
ド　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ　　　し　　ド

昌　　　　　　　　　　　　　　　l　tl
l、　　　　　　　　　　　　　　　　l　ll

昌　　　　　　　1冒
ロ　　　ほ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　じ
ロ　　　し　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ　　　ユ　ヒ
　　　　ヨ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ

給、　　　　　1冒
ハ＿＿目附∠：ぬエ

3

2

1

10 20 3e
x

O　10　20　30　x　　40
　図4　α＝1の（F－2）による打ち切り誤差
　　　　If（x）一fN（x）1　（f（x）＝sin（x／2）；

　　　　N＝　10，　20，　30）

図3　f（x）＝・　sln（x／2）とa：1の（F－2）による

　　f．（x）　（N＝　le，　20，　30）

o

一1

一2

一・R

一f（x＞

一’“
?ｔｏ（x）

”’“’
?２0（X）

fi’一’”’ ?３0（X）

o　SA購PL韮網G　POINT

30　．KL． 40
10 20

図5　f（x）＝・　h（x）とα＝1の（F－2）による

　　fMx）　（Nx　10，　20，　30）
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（i）（x）

300

200

IOO

　o

－100

一20e

一300

1

ao ac so X40　O

一1

　　一f（x）
　　“一一一一fstX＞

　　　…動0（X＞
ハ…tl・（）（・），s

　　20　r一一x

．SAMPUNG
　P◎網丁

楽

喚

40
io sX．／　J’”’　30 x

図6　α＝一〇。9のときの¢（x） 図7　f（x）＝　sin（x／2）とα　・一〇．9の（F－2）

　　に1よるfN（κ）（N＝5，10，20）

また図2，pa　6は（C－2－1）が満たされていることを数値的に示しているといえよう。

4．考 察

2．で与えた，無限乗積を用いた場合の標本化展開について幾つかの説明を加える。

i）定理2においてα＝oとするとき，ψ（x）＝｛sin（πx）／π｝となり（F－2）はシャノンの標

　本化展開になる。そのとき定理2の条件は緩められ，次の命題が成り立つ2）。

　　　　”K＞o，　oSaa〈1，　Ye（S1－a）＞O，s．t．

　　　　If（・）［≦κil青票叢♂…・，

　　　o

　　　　f（・）一鵜嵐（一1脚）s野・

ii）本論文で導出した展開式は，ラグランジュの補間式の標本点の個数を無限個とったものに

　田翁するものである。標本化関数として無限乗積を用いた研究はイブグラフォフも行ってい

　るが3＞，そこで導かれている展開式の成り立つ条件は我々のそれと少し違っており，条件の詳

　しい比較は今後の課題である。

iii）　（F－2）の成り立つ条件として（C－2－1）を仮定しているが，本来これは与えられた

　零点atによって満たされているかどうかが決まっているはずである。今圓は実軸上で無限乗

積をうまく評価できなかったために仮定したが，数値計算の結果からもこれを否定する材料

　は見つかっていない。

iv）標本化の対象となる関数や標本化関数は狭い意味での周期を持つ必要はなく，漸近的な周

　期が定義される時，シャノン型の展開を考えることができる。
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付録

　　　　ノが（z）→0（η一→・○○）　　（m＝1，　2，　3，　4）

証明：

1）m・＝＝2，4の場合
　　i）　e”x　iri　b．（lxl＄b．）

　ii）2を半径bnの円内の点と仮定してよいから，

　　　　　1ζ一zl≧1ζ1－ig卜・／禰　一lz「≧ろバ周＞O

　i），ii）を用いて，

　　　　ノ・（・）一義Gli・1ζ誤希皇罫・・

　　　　　　　　≦鳳κ（1一　．　4．Bbnろnlhβ）ll幣「4・

　　　　　　　　一・鴫至徐β・一

　　　　　　　　　一一　O（n一　oo　）．

王1＞m＝1，3の場’合
　i）　ζ；±bn　＋砂　　 （1二y　l≦bn＞

　ii）iζ一zl≧1ζi－lgl＝N／bZ＋y2　－lz「≧bn－lzl＞O

　i），ii）を用いて，

　　　　ノ・（・）鵡，κ濃ll・一・・一呵懇鴇ζ㌦

　　　　　　　　　＋君κ叢誌鍔1・一ε醐ゴ・

　　　　　　　　SKfm’，”．一’ntlLltSff｛li．rrBb（．Ctzb”））”eTei”ly」dy

　　　　　　　　　・獅l11＋説1響）βの叫㌘膿瀞）・　e一・・…」　d。

　　　　　　　　＝2Kre／，rrbP．（tleR）n）”f6b，”e”ein）’dy＋一5iltii3－2　Wt””（5／b．n）B．2c，

　　　　　　　　一・K1＋楼響）β（．i1π学一σ　＋％6・）

　　　　　　　　　一〇（n一“co）．

この結果，（1），（II）よりノ釈g）→0（n→CO）（m＝1，2，3，4）が成り立つ。

12

p．　86


