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第133号（昭和61年〉

Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering．

　Hokkaido　University，　No．　133　（1986）

剛塑性有限要素法による丸棒の引張変形応力解析

但野　熊石川劇將
　　　　　（日召考…羅61年6月30日受理）

ASTRESS　ANALYS亙S　OF　AXISY澱厳選TR亙C　TENS亙ON　SPEαM：ENS
　　　　　BY翼亙G亙D－H．ASTIC　F亙N亙TE　ELEMENT　METHOD

Shigeru　TADANO　and　Hiromasa　ISHIKAWA

　　　　　（Received　June　30，　1986）

AbS毛rac毛

　　A　method　of　the　seress　calculatioR　for　the　rigid－plastic　finite　element　analysis

emp玉oying出e　penalty　me勧od　is　prese就ed．

　　App｝ying　the　experimental　technique　of　visio－p｝asticity，　seress　is　calculated　easily

and　simply　from　the　optimum　strain－rate．　The　optimum　velocity　fie｝d　can　be　ob－

tained　by　determining　adequate　values　of　the　pena｝ty　constant　aRd　by　consideriRg　the

work－hardening　effect　in　each　step　deformation．　The　values　of　the　penalty　constant

have　a　great　influence　on　the　volume　change　as　well　as　on　the　increment　ef　the　plastic

work．　Therefore，　the　most　suitable　values　of　the　penalty　constant　is　obtained　by

estimating　the　energy　dissipation　rate　related　to　the　penalty　constant．

　　This　method　is　verified　to　be　effective　from　the　numerical　calculation　of　the

tensile　deformation　of　cylindrlcal　bars．

1．緒 言

　最近，塑性加工時における素材の変形解析に剛塑性有限要素法が広く利用されている。剛塑性

有限要素法とは，エネルギ消散率を最小にする動的可容速度場から，変形中の素材のひずみおよ

び応力を求める方法であり，そのときのエネルギ消散率は加工荷重の上界値を与える。平面ひず

み，軸対称問題に剛塑性有限要素法を用いるには，エネルギ消散率を最小化する計算プロセスに

体積一定の帯11約を設ける必要がある。その条件を組み込んだ丁丁手法の提案がこれまでなされて

きた。体積一定の条件に関る未定乗数が最適化したときに，各要素での静水圧応力に一致すると

した小林らによるラグランジェ未定乗数法1），小坂田らによる圧縮性を認めた多孔質体の基礎方

程式から，相対密度を1に近づけることで，非圧縮性の条件を近似的に満足させる圧縮特性法2）・3｝，

体積一定の条件を満足させるためのべナルテK係数を体積ひずみ速度の二乗に乗じ，それをエネ

ルギ消散率に加えて最小化を行うペナルティ法4｝・5）がある。また，動的可容速度揚から各応力成分

を計算するには，さらに工夫を要する。特にペナルティ法においては，変分原理により応力がひ

ずみ速度から計算される2＞・6）が，その応力がつり合い条件式を満足している保証はない。
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Alexanderら5）は応力のつり合い微分方程式を適当な経路でひずみ増分を積分することにより平

均応力を求めている。

　本論文では，秦ら4｝が提示したペナルティ法を再度検討し，最適な節点速度を求め，これにより

応力を計算する手法を示す。まず，最適な速度場を求めるために，ペナルティ係数の検討を行っ

た。従来，ペナルティ係数の適正値を決めるのは困難であったが，ペナルティ係数が体積変化，

エネルギ消散率および収束までの繰返し計算回数に大きく寄与することを認め，結局ペナルティ

係数関与項のエネルギ消散率に占める比率でペナルティ係数を評価することにより適正ペナル

ティ値が得られた。次に，1ステップの解析に加工硬化の影響を組み入れることで，変形の初期

段階から加工荷重に等しいエネルギ消散率が計算された。以上の結果により求めた最適な速度場

を格子線解析法（Visio－Piasticity）の手法7）～9）に適用して応力を計算した。つまり，応力のつり

合い条件式とLevy－M量sesの式から応力がひずみ速度の積分関数で表示できる。最適なひずみ速

度を任意の経路に沿って積分することにより，各応力成分は計算される。数値積分は三角形要素

内で一様なひずみ速度の値を用いず，周辺要索の値でSmoo£hingした値によった。この：方法によ

り，比較的粗い要素分割でも応力計算は可能となった。以上の方法を用いた一解析例として，丸

棒の引張変形時における変形挙動および応力解析の結果を示す。

　なお，使用計算機はPC－98XA（NEC）である。パーソナルコンピュータで一連の計算から結

＝果の画像処理まで可能な剛塑性有限要素法による塑性加工シミュレーションの確立が，本論文の

目的でもある。

2．ペナルティ法剛塑性有限要素法

　2．1　エネルギ消散率

素材を剛塑性体と仮定する。両端を固定した心棒の引張変形の解析例に際し，変形中の速度場

からエネルギ消散率を最小化するのに有限要素法を用いて繰返し計算する。この場合，端面摩擦

によるエネルギ消散率は考えなくても良いので，結局塑性変形エネルギ消散率のみが素材全体の

エネルギ消散率となる。このエネルギ消散率Wは要素毎の和をとり式（1）で表示される。

　　　　サ　　　　
　　　W＝Σδ6Vi　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）
　　　　　　韮

　　　　　N；全要素数v，；要索番号iの体積，δ；相当応力，意；相当塑性ひずみ速度

式（1＞を最小化することにより加工荷重の上界値が求まるが，そのとき体積一定の条件は満足しな

い。そこで，エネルギ消散率を最小化する評価関数ψを式（2）で定義し4），非圧縮性の条件を近似

的に満足させる方法をとる。

　　　　　　　　　ψ慧Σδ（6÷λ6易）Vi　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2＞
　　　　　　i

λはペナルティ係数である。半径方向，円周方向，軸方向ひずみ速度およびせん無ひずみ速度を

それぞれεr，εθ，ε。，γ。。とすれば，tおよび体積ひずみ速度9vは式（3），（4）で計算される。

　　　ξ一号｛（ir－ie）2＋（ie－Sz）・＋（硫…）・＋号測　　　　（・）

　　　6v＝㌫十ie÷　iz　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

式②で明らかなように，体積変化があると，λで重み付けされたど。は評価関数ψに対して正の寄

与をすることになるので，ψが最小となれば非圧縮性の条件を結果的に満足することが期待でき



3 岡塑性有限要素法による丸棒の引張変形応力解析 17

る。またψが最小のとき，縫。2項はゼロに近づくので，式（1）と式②は近似的に一致する。そのた

め評価関数ψの最小値が伽工荷重の上界値を与える。ここでどvに注意が必要である。森らIO）によ

る指摘のように，剛塑性有限要素法においては，速度に微小時間を乗じて変位を求め，次の節点

位置を決めるので，体積ひずみ速度がゼmという条件は，厳密には体積一定の条件とはならない。

特に，本解析で用いた3節点三角形要索による軸対称問題では，式（4）中のごθが三角形要素内で一

様ではなく，便宜上図心の位置における値を要素の代表値としていることにもよる。体積一定の

条件をより満足させるため，どvは式（4）によらず1ステップ変形前・後の要素毎の体積変化を節点

変位から直接計算して求めた。

　　　　高一・・9（五V？）　　　　　　　　　（・）

ここで，Vf，　Viはそれぞれ1ステップの変形前と変形後の要素体積である。

　2．2　加工硬化係数の導入

　通常の剛塑性有限要素法では1ステップ変形間の加工硬化は考えない。しかし，1ステップの

変形量を大きくとれる剛塑性有限要素法に加工硬化を考慮することによって，より正確なエネル

ギ消散率が求まる期待ができる。K：imら11＞や中野ら12＞も剛塑性有限要素法に加工硬化の効果を組

み込む試みがなされている。
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図1応カーひずみ曲線と加工硬化係数

　図1に，応カーひずみ繭線と加工硬化係数を図示する。同図より，ひずみが乙寧から1ステップ

変形時間At後に9＊十△之意となったときの応力δは，加工硬化係数狂＝（∂♂／∂歪りを用いて

表示すれば式（6）となる。

δ＝～氏譜H△t言 （6）

この場合，単位時間△tにおける塑性変形エネルギ消散率は，図1中の記号abc9で囲まれた面

積に等しい。それは塑性変形エネルギ消散率の正解値（図中abe9）と比べると大きくなる。

この傾向は，ひずみが小さく応力変動の急激な初期のステップで生じる。そこで，加工硬化係数
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Hに適当な値m（0≦m≦1）を乗じ，正解のエネルギ消散率に近づける方法をとる。このとき

の応力は式（7＞となる。

δ瓢♂十mR△t古
（7）

また，加工硬化を考慮した塑性変形エネルギ消散率評価関数ψは，図1で示した記号abd9で

囲まれた酒積を計算することになるので，式（8＞で示される。

　　バ

9一
ｰ（♂＋吉mH・A・6）（6÷λ揚）V・

　　i

（8）

　2．3　ペナルティ係数の適正値

　従来，ペナルテd係数λは，正の大きな値とされ2｝，それの選定には困難さがっきまとった。

本解析では，式（8沖のλの関与項を塑性変形エネルギ消散率誤差項ψ・・とし，次式で定i回する。

　　　　　　　　　・・er＝：Σ（♂＋3・nHA・のλ揚V・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（・）

　　　　　…

λの値を1から104までとったときの加工荷：重P（KN），体積変化△V／V。（％），9Perのψに占め

る比率ψ・・／ep（％）の変化を図2に示す。なお同町は，各特性値に対するλの効果を確認するた

め，丸棒の軸対称％断面を54個の粗い要素に分割して，10％変形まで計算した結果である。図2

より明らかなように，λの値はP，△V／V。，OPer／　spに大きな影響を与える。すなわち，λが小さ

いほど体積は急激に増え，非圧縮性の条件を満足しなくなる。また，λが103以上のときは，非圧

縮性の条件をほぼ満足するが，λの増加につれてψ。。／ψも増大し，誤差を含んだ塑性変形エネル

ギ消散率は，野中実線の応カーひずみ関係式から求めた加工荷重（1308KN）より高くなる。　OPer／

ψはλの値が300～500の範囲で極小値約2％となり，このときの塑性変形エネルギ消散率は，実

線の加工荷重にほぼ等しい。以上のことにより，本解析に用いるペナルティ係数λの値は500とし

た。λ　・・　500のとき，10％変形までで約0．4％の体積変化を認めることになるが，非圧縮性の条件

をほぼ満足していると見なしても支障はない。

　λの各特性値に対する影響は，要素数を増しても同じ傾向にある。要素数216個，節点数133点

の場合の10％変形時における各値を図2に⑭，as，圃印で示す。この場合は，　qer／OP＝1。16％，

△V／V。＝0．31％，P＝1298KNとなり，要素数を増すことによって各値ともより満足できる結果

が得られた。

　図3に10ステップ（10％変形〉まで計算したときの各ステップで収束するまでに要した繰返し

数総和を示す。なお収束判定条件はψの変化がIO－5以下とした。図より明らかにλが！03から104

の値にかけて急激に繰返し数が増加する。λ＝500では，1ステップ毎収束するまでの繰返し数が

少なくて済み，計算効率も良いことが判った。
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3．応　力　計　算

　ペナルティ法においては，動的可容速度場から求まるひずみ速度をLevy－Misesの関係式に適

用することにより，偏差応力は計算される。しかしながら，平面応力問題以外の平面ひずみ，軸

対称，3次元問題では静水庄応力が求まらないため，各応力成分は簡単には計算できない。また，

crz　＝0の条件により静水圧応力が求まる平面応力の場合でも得られた応力がつり合い条件式を

満足しているとは限らない。小坂田2）は変分法を用いてペナルティ法の応力算出式を導いてい

る。彼と同様な手順に従って評価関数式（2）を変形すれば，旛力は式働で得られる。

　　　　砺一徳・1、÷2・爆　　　　　　　　 （1①

　　　　　　　　e
　　　　　　ε1ゴ；偏差ひずみ，傷；クロネッカーデルタ

式（10）にて計算した応力は，小坂田2）の指摘のとうり正解値とはかけ離れたものとなった。

　そこで，本論文では，要素変形形状を格子の変形形状と見なすことにより，格子線解析法の手

法により応力計算を行う。この場合，動的可容速度から求まるひずみおよび変形形状が正確であ

るとしなければならない。

　軸対称におけるつり合い方程式は，半径方向，円周方向，軸方向垂直応力およびせん断力をσ。，

σθ，（Ptz，τ，z，とすれば式（11），（12）で示される。

　　　　讐＋籍＋等σ診一〇　　　　　　　　　　　　（ll）

　　　　讐＋＃2＋」許一・

また，Levy－Misesの式は，偏差応力を砺とすれば，

　　　　観・一1喜・鉛一え碗

である。式㈹，（12），㈱より，（Yzは次式となる。

o．（　r，　z）　＝　f，　rfz（　ti，　d）dr＋K（z）

（1　2）

（玉3）

（1　4＞

　　　礁の一8．（ez　ww　er　　A）一晶。貌）一s－z’ilie－fe　　　　　㈲

ここで，z方向に垂直な断面にかかる荷重は加工荷重Pと等しいので，式（14）の積分定数K（2）

は，次式で表示できる。

K（g）　＝：　｝f．；e2　一　k，　f，　’e　［f，　rf．（6，　s）　dri　rdr

〈i　6）

従って，最終的にcr。（r，　z）は式（17）となる。

　　　・z（r，・・）一か（…）d・＋霧ぎ一舞垢丁鋸・）d・］・d・　　（17）

r。はz方向任意断面の外半径である。また，σ。，σθ，Trzはif。（r，2）で式働のように表示される。

　　　　ar（r，・）＝a・（ω÷εデ

　　　　oe（r，　z）＝＝　6z（r，　z）＋　Eia’［ii－Slitg　S’z　・　（is）
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　　　　T．fl　（r・　z）＝｛ii／il’ntf

　　　　i＝一g一÷／

上記式（1の，㈱により，ひずみ速度からつり合い条件式を満足した応力が容易に求めることができ

る。

　本鯉析では，3節点三角形要素を爾いたため，要素内におけるひずみ速度は一様として，塑性

変形Xネルギ消散率の最小化を行っている。2方向に垂直な任意の断面について式㈲の計算を行

う場合，その経路に対するひずみ速度分布の様子が後の結果に大きく影響する。Shabaik7）は結果

をSmoothingしているし，石規ら8）・9）はSmoothingをしなくても済むよう格子線の変形挙動を

初等関数で近似する方法を提案している。本解析においては，要素内で一様なひずみ速度を，そ

の周辺要素のひずみ速度を綱いてSmoo£hingを行う。つまり，節点Mにおける特性値（本解析の

場合，ひずみ速度）X．は，節点Mを共膚する要素の特性値の平均値として，式㈲で表示する。

　　　　ね
x・・　tΣx・

（19）

　　　　　　k；節点Mを共有する要素番号，n；節点Mを共有する要素総数

今，三角形要素を構成する節点M！，M2，　M3における座標および式（19）で計算した特性値をそれぞ

れ（rl，21，　X1），侮，22，　X2），（r3，23，　X3）とすれば，要素内任意の座標（r，2）におけるX

は，式（2①で示すM，，M2，　M3を通る平面方程式にて計算できる。

　　　　　r　　z　　X　　　l

　　　　　rl　Zi　X　i　1
　　　　　　　　　　　　　　　　＝O　〈20）　　　　　r2　z2　X2　1

　　　　　r3　z3　X3　1
式（20）で計算したひずみ速度は，2方向に垂直な断面に沿って滑らかな分布を示した。

4．解　析　結　果

　丸棒（4560mm×180mm）の軸対称％断面を，要素数216個，節点数133点の三角形要素に分割した。

解析1ステップを変形率1％とし，30％までの引張変形解析を行った。応カーひずみ関係式は式

⑳を使噛した。この場合の降伏応力crYは400MPaである。なお，収束計算は直接探索法4）によっ

た。

δ＝590（E＋0．002）o・0625 （MPa） （21）

解析に先だち，加工荷重と伸びの関係に対する加工硬化補正係数mの影響を調べるため，m＝＝

G，％，1とし10％伸びまでの挙動を図4に示す。図中一点鎖線は式㈱に原断面積を乗じて計算

した加工荷重である。m＝｝2のとき，初期の1％変形時から一点鎖線と良く一致していることが

わかる。mを1とすれば，通常の加工硬化係数式（6）を導入したことになる。その場合，最初の1

ステップ目に計算された加工荷重は正解値より高めに大きくずれる。これは，1ステップの変形

間隔を小さくとることで解消できるが，1ステップの変形量を大きくとれる剛塑性有限要素法の

利点から考えて得策とはいえない。また，ra＝　eのときは，加工硬化係数を考えない場合である
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が，変形の初期段階で加工荷重が正解値より低めになることが図4よりわかる。したがって，加

工硬化係数を補正する係数mの値は％とした。

　図5に10％，20％，30％変形時における丸棒の引張変形挙動を示す。同図より，変形の様子が

良くわかる。変形が大きくなるにつれ，中央部が細くなっていくが，くびれの現象を解析してい

るのではないので，細くなり方も～様である。くびれの解析を行う場合は，くびれ進行中におけ

る弾性域除荷の挙動をとらえなくてはうまく解析できない13＞。剛塑性有限要素法にそれを組み込

むのは今後の課題である。しかし，剛塑性材料たとえば超塑性合金のようなくびれを生じない材

料の引張変形挙動は図5と同様になると予想できる。

　闘6に10％変形時のεr，εe，ε。および9の分布の解析結果をそれぞれ示す。2方向に垂直な断

面では，自由面から中心軸にかけて各ひずみ成分とも高くなっている。また，端面イ寸近では，端

面拘束の影響も見られる。

　ee　7で，δと碗の分布がわかる。店力も軸方向に垂直な断面で，自由面から中心軸にかけて高

くなる。端面拘束の影響により，端面付近の応力分布は複雑な挙動を示している。

　中央断面の半径方向におけるσ。／ifY，σθ／σY，　cr。／σY，訂σρ分布を図8に示す。式㈱の積分を

台形公式で計算する際中央断面（2＝0）の値は正解には求まらない。しかし中央断面で分割せ

ず丸棒全体を中心軸に対して％断面にて要素分割し，解析することによりそれは解消される。図

より，σ。，cre，　crzが，自由：境界面から中心軸にかけて増加している様子がわかる。σ。とcreの分布

はr／r。がO．6付近まで一致しており，自由境界面r＝roでは，のはマイナスの値を示し，σrはゼロ

となっている。これらの解析結果は，くびれの解析を行ったNorrisらの結果13）と比較すれば，中

心軸の半径：方向における各応力分布が定性的に一致しているといえる。
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1

　　　　　　　　　　　　　　　　　5．結　　　　　論

　秦らが提示したペナルティ法による剛塑性有限要素法を再検討し，応力解析を行った。一例と

して，丸棒の引張変形の解析を行ったところ，次の結論を得た。

（1）加工硬化係数を補正して組み込むことで，変形初期段階から正解に近い加工荷重が得られ

　る。

（2）ペナルティ係数をエネルギ消散率のペナルティ係数関与項で評価することにより，それの適

　正値が得られる。

㈲　ひずみ速度分布を用いてつり合い方程式から直接応力が計算され，その結果は妥当なもので

　あった。

　最：後に，本解析にあたり数値計算に御協力いただいた本学部学生中村真一郎君（現在山陽国策

パルプ㈱勤務）に深謝する。
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