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Walker法に準拠した指数乱数を用いた
　　　　指数型ランダム信号の発生

大柳　俊夫　　中川　嘉弘　加地　郁夫
　　　　　GI召禾日62壬＝i三　6　J「」　30　E三1受藁聾）

GeReration　of　Random　Telegraph　Signal　using　ExponeRtial

　　　　Random　Numbers　based　on　Walker’s　Metkod

Toshio　OI－lyANAGI，　Yoshihiro　NAKAGAwA　and　lkuo　KAJI

　　　　　　　　（Received　June　30，　1987）

Abs重rac士

　　In　this　paper　a　method　of　generating　random　telegraph　signals　of　good　statistical　quality

is　described．　For　this　purpose　a　method　of　generating　exponential　random　numbers　based

on　Walker’s　method　is　proposed　and　its　adequacy　was　first　verified．　Then　a　method　of

generating　random　telegraph　signal　in　such　a　way　that　its　lead－time　can　be　almost　ignored

is　explained　using　a　petri－net　rnodel　and　its　validity　was　verified　by　computer　simulation．

　　ARd　a　block　diagrarn　of　random　telegraph　signal　generator　based　on　this　concept　is

glven．

1．はじめに

　指数型ランダム儒号（Random　Telegraph　Signal）とは，2つのレベルの信号が，交互に指数

分布に従う持続時間で現われる信号のことで，幅較現象のシミュレーションや雑音信号の発生な

どで使われる信号である。この信号を発生させる方法はいろいろ提案されているが，その統計的

性質に問題があるものが多い。

　本報含では，統計的に性質の良い指数型ランダム信号を計算機を用いて発生させる一方法につ

いて述べる。まずそのために，指数型ランダム信号の発生に適した指数乱数の発生方法として，

Walker法1・2｝に準拠した方法を提案する。Walker法は離散的な乱数を発生させる方法なので，指

数乱数が持つ確率密度関数を離散化しなければならない。離散化の方法はいろいろ考えられるが，

その中で最良な方法を述べ，その方法の妥当性を持ち行列のM／M／1モデル4）の計算機シミュレ

ーションによって検証する。なお，Walker法に準拠した指数乱数は一様な時間間隔で高速に発生

させることができるので，指数型ランダム信号の発生に適している。

　つぎに，本報告の主題である指数型ランダム信号の発生について，指数乱数発生器と指数型ラ

ンダム僑号発生器の問に有限長のFIFOバッファを設けて，信号の発生過程における一方のレベ

ルの信号発生終了からもう一方のレベルの信号発生開始までに必要となるリード・タイム（準備

時間）をほとんど無視できるような信弩発生の方法を，ペトリネット表現5）を用いて述べ，その方

法の有効性を計算機シミュレーションによって検証する。さらに，最適なFIFOバッファの長さ，

および指数乱数の発生率と指数型ランダム信号の発生率の関係についても明らかにする。そして

最後に，今園の基本設計に基づく園路構成について述べる。
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2．Wa亙ker法

　Walker法は異なる重みを持った数を乱数として発生させる高速の方法で，1974年にA．　J．　Walker

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロが発見したものである。n個の数Xl（i・・1，……，n）をそれぞれ重みPi（Σ　Pi　・1）で乱数として発
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぱの　
生したい場合，Walker法を使うと以下のアルゴリズムで発生することができる。

［アルゴリズム］ 1←n・Uのi整数部

V陣n・Uの小数部

x一
ﾉ1∴∵］

ただし，Uは［O，1］一様乱数で，　Xは発生した乱数である。

　ここで，P［1］，　Y［1］はPiをもとに計算したテーブルP　・・（P［O］，…，　P［n－1〕），Y＝（Y［0］，

…，Y［n－li）の成分である。テーブルP，　Yの計算は，以下の手順で行うことができる。

STEP　1：

STEP　2：

STEP　3：

STEP　4：

STEP　5：

STEP　6：

（p王，1），…，（Pn，　n）というリストをつくる。

STEP！でつくったリストを第一成分で小さい順に整列化する。その結果を，

（qi，　aJ，　…，　（qn，　an）

とする。ここで，qi≦…≦q。，　aie｛1，…，　n｝，　a［≠aj（i≠1）であるQ

i←1とする。
P　［ai－1］　〈一n．qi，　Y　［ai－1］　e一一an

q。←q．一（1／n－qi）として，リストのi＋1番目からn番冒の問で第一成分で小

さい順に整列化する。i←i÷1とし，　i＜nならばSTEP　4へ戻る。

P［an－1］←LO，　Y［a。dl←a．として終了する。

　このようにしてテーブルP，Yを前もって計算しておくと，アルゴリズムに従ってテーブルの

参照を行い，一個の［0，1）一様乱数から異なる重みを持った乱数を，一様の時間間隔で高速に

発生させることができる。

3．Wagker法に準拠した指数乱数の発生方法

　統計的に性質の良い指数型ランダム信号を計算機を用いて発生させるためには，まず指数乱数

を一様な時間間隔で高速に発生させる必要がある。指数乱数とは

　　　　確率密度関数f（x）＝λ・exp（一λ・x）（x≧0，λ＞0）

を持つ乱数のことでこのような乱数の発生方法として，対数関数法，フォン・ノイマンの方法，

マーセイリアの方法などがある2・3）。（λは指数乱数の発生率である。）対数関数法は，Uを［0，．1）

一様乱数とすると，乱数Xを，X＝一（1／λ）・LnUとして発生する方法である。（U・・Oの場合は避

けなければならない。）この計算をソフトで行う場合，対数計算にかかる時間がUに依存するので，

一様な時間間隔で乱数を発生することはできない。さらに，対数計算は複雑なので，高速に発生

することも難しい。また，フォン・ノイマンの方法とマーセイリアの方法はいずれも対数計算の

ような複雑な計算を必要としないが，一個の乱数を発生するのに必要は［0，1）一様乱数の個

数が発生ごとに異なるので，一様な時間問隔で乱数を発生することはできない。

　そこで，指数乱数を一様な時間間隔で高速に発生させるために，Walker法に準拠した発生を行

う。そのためには，確率密度関数f（x）を離散化しなければならない。
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3－1確率密度関数f（x）の離散化

75

f（x）の定義域は〔0，00）であるから，離散化する場合，打ち切る値と分割幅が問題となる。打

ち切る値Xn（nは分割数）と，分割幅△xを

　　　　xn＝＝zlrL　A　x＝＝一21tf”　：一i14t

とすると，離散化はしとdによって決まる。このとき，

　　　　n＝＝L・d　xi＝：：i・Ax（i＝1・一・n）

（1）

（2）

という関係が成立する。また，確率変数がXiである確率Piをf（X）の区間［Xト1，　Xi］における面

積とすると，

　　　　・…f，1．’1’、f（・）・・ギ掩妊是≠・e瀞　　　　　　（・）

となる。しかし，x。で打切ったので

　　　　ill．1，　Pi　＝＝　f．X’i　f（x）dx＝1　the”’　＃1　（4）

であるから，この和が1となるようにPiを

　　　　P・’1葺・　　　　　　　　　　　　（5＞
と修正し，このPi’を確率変数がXiとなる確率とする。

　このように離散化すると，Pi’が指数乱数の発生率λに無関係となるので，　Walker法を使うと

き必要となるテーブルP，Yは，一度計算しておくとλが違っても共通に使うことができる。こ

れがこの離敬化の特徴で，いろいろ考えられる離散化の中で最良な理由である。

　さて，このように離散化した確率早耳をもつ確率変数の平均mと分散vを計算すると，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　しげ　　　　mキ｛k－i・一iY，，一・・1÷、｝　　　　　　（・）

　　　　・＋｛論一ぎ鼠P・e一…誇；1渉｝　　　　（・）

　　　⊥
となる。ここで，f（x）を確率密度関数とする確率変数の平均と分散は，それぞれ1／λ，1／λ2であ

るから，f（x）の離散化が，良い離散化であるためには，　m，　vの値がこれらの値とほぼ等しいこと

が必要である。

　そこで，しとdをどのような基準で決定すればよいかが問題となる。（4）式において，

　　　　1呈m（1－e　し）：＝・　1

　　　　L一・co

であるから，しが十分大きいときには，　Piの修正は不要になる。また，（6），（7）式において，

　　　　　　　　1　　　　　　　1
　　　　、熟m㌃、！瓢v二λ・

であるから，しとdが十分大きいときには，離散化した確率分布をもつ確率変数の平均と分散は，

離散化する前と等しくなる。従って，しとdを十分大きくすれば，良い離散化が行えることにな

る。しかし，表1に示すように，しとdをそれほど大きくしなくても十分である。（畠中のm・λ，

V・λ2の値が1に近ければ近いほど良い離散化といえる。）

　以上のことと計算機の精度を考慮してしとdは，

　　（a）しについては，exp（一L）≒LO×10’一6となるし（≒13．8）
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　　（b）dについては，m・λ≒1となるd
（＃i一　50）

とすればよい。ただし，②式よりしとd

の積が整数となる必要がある。

3－2離散化の方法の妥当性の検証

　前節で述べたf（x）の離散化の方法の妥

当性を検証するために，Walker法に準拠

した離散的な指数乱数と対数関数法を使

った連続的な指数乱数を発生させ，待ち

行列のM／M／1モデルの計算機シミュレ

ーションを輻軽率を変化させながら乱数

の種を変えて1000回行い，系の長さの平

均の分布の様子を調べた。なお，離散化

は，L・・12．8，　d＝　40とした。このとき，

exp（一L）　ig2．76×IOT6，　meA　！v　1．013，　L・

d　・512である。この結果，どちらの方法

もほぼ同じ分布となり，この離散化の妥

当性が検証された。なお，シミュレーシ

ョンの結果得られた系の長さの平均と分

散，および系の長さの理論値を表2に示

す。また，全シミュレーションに要した

時間は，Walker法が1蒋『削8分24秒，対

数関数法が2時間31秒で，Walker法が対

数関数法より約1．5倍高速であった。（測

定は，PC－980！VX（CPU：802868MHz）

土で行った。）

4．指数型ランダム信号の発生方法

L e一し d II1・λ v・λ3

10 1。G50窪 o．99塁6

50 LOO96 0．9954
10 桑．5塗

@×10噌5 1GO LOO塗6 0．9955

1000 1．0000 0．9955

10 1．0508 0．9992

50 1．0100 1．0000

20 2．06

~10皿9 100 LOG50 1，000G

1000 1．0005 1．0000

10 1．0508 0．9992

50 1．0100 1．0000

30 9．36

@×10一且4 100 1．0050 LOOGO

1000 1．0005 1．0000

表1　L，dの／直に対するe－L，　m・λ，　v・λ2の値

　指数型ランダム信号（Random　Tele－

graph　Signal）とは，図／に示すように

HighとLow　2種類のレベルの信号が，

交互に指数分布に従う持続時間で現われ

る信号のことをいう。このような信号を　　表2

計算機を用いて発生させるには，指数乱

輻樫率 響alker法 対数撲明法 理論1直

0．　三

　　　　0．1102醒　　一　　一　　辱　　，　　炉　　｝　　一　　曹　　髄　　『　　冒　　一　　一　　一

@　　　〇．00G6 @　　　0．OGO6
G．1111

0．2

　　　　0．2452一　　一　　一　　一　　　一　　韓　　’　　騨　　m　　臼　　冑　　一　　一　　旧　　一

@　　　〇．0023 @　　　G．0023
G．2500

o．3

　　　　0．4231闇　　■　　一　　一　　”　　鴨　　解　　惣　　冒　　一　　回　　一　　一　　　一　　　一

@　　　〇，eo60 @　　　〇．0062
0．4286

0．4
@　　　〇．0177 @　　　G．0152

0．6667

o．5
@　　　G．0437

　　　　0，9957ρ　　簡　　冒　　一　　一　　一　　一　　一　　F　　，　　F　　　P　　糊　　舳　　曹　　一

@　　　〇．0465

LOGOO

0．6

　　　　L456？一　　一　　一　　卿　　弾　　r　　肯　　榊　　寵　　一　　闇　　一　　　一　　一　　一

@　　　〇．エ435 @　　　0．1461

1．5000

o．7
@　　　0．4406

　　　　2．2934一　　一　　一　　一　　一　　一　　一　　齢　　　一　　r　　騨　　曜　　耐　　■　　酊

@　　　G．5361
2．3333

0．8
@　　　2，6179 @　　　2．4298

4．GOOG

0．9

　　　　7，28畦7一　　，　　曽　　炉　　需　　騨　　’　　幽　　一　　　一　　醒　　一　　r　　等　　一

@　　19，3115 @　　18，4911
9．0000

シミュレーション実験で得られた系の長さの単均

（．E：段〉と分散（下段），および系の長さの理論丁

数を発生させその値を持続時間とする信号を発生させればよいのであるが，統計的に性質の良い

信号を発生させるには，信号の発生におけるり一ド・タイムをほとんど無視できるような発生方

法にしなければならない。

4－1指数型ランダム信号の発生におけるリード・タイム

　指数型ランダム信号の発生におけるり一ド・タイムを，図2の信号発生器のペトリネット表現

を使って説明する。ある時点でトークンがプレーースPlとP5に投入されているとする。すると，

トランジションtlが発火可能となる。しかし，ただちに発火できるわけではなく，発火までに，
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レベル

王．・Iigh

Low

需　　一　　需　　騨　　　酬　　嘗　　曽　　臨　　戸 幽　　　藺　　藺　　’　　一 「　　一　　一　　畠　　　r　　F　　　r　　”　　　胃　　m　　r　　檜　　醗　　顧 隠　　　一　　　一　　　一 噌　　　槻　　　一　　　曽　　　一　　　一　　　一 P　　　一

1 8 1 5　　　　　　　　　　　　　　響
1 5 1 1　　　　　　　　　　　　　　響

1　　　　　　　　　　　　　　ど

、一一rr卿需脚一一 r畷L－F辱r今ぜ幣剛謄一今ぜ幽一一一寵麿一P－rF辱炉〉●←轡閉謄蟹幽一一曽う艇一一FrP間口〉皇
’　　曳職 ’　t2 ’　㌧ 幽　　　　　娠 辱t5犀　　　　　　雛@tb ｛7

1　　　　　　　　　　　　　　匪

@　t8

一一一芬條ﾔ

図1　指数灘ランダム揺号（時間艮i携辱lt］～tsが指数分布にt；E”う〉

F），　〈　ca

P，

い夏／λ｝

t2（S）

P，

Ps

ee

Ps

tn（｝．／ge）

F）a

k〈s） t．S　｛　lx’it）

國2　信号発生器のペトリネット表現

一定時間／／λがかかる。（λは乱数発生率）tiが発火すると，プレL一一一スPlからトークンが取去され

ブレースP、に投入される。そして，つぎにトランジションt，が発火可能となる。しかし，ここで

も発火までに，信号発生のための準備に必要な蒔聞sがかかる。t2が発火するとブレースP2から

トークンが取去られブレースP、に投入され，Highレベルの儒号の発生が開始され，トランジシ

ョンt，‘が発火するまで持続する。t”が発火するまでの病間は発生された指数乱数（平均1／μ，μは

儒号発生率）によってきまる。t．aが発火すると，　Highレベルの信州の発生が終了してブレースP3

のトークンが取去され，ブレースP，とP，に投入される。ここまでが，難i帥レベルの信号の発生

過程である。今度はブレースP6にトークンがあるので，　Lowレベルの倍号を発生する過程とな

り，この過程が終了した時点ではふたたびブレースP、とP、にトークンが投入される。このよう

に，HighレベルとLOWレベルの信号の発生が交互に繰り返されて指数型ランダム信号の発生が

行われる。このとき，時間（1／λ）÷sがリード・タイムとなる。High，　LOwレベルそれぞれの信

号の持続蒔間が，リード・タイムに比べて十分長ければ，その時間を無視して，発生された信号

を指数型ランダム信号とみなすことができるが，そうでない場合はり一ド・タイムが影響して，

発生された信号はもはや指数型ランダム償号とみなすことができなくなる。（リード・タイムを含

んだ指数型ランダム信号となる。）そこで，信号発生器の構成をリード・タイムをほとんど無視で
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きるように改良する。

4－2信号発生器の改良

　図2に示す信号発生器では，乱数の発生と信号の発生を遂次的に行っているので，リード・タ

イムが大きくなる。このうちほとんどは乱数の発生にかかる時間であるから，この時間を吸収す

るために乱数を蓄えるFIFOバッファを用意してリード・タイムを短くし，乱数の発生と儒号の

発生を並行に行うように信号発生器を改良する。図3にFIFOバッファを付けて改良した信号発
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図3　改良した信号発生器のペトリネット表現

生器のペトリネット表現を示す。FIFOバッファは，ブレースP6とP7で構成され，その長さはn

である。つまり，

　　　　（ブレースP6のトークンの数）十（ブレースP7のトークンの数）＝n

という関係が常に成立する。

　この信号発生器では，通常，乱数の発生と信号の発生をバッファを仲介として並行に行うが，

ある状態になると割り込みを発生させる。乱数の発生は一定時間間隔1／λで行い（tiの発火），バ

ッファがフルのときは発生した乱数を棄却（t3の発火），そうでない時はバッファに格納する（t2発

火）。この動作を割り込みが発生するまで繰り返す。また信号の発生は，バッファから指数乱数を

1つ取り出し（t7の発火）前節で説下したように行われる。ここでも，この動作を割り込みが発生

するまで繰り返す。さて，割り込みの発生（t，‘の発生）であるが，これは信号を発生しようとした

時点でバッファが空（P、にトークンが存在しない状態）の時に起こる。割り込みが発生すると，通

常の乱数の発生は中断され，（P3からトークンが取去られるので，　tiは発火不可能となる。）一定時

間1／λ’で乱数の緊急発生（t5の発火）が行われる。そして，発生した乱数をバッファに格納し（t6の

発火），再び割り込み発生前の状態に戻って，乱数の発生と信号の発生を並行に行う。
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　この信号発生器におけるリード・タイムは，割り込みの起こらない場合は信号発生のための準

備時間sとなり，割り込みが起こった場合はさらに割り込みのための準備時間bと乱数の緊急発

生に必要な一定蒔間！／λ’が加わった時間s＋b＋（1／λ’）となる。（実際にはバッファとのデータの

受け渡しや乱数の棄却に要する時間もリード・タイムに加えなければならないが，ここではこの

時間を乱数の発生にかかる時間と信号の発生のための準備時間にしわ寄せして考えている。）ここ

で，sが割り込みの発生にかかわらずかかる蒔問であるのに対し，　b＋（1／λt＞は割り込みが発生し

たときのみかかる時間であるから，割り込みを発生させないようにすることが重要となる。実際

sは1／λ’の1000分の1以下であるから，割り込みを発生させないようにすると信号の統計的性質

は良くなる。そこで，割り込みをできるだけ発生させないようにn，λ，μを決定しなければなら

ない。

4－3　信号発生器の計算機シミュレーションとその考察

　この信号発生器における割り込みの発生とn，λ，μの関係を調べるために，n・・　512，λ』10．0，

μm1．0に固定しλをパラメータとして，乱数がバッファに256個蓄えられている状態から開始する

計算機シミュレーションを，一つのλに対して乱数の種を変えて500回行い，バッファに蓄えられ

る乱数の個数，乱数の棄却率，割り込みの発生率とλの関係を調べた。なお，指数乱数の確率密

度関数の離散化はL　・12．8，d＝40として行った。

　シミュレーションの結果を図4，図5に示す。この結果，割り込みを発生させないためには，

λをLOより大きくすればよいことがわかる。しかし，λをあまり大きくしたのでは乱数の棄却率

が大きくなりむだであるから，1．0に近い値とするのが望ましい。しかし，λが1．0に近いとバッ
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園4　バッファに蓄えられる乱数の個数の変化
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図5　乱数の棄却率および割り込み発生率

ファに蓄えられる乱数の個数のばらつきが大きくなるので，割り込みを発生させないためにはnを

大きくしなければならない。今回n＝512としたが，この程度の大きさは必要である。なぜなら，

計算機シミュレーションにおいて，λ　＝：　1．Oのときバッファに蓄えられる乱数の個数が49個以下に

なることがあったからである。

　ここで，乱数の発生と信号の発生の輻較率ρを計算する。λとμをともに1．0にすると見かけ上

は，ρ＝（λ／μ）＝1となるが，実際には信号の発生率μが指数乱数の離散化の影響を受けて㈲式よ

り，

　　　　，　　　　　　　1
　　　　μ＝μ『｛吉・／÷一・・歪葺

となるので，

　　　　・一（A／st’）一（A／・）・｛1．・1＝÷、一L了茎幽・｝

　　　　　　　　一｛吉・1∴τ・・1皇詞

となり，L，　dに依存することがわかる。今回の離散化はL・　12．8，　d・・　40としたので，ρ－！．0！25

となる。従って，λとμをともに1．0にしたことは，実は輻較率が1．01程度となるようにλとμを

決めたことに相当する。

　以上のことをまとめると，輻較率がLOI程度となるようにλとμを決めてnを500程度の大き
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さとし，バッファに半分程度指数乱数が蓄えられた状態から信号の発生を開始すると，今回提案

した方法では割り込みは起こらないので，統計的に性質の良い指数型ランダム信号を発生させる

ことができる。また，このとき乱数の棄却率もO．1％程度にすることができる。
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図6　信号発生器の回路構成

4－4　信号発生器の園路構成

　図6に信号発生器の團路構成図を示す。各ICの主な機能を簡単に説明すると，　U1は計算機で

発生した指数乱数のFIFOへの書き込みとFIFOのステータス信号の計算機への送信を行い，U2，

U3は2個一組で指数乱数を格納するFIFOバッファを形成している。また，　U4，　U5は旛数乱数

データのFIFOからの読み出しとそのデータに比例した持続蒋間をもつ信号の発生を行い，U6は

信号のレベルの切り替えを行っている。そして，U7はSYSTEM　CLOCK：の分周を行っている。

5．おわりに

　本報告では，統計的に性質の良い指数型ランダム信号を計算機を用いて発生させる一方法を提

案した。そのために，まず指数乱数の発生方法としてWalker法に準拠した方法を提案し，その

方法の妥当性の検証を行った。ついで，リード・タイムがほとんど無視できるような指数型ラン

ダム儒号の発生方法をペトリネット表現を用いて説明し，その方法の有効性を計算機シミュレー

ションによって検証した。そして最後に，今團の基本設計に基づく信号発生器の回路構成につい

て述べた。

　今後，この回路構成をもとにして信号発生器を作成し，発生される信号が統計的に性質の良い

指数型ランダム信号であることを検定して，輻藤現象のシミュレーションや信号解析に応用する

予定である。また，今回提案した方法は指数型ランダム信号以外の信号の発生にも適用できるの
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で，他のいろいろな分布に従う信号の発生も行う予定である。
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