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Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering，
Hokl〈aido　University．　No．　139　（1988）

乱流のKohnogorovスペクトルについて

　　　　一乱流の統計力学理論の展開一

大　友　詔　婬） 清藤　正梱　田中幸雄＊＊＊）
（昭和62年9月30目受理）

　　　On　the　Kolinogorov’s　Spectrum　for　Turbulence

－A　Review　of　the　Statistical　Mechanical　Theory　of　Turbulence一

Norio　OKToMo“）　Tadashi　SEIDou＊“）　Yukio　TANAKA“’＊｝

　　　　　　　（Received　September　30，　1987）

Abstract

　　Several　contributions　to　the　recent　developement　of　a　statistical　mechanical　theory　ef

turbulence　are　briefiy　reviewed．　The　first　group　of　these　is　represented　by　Wyld’s　theory，

which　adopts　a　perturbation　method　for　solving　the　Navier－Stokes　equatioR，　analogous　to

the　perturbation　theory　using　Feynman’s　diagrams　of　quantum　field　theory．　The　Kolmogor－

ov　“　一5／3　”　spectrum　is　derived　by　Shut’ko　on　the　basis　of　Wyld’s　theory．　The　next　is　Hopf’s

theory　based　on　the　functional　formulation，　in　which　the　so－called　Hopf　equation　is　derived．

The　Hopf　equation　is　formally　identical　with　the　Tomonaga－Schwinger　equation　of　quantum

field　theory．　The　Kolmogorov　“　一5／3　”　spectrum　is　derived　by　Edwards　and　McComb　using

the　maximum－entropy　（ME）　principle．

Lはじめに
　近年の乱流現象に関する実験的・理論的研究の成果には注属すべきものがあるム）ソリトソを中

心とした非線形波動論2）やカオス理論3’4｝などの成果，及び，コンピュータ技術の進歩によって著

しい進展が見られる乱流の数値解析（可視化）s’6）の結果などはその代表例であり，乱流の発生機構

やその構造についての多くの興味深い知見が得られいる。勿論，これらの研究は，Taylerの凍結

乱流仮説7）やKolmogorov．の局所等方乱流仮説（Kolmogorovの一5／3乗測）8）などの理論的予測

に基づき，その検証を自指して行われた碧しい数の実験的蓄積9｝を土台としていることは言うまで

もない。この結果，Navier－Stokes（N－S）方程式が乱流のような不規則変動を本質とする流体運

動を記述出来るのかどうか，というこれ迄の乱流の理論解析上の根源的問題についてはもはや疑
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問の余地は無くなったと見て良い。こうして，今日求められているのは，そうした実験事実を第

一原理的に説明する乱流理論の構築である。即ち，乱流の理論研究の中心課題は，N－S方程式の

現象論的適用から離れその厳密解を求めること，更には，統計力学におけるLiouville方程式に対

応する乱流の基礎方程式化とその解の導出，などの乱流の統計力学理論の展開へと移って来てい

る。その際，Koimogorovの一5／3乗劉の導出が，その理論の有効性を判定する一つの基準として

位置付いている。本瓦では，以．しのことを踏まえ，乱流の統計力学理論として，　Wyld理論｝o）Hopf

理論ll＞及びEdwards－McComb理論12）の基本点を概括し，それらの理論の意味するところを押さ

え，今後の発展方向を明らかにしたい。

2．摂動理論の応用とFeynlnan図形を用いる方法

　2．1Wyld理論10＞

　Wyld理論は，　N－S方程式の非線形項を摂動項と見なし，解を摂鋤理論の方法によって求める

ものである。しかし，乱流問題では，一般に非線形項はその項を無視したN－S方程式によって記

述される“主流”に小さい摂動を生じさせるものではなく，通常の摂動展開は近似法として有用

ではない。従って，Wyldは，場の量子論で発展させられたFeymnan図形13）を使周してその摂動

級数の構造を解析し，絹互作用を十分に取り込む形で解を求めた。このWyld理論は，その見通し

の良さという点では他に類を見ないだけでなく，定常乱流の持続に不可欠の外力の存在を定式化

し，Kolmogorovの一5／3乗則を解析的に導く基礎を与えたという点でも画期的な内容を持って

いる。

　さて，非圧縮流体（∂Vi／∂κ汗0）において，非発散性外力Xi（x，　t）（∂X，／∂κ搾0）の存在下で可

能な定常的等方的乱流を記述するN－S方程式

　　　讐一vv・Vi一＆吻謙一÷誓　　　　　　　　　（1）

を出発方程式とする。これを空間一時間についてFourier変換することによって次式を得る。

　　　（一iω＋蜘鳥ω）一x・（・・　・）一9（藷弩1。認。、防（鳥・蝋鵬）（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω］十ω2＝tU
　ここで，1「漁（h）漏砺君ゴ（k）＋　kjPim（k），君ゴ（h）＝δδ一（々舟／k2）である。

　4次元ベクトルん＝（k，ω）を導入し，Green演算子（伝播関数propagator）8（k）：（一ガω＋り

h2）一1を定義すると，無摂動速度Vo（fe）　＝S（k）X＠）を得る。“結合定数”gを粥いて（2）式は次

の形に書くことが出来る。

　　　V（fe）　＝＝　Vo（k）＋S（k）thtT），，，　，，．1；，＝，　V（ki）V（fe2）　（3）

　摂動理論に基づく（3）の解をgの巾級数として求めれば，gnの項をVn（旬として，

　　v（fe）＝　vo　（k）十vi　（k）十v2　（k）　十・・・…　（4）
となり，Vn（旬はVe（勧の積で表現される。

　次に（4）式の撰動級数を用いて速度相関関数を計算する。X（k）とv。（k）ee　Gauss分布を仮

定する。すると，相関関数に現われるv。の奇数次モーメソFは0となり，一方，偶数次モーメン

トは2次モーメントのみで表現可能となる。こうして，2次速度相関関数U（k）＝v（勧バ（k）は，

無摂動速度相関関数UO（勧＝VO（k，）VO（々2）で表現される摂動級数となる。

　　　σ（ん）＝Uc｝（ん）一ト｛Vo（ん）〃芽（k）一トVl（々）v野（k）→一v2（k）〃ぎ（k）｝一ト・。・…　　　　　　　　　　（5）
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　ここで，Feynman図形の考え方を用い，

　　　直線一←一→S（旬，頂点　④　・一一・g／（VT）1’2，波線A〈～v・←→砺＠）

の対応をとれぽ，（5）式の右辺を構成する図形表示が得られ，

　　　U（le）　一一　vwwwy＋（　4　w　£tsL　＋　2　一iC＞一　＋4　一一ttesvwL　）÷　・一一

となる。

　ひ＠）は，この（6）式によって原理的に計算出来るが，

（6）

71

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　この表現ではgの巾級数展開となっ

ていて，乱流問題では一般にこのgは大きな値をとり，（6）式は末項に行くに従い発散し，又，

有限項で打ち切る近似では有効な結果をもたらさない。それ故，場の量子論のくり込み法と全く

類以の方法で摂動展開の各項を再分類し，乱流問題に適切な形式にする。このために，新たに伝

播関数と頂点関数の一般化を行い，その一一般化表現S’（k）とr佛，ん’）とを定義する。これらの図

形表示はそれぞれに太い実線と大きな黒：丸とを対応させ，次のように表現される。

　　　S’（k）H　一＝一＋4th＋（16　ma

　　　　　　　　　　　　÷16aL＋，ムー＋一．，）　（7）

　　　　　　　　　　　　÷　．．．．．

。（刷＿。一。＋，、△＋、△＋、△）

　　　　　　　　＋（16　sasts　＋　16　ts　＋　s　4＋H”．　）
（8）

　　　　　　　　　　　十　．．”

　これらの図形表示の一つ又は幾つかの要素（実線，頂点，波線）をそれに対応する一般化した

量の図形表示で置換すれば，それに応じてより高次の図形表示を得る。こうして求めた図は幾つ

かのそれ以上分割出来ない図形（概約図形）にまとめることが出来る。（6）～（8）式をこの既

約図形で表現すると以下のものとなる。

U（fe）e　me＝ F（k） ＋・一ｭ：〉一

十16 （9）

十　mm－m－m　一一一　一一　m

ここで，F（匂は外力の2次相関関数（・1X（k）12）である。外力の寄与がこういう形で定式化さ

れている点は重要である。

S’　（k）　e一一，

＋16　es　＋　一一一’一一一一M
（le）
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・（刷一…　＋・A＋・ム＋・ム

　　　　　　　　＋i6a　“　一一一一一一一一一
（11）

4

（9）～（11）式は，3個の末知関数U（k），S’（k），　V（k，々’）に対する閉じた方程式系を形成して

いる。これらの方程式の有限個の図形でもって近似される方程式が，Chandrasekhar方程式や

Kraichnan方程式などを導出することはWyldが証明しているlo）

　2．2Shut’koによるKolmogorovの一5／3乗則の導出

　Shut’ko141は，前節のWyld理論において次の図形から成る方程式系を考えた。

ma＝mrmF（k）　utm　＋2　“

　　　　　　　　　　　一・＋・ム、

ここで，（12）～（！4）式について，各々、次の解析的表現を得る。

　　　σ（fe）一1・・（・）1・［F（k）＋（霧）・fd・f・’a（醐σ（feつσ（刷・（鳥媚

（12）

（13）

（14）

（15）

　　　s・（k）一s（fe）一s（k）［（券）・・fd・k・b（k・　kつ・（k・　k’）sr（々一fet）σ（fe’）・（k－fe・・　一fl・）］

　　　　　×Sノ（k）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）

　　　・（　　　　　　ん21e，　kt）＝＝1一　　　　　（2　rr）・f…’・（1・・　・’）・（紀州3（h一四一臥勧3歩一let）

　　　　　　　xr（k－k”一le’，　k－k”）U（k’）　（17）
a，ろ，cは幾何学的因子。（15）～（17）式を具体的に解くことによって，　Shut’koはKolmogorov

の一5／3乗劉を導出することに成功した。

3．特性汎関数による定式化

　3．1　Hepf王里論11）

　乱流問題とは，乱れを伴う速度場の分布関数を求めることであると言うことが出来る。又，本

報で我々が問題にしている乱流はランダムな外力場が存在するものである。従って，分布関数は，

空間一時間（x，t）の関数であって，しかも統計的に相互に関係をもつ2つのランダム場としての

速度場V（x，t）と外力場X（x，　t）とを確率変数とする結合特性汎関数Φ［θ（X，の，　f（X，　t）］で

あり，これは次式で定義されるS5）

　　　op［e（x，　t），　f（x，　t）］＝＝exp｛i（eev）十i（f・X）｝　（18）

ここで，（・）は汎関数空間におけるスカラー積を示す。速度場はこの特性汎用関数によって一・一一・意

的に決定される。外力場をこういう形で定式化する点がHopf理論の重要な点である。外力によっ

てなされた仕事による任意の位置（x，のでの流体の単位質量当たりのエネルギー流入の平均量は

V（x，t）X（X，　t）　：：一～軌（x，　t）9bf。（x，　t）Φ1θ＝f＝oから計算出来る。ここで，④．は汎関数微分を表

わすベクトル演算子④＝（℃i，　S2，　S3）の要素であり，例えば，℃。Φ［z（κ）］＝δΦ［z（x）］／（Sz。（x）dx
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である。

　さて，乱流問題を，v（x，のがX（x，のを含むN－S方程式（！）を満たすことを認め，初期速

度場の確率的性質がどのように時間発展するか，即ち，（18）式の特性汎関数の支配方程式は何か，

又，その解はいかなるものか，ということを問うことだと考える。そこで，（18）式を時間tにつ

いて微分して得られる次の式

一｛li91L一　i（o・g／　）exp｛i（e・　v）　＋iyl，co（f・x）dt｝
（19）

に（1）式のN－S方程式を代入し，いくつかの変換を行って次式を得る。

　　　一IZIPI；＝＝（e・（i－aE！a）E．b．aep－ivA一’一a｛2：lf［ll：12：1　一aaES．），B¢＋vAEs）¢一t－EE）rop

　　　　　－vA－i－91til；ifl！ii－i　・a¢））　（20）

ここで，△㎜三はLap王ace演算子△の逆演算子である。

　この汎関数微分方程式（20）が，外力の存在する乱流場に対するHopf方程式1’・12）である。この

方程式を初期値を与えて解くことによって，Φ［θ，f］を求めることは原理的には出来る。とりわけ，

Hopf方程式と場の量子論におけるTomonaga－Schwinger方程式との間の類似性を通して形式解

を求めることが出来る｝6）という事実は注欝に値する。しかし，このHopf方程式を一般的に解くこ

とは極めて困難であり，唯一，非粘性（v　・O）の極限においてのみ特解がえられているに過ぎな

い97）

　一方，汎関数微分方程式を具体的に近似して解く試みも数多く行われている乙5）その代表例は，

Hopf自ら用いた汎関数の巾級数展開法である。しかし，こうした方法では，汎関数をどのような

巾級数に展開すべきかという問題に加え，級数の有限部分だけでは本来の特性汎関数の性質を充

足出来ず，結局は級数の全ての項を指定しなけれぽならないという問題も生ずる。又，十分に発

達した乱流の速度場に対する特性汎関数解析としては妥当な方法ではない。こうして，Hopf方程

式を基礎方程式とする乱流理論の展開は，格別の魅力を集めつつもその有効性を実証するには更

に多くの数学的進歩が必要とされている。

　3．2Edwards－McCombによるKolmogorovの一5／3乗艇の導出

　Edwards－McComb理論12）e：ll，概にEdwardsによって感応された理論18）と基本的に同一のもの

であるが，Kolmogorovの一5／3乗則を導くことに成功したことに加え，その導出において本質を

なす乱流の定常性を規定する基準として最大エントPピー　（ME）原理19）を導入した点にとりわけ

注目すべき特長がある。以下，彼らの理論の枠組みを記述しその意義を述べる。

衡の理論の出発飢舌L髄度v（k，　t）（》・（・，　・）…（ik・x）・x）・・翻’でu（fe）の値を

とる確率密度関数P（…，u（k），…，の，即ち，

　　　P（…，　u（le），…，の＝＝rlδ［u（ゐ）一v（ゐ，の］　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（21）

　　　　　　　　　　　　　h
にある。従って，Hopf理論の場合のように速度場と外力場との結合特性汎関数から出発していな

いため，外力の寄与を定式化しなけれぽならない。そこで，外力のランダム変動にGauss分布を

仮定した次の確率密度関数を定義した。

　　　as（X）・・・…x・［一郭寮（k，　・）9一’（・・　t一・）X（・・　tt）醐　　　（22）

ここで，災は適当な規格化霞子であり，9－1は外力の根関関数9（h，t一門）＝29（k）δ（t－tt）d。β
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一〈X。（・，　・）X・（一・，　・’）・（・…〉・・統評均を劾す）に対・て！＝9（・・　・一・）9一’（…　・一・’）

dτ　・・　6（t一斑）によって定義される。

　さて，彼らの理論は，（21）式のPを支配する方程式とその方程式に基づいて得られるエネルギー

の釣り合いの方程式とを解くものである。そこで，先ず，（2！）式を時間について微分し，N－S方

程式（（D式の空間Fourier変換を行ったもの）を代入し，外力場のゆらぎ（22）式について平

均をとって次式を得る。

　　　12：tfiSilSl　一〉　＋，Z，．det　（k）（yk2zt．（h）一j，　，Z，p，，MaBr（h，　i’，　1）uB（j）ur（1）

　　　　　　　　　　　　　　　＋昇騰・（・）・（・）、諾、））・P＞一・　　（23）

こ。　一。’，・P＞一 逞Zx眠嶋（1…i　1）一雨一1堀・）・（婦・）であり・・（h・・j・　1）は

ん＋ノ＋t・￥Oのとき0，ん÷ノ＋」罵0のとき1となる関数である。この（23）式が，Edwards－McComb

理論の午睡方程式であり，先のHopf方程式に対応する，所謂，乱流問題におけるLiouville方程

式である。

鶴（23脚・一ネルギーΣ・・（1・）・1（一k）を掛e・t，　Pa・（・）・（・）一f・・（・）・・ω・P・卿

」とすれぽ，エネルギーの釣り合いの方程式として

　　　吉∂σぎ詐）＋・vl・・q（le）＋∫嘘吐・β・（恵伽・（ノ）・u・（1）u・（h）・P・耳…，一g（k）（24）

を得る。この式は，個々のkモードに対して，こエネルギー変化量］÷こ粘性によるエネルギー損

失量コ＋［他のモード間のエネルギー遷移］＝［外部からのエネルギー入力］という物理過程が成

り立っていることを示している。更に，（24）式をhについて積分すると，（24）式の左辺第3項

目・にな・から詮エネルギーig　E・＝1／・fq（k）・・kとして，

　　　誓＋価（磁イ・㈲磁　　　　　　　（25）
となる。この式は，kモードに対して，［全エネルギー変化量］＋［粘性によるエネルギーの全損

失量〕＝［外部からのエネルギーの全入力〕を意味している。g（h）はランダムな外力によっても

たらされるエネルギー入力量であった。従って，（24），（25）式で記述されている物理的内容は，

外力によって注入されたエネルギーが，（24）式の左辺第3項（M・u・u・u項）を経由して乱流のカ

スケードを生み，大きなh領域で粘性によって消散している，というものである。これはKolmogorov

が一5／3乗則を見い出した際に考えた描像に他ならない。

　さて，この（24），（25）式から，定常状態を仮定して（∂／∂t＝0），エネルギー・スベクFルε

（k）dk（＝q（k）d鴫）を求めるのであるが，乱流の定常性を保証するには更に条件が必要となる。

このため，Edwards－MccombはME原理＊）を導入した。そして，最終的に，彼らはε（lkl）（）c　l　lel－st3

のKolmogorovスペクトルを導くことに成功した。こうして，　Edwards－McComb理論は，　Wyld

理論と同様にその有効性が注霞される。しかし，先述したように，外力場の扱いを含め，特性汎

関数から出発する厳密なHopf理論とは決定的な違いがある。Edwards－McComb理論を特性汎関

数によって定式化することは，容易なことではないが，乱流理論の発展においては確かに意義深

いことであろう。
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4．おわりに
　本報では，Feynman図形を用いる摂動理論としてのWyld理論，特性汎関数解析としてのHopf

理論，そして，ME原理を導入したEdwards－McComb理論を概括した。これらの理論は，統計

力学的乱流理論の先駆をなすものであると同時に，乱流現象に関する理論的課題を提起したとい

う点で，今後とも基本理論として押さえられるべきものである。しかし，導かれた基礎方程式を

厳密に扱うには，概念や数学的デバイスの一層の進歩が必要である劉

　最後に，70年代後半以降の新たな進展として，Wilsonのくりこみ群の適用22’23）が始まっている

ことを付言しておきたい。これは，定量的に計算するには極めて強力な方法であり，今後，一層

広範i墨に応用されて行くことになると思われる。
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